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Voorwoord

We bekijken de nieuwigheden van de TI-84 Plus Color . Naast de enkele
veranderingen in de menu’s en opties wordt vooral aandacht besteed aan het
gebruik van het nieuwe kleurenscherm. Enkele klassieke oefeningen worden
beschouwd, alsook een voorbeeld uit de optica. Hiermee maken we enkele
zeer eenvoudige programma’s. Deze zullen voluit het nieuwe kleurenscherm
gebruiken. We leggen een link naar de kunstwereld, hetgeen tenslotte leidt
naar een knutseloefening voor leerlingen.
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Hoofdstuk 1

Inleiding

Deze tekst gaat over de mogelijkheden van de nieuwe TI-84 Plus Color .
Deze nieuwe versie van de TI-84 Plus verschilt bijna niet in gebruik met
het oudere zwart-wit toestel. De toetsen, functies en menu’s zijn hetzelfde
gebleven. Voor wie de TI-84 Plus gewoon is, zal de overstap vlot gaan.

Het verschil tussen beide toestellen zit in het nieuwe scherm. De TI-84
Plus Color heeft een kleurenscherm dat een hogere resolutie heeft (320 x 240
pixels). Daarnaast zijn de losse baterijen vervangen door een accu, die men
via een usb-lader kan opladen.

Aan de software is er bijna niets veranderd. Enkele verbeteringen zijn wel
noemenswaardig. Wanneer men de TI-84 Plus Color aanzet, merkt men
bovenaan een statusbalk. Hierin kan men onmiddellijk zien wat de staat van
de batterij is en of het toestel in graden of radialen rekent. Ook andere opties
die men via kan veranderen, worden hier weergegeven.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

MATHPRINT [d8k3pee
[Jylil§ SCI  ENG

Ay a+bi re”(edi)

[A'N8 HORIZONTAL GRAPH-TAELE
FRACTIONTYPE:[¥F] Uned
ANSHERS:[IUilY] DEC FRAC-APPROX
GOTO2Z2NDFORMAT GRHPH:[:E}] YES
STATDIAGNOSTICS: OFF

STATHIZARDS: ON IJFF
SETCLOCK Pald:LlaReltich[ily]

Nieuw voor de TI-84 Plus Color is optie [mathprint] onder . Dit
geeft de stijl aan waarin formules worden ingegeven. In de [classic]-mode
zal het toestel alle formules op één lijn zetten, in [mathprint] worden de
formules getoond zoals ze in de wiskunde worden geschreven.




NORMAL FLOAT AUTO a+bi RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO a+bi RADIAN HMFP .
s YA
J((1+i)"4) . |(1+.L)"|

Een andere vernieuwing is de ingebouwde helpfunctie. Als je in een menu
een commando vindt, kan je altijd | +| gebruiken om een korte omschrijving

te krijgen. We geven het voorbeeld van [nDeriv] dat de afgeleide van
een functie in een punt numeriek benadert.

NUM CMPLX PROB FRRAC CATALOG HELP t
1:»Frac nDeriv(

2:rDec

3:3 {expression,variable

4: 3 ( svaluel,epsilon, 1)

S:xJ

6: fMin( Numeric Derivative

7 fMax(

EHnDeriv( [ ]
94fnInt( PASTEN ESC

NORMAL FLOAT AUTO o+bi RADIAN CL .

nDeriv({(J(X),X,1)
. SPRRRRR62S

Tenslotte is ook de Solver lichtjes aangepast in het nieuwe systeem. Via
[Solver. ..1 geraak je erin. Nu kan je het linkerlid (£;) en het
rechterlid (E;) van een vergelijking ingeven. Nadat je [0K] hebt gekozen
verschijnt de vergelijking Fy = F5. Geef onderaan voor X een benadering
van de oplossing (de variabele bound geeft aan tussen welke twee grenzen een
oplossing moet gezocht worden). Ga nu op de regel X=. .. staan en druk dan
[SOLVE]. Je aanvankelijke benadering verdwijnt en wordt vervangen
door de berekende (benaderde) oplossing. In onderstaand voorbeeld zoeken
we de gulden snede als x-waarde waar de parabool y = 2% en de rechte
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y = x + 1 elkaar snijden. We geven een eerste benadering (1.5) en laten de
Solver een betere benadering vinden.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP .

NUM CMPLX PROB FRAC
41 3J(

HEN)

tfMin(

:fMax(

‘nDeriv(

tfnIntd(

summation Z(

: 109BASE(

EHSolver..

DWW~ U

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP
EHTER EQUATION E1=E2

EQUATION SOLVER

E1:|x2

X+1
E2:

oK 1

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP .
SELECT VARIABLE; PRESS ALPHA SOLVE

‘x2=><+1 \

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP .
SOLUTION IS MARKED *®

X2=X+1

]

X=1.5
bound={-1e99, 199}

= X=1.6180339887499
bound={-1e99, 199}
sE1-E2=0

Het zal niet verbazen dat de grootste nieuwigheden van de TI-84 Plus
Color te vinden zijn in de grafische eigenschappen van het toestel. Indien
we gewoonweg de grafiek van een functie maken, zien we dat opeenvolgende
grafieken in verschillende kleuren komen te staan. Wanneer er informatie op
het scherm bijkomt (bijvoorbeeld bij het gebruik van ), komt dit niet
op het grafisch venster meer, maar eronder.

Plotl Plot2 Plot3 : MEMORY
ENY1Bsin(X) 1:7Box

ENY 2Bcos(X) 2:Zoom In
ENY 3 =0 3:Zoom QOut
ENY4= EHZDecimal
ENY5= 5:ZSquare
\NYs= 6:Z25tandard
ENY7= 7:2Trio
ENYg= 8:Z2Integer
ENYo= 9lZoomStat




NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL .

Y1=sin(X)
7<.l\' t t t + } t [ ?ql\' t t t + } t K
NS 1T N>
®=1.1 ¥=.89120736

Standaard worden de grafieken met een vette lijn getekend. Door te
gebruiken kan men dit veranderen. De instellingen [thick] en [thin] zorgen
voor een dikke of dunne lijn, met [dot-thick] en [dot-thin] worden de
punten van de grafiek niet met elkaar verbonden door een lijn. Je kan deze
opties ook grafiek per grafiek wijzigen door vooraan op de lijn y; = te gaan
staan.

NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL .
RESET ALL ¥= LINESTYLES

MATHPRINT [d8k3pee

LhULLDIE SCI  ENG

ALl 0123456789

ilili] DEGREE

Al [apqi],] PARAMETRIC FPOLAR SEQ

THICK DOT-THICK LLN] DOT-THIN

XN L DN T SEQUENTIAL QRSN
TN XN REAL TEIHA re~(si)
HORIZONTAL GRAPH-TABLE
FRACTIONTYPE:[YE] Uned
ANSHERS:CIIE] DEC FRAC-APPROX
YES

GOTO2NDFORMAT GRAFPH:
STATDIAGNOSTICS: OFF

STATHIZARDS: ON [[33
SET CLOCK zwo-ms 6:19AM
NORMAL FLOAT AUTO a+bi RADIAN CL ]
PRESS 4» TO SELECT AN OPTION

Plotl Plot2 Plot3
ENY1Bsin(X)

Y2l color: N
::¥3 Line:[ N |

4 S

E\Ys CLERR

NYs=
ENY?=
ENYs=
E\Yg=

NORMAL FLOAT AUTO o+bi. RADIAN CL .

Verdere opties i.v.m. grafieken vind je onder |2nd|[format]. Je kan hier
kiezen om een raster te maken en de kleur aan te passen. Verder is de
optie [Detect Asymptotes] nieuw, je kan hiermee zorgen dat de TI-84
Plus Color nagaat of er verticale asymptoten zijn alvorens twee punten te
verbinden.



NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL .

Plotl Plotz Plot3
ENY181/(X2-2)

ENY 2= +

ENY 3= ) + \

ENY4= ———" T B e

ENYs= T
\Ye= 1

ENY 7= +

ENYs=

ENYo=

NORMAL FLOAT AUTO a+bi RADIAN CL WIRJNeRHAL FLOAT AUTO asbi RADIAN CL i
B FolarGC 2

CoordOff

GridOff GridDot
GridColor:[_LTGRAY |

Axes : DEEICEEERA

WEPYSTIE] LabelOn AN
ExprOff 1

BorderColor:[ 1 |

Backoround: INTEEN
Detect Asumptotes: [N Off

Intern worden alle kleuren van de rekenmachine voorgesteld door een specifiek
getal. Voor sommige commando’s wordt dit getal gebruikt om de kleur te
bepalen. Onderstaande tabel geeft de kleurcodes.

kleur code
blauw 10
rood 11
zwart 12
paars 13
groen 14
oranje 15
bruin 16

donker blauw | 17
licht blauw 18

geel 19
wit 20
licht grijs 21
medium grijs | 22
grijs 23

donker grijs 24

Het is ook mogelijk om de kleuren te halen uit [color].



NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

BEER POINTS STO BACKGROUND

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

VARS Y-VARS [oe]H]]

1:ClrDraw
2:Line( 2: S
3:Horizontal cH BLACK |
4:Vertical EH MAGENTA |
S:Tangent( SH  GREEN |
6:DrawF H ORANGE |
7 :Shade( rdl BROWN |
8:Drawlnv R NAVY |
ElCircle( A ETBEUE
NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL i
GREEN :
Circle(l, -1.2.GREEN)

Done L
..................................................... //\\

N




Hoofdstuk 2

Grafieken met kleur

2.1 Analyse

Opdracht 1. Beschouw twee rechten y; = a1x 4 by en ys = asx + by. Bestu-
deer de som y = y1 + Ys.

Oplossing. We kunnen de som schrijven als
y =y +y2 = (a1 + az)z + (b1 + by)

Volgende conclusies kunnen hieruit getrokken worden. Leerlingen uit de 2de
graad kunnen hiervoor gemakkelijk de bewijzen uitschrijven.

(i) De som van twee rechten zal opnieuw een rechte zijn, we spreken van
de somrechte.

Plotl Plot2 Plot3 .
ENY1H-2X+1

ENY 2BX-2

ENY3BY1+Y2

EINY4=H

ENYs5=

\Ys=

ENY 7=

EN\Ysg=

ENY 9=

Merk op dat we hier de twee gegeven rechten in blauwtinten hebben
gezet en dat de somrechte zelf in het groen komt.

(ii) De somrechte van een rechte en een horizontale rechte, is een rechte
evenwijdig met de eerste rechte.



Plotl Plot2 Plot3 N
ENY1H-2X+1 1
ENY2HE-3 1
ENY3BY1+Y2
E\Y4q= ettt \: —
I\Ys= \\

\Ye=
I\Y7= N
I\Ys= LN A
ENY 9=

(iii) De somrechte van twee stijgende rechten is stijgend. De somrechte van
twee dalende rechten is dalend.

Plotl Plot2 Plot3 .
ENY1BX+1

ENY2BX-1

ENY3BY1+Y2

ENY4=

ENYs5=

\NYs=

ENY 7=

ENYs=

ENY 9=

(iv) Als twee rechten tegengestelde hellingshoeken hebben, dan is hun som-
rechte horizontaal.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP (1 [JJNCRMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n
ENYs5=

Plotl Plotz Plot3 /
NYe=

ENY1BX+1

ENY 2B -X-2

ENY 7= \
ENY &= 1
ENY 9=

ENY3BY1+Y2
ENY4=

Opdracht 2. Beschouw twee rechten y; = a1x 4 by en ys = asx + by. Bestu-
deer het product y = y,y».

Oplossing. We kunnen het product schrijven als

Y = 1Yz = a1022° + (arby + azbhy)z + biby
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Een andere schrijfwijze voor de rechten zal echter handiger zijn.
y1 = a1z + by = ar(x — x4)

Yo = o + by = as(x — x3)

Hierin zijn z; = —Z—l en xy = —Z—Z de nulwaarden van de rechten. Het product

is dan (als a; en as niet nul zijn)

Y =1y = araz(z — x1)(x — x2)

Volgende conclusies kunnen hieruit getrokken worden. Leerlingen uit de 2de
graad kunnen hiervoor gemakkelijk de bewijzen uitschrijven.

(i) Indien tenminste één van beide rechten horizontaal is, zal het product
opnieuw een rechte zijn. In de andere gevallen zal het resultaat een
parabool zijn, de productparabool.

NORMAL FLOAT AUTOD REAL RADIAN MP n NORMAL FLOAT AUTOD REAL RADIAN MP n

Flotl Flotz Flot3 .
E\Y1BX-1 | /
I\Y282

E\Y3BY1%Y2 | /
ENY 4= —t— +—+

I\Ys= /
\NY&= 1
ENY?= il
ENY &= 1

EN\Yg=

NORMAL FLOAT AUTOD REAL RADIAN MP n NORMAL FLOAT AUTOD REAL RADIAN MP n

Plotl Plot2 Plot3
ENY18X-2
ENY2B1/2X
ENY3BY1%Y2
ENY 4=
ENYs5=

\NY&=
ENY 7= /
ENY &= 1

ENY 9=

We beperken ons vanaf nu tot het geval van een productparabool.

(ii) Het product van twee dalende of twee stijgende rechten zal een dalpa-
rabool zijn.

11



NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

Plotl Plot2 Plot3
ENY1B-(X-2)
ENY2B-1,2(X+1)
ENY3BY1%Y2
EINY4=H

ENYs5=

\Ye=

ENY 7=

EN\Ysg=

ENY 9=

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

Plotl Plot2 Plot3
ENY1B(X-2)
ENY281,20X+1)
ENY3BY1%Y2

ENY 4=

B\Ys= R 7/
\Ys=
\Y?= /

EN\Ysg=
ENY 9=

We zien aan dit voorbeeld dat, indien er een ontbinding in twee rechten
bestaat van een parabool, dat deze zeker niet uniek is.

(iii) Het product van een stijgende en een dalende rechte zal een bergpara-
bool zijn.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

Plotl Plot2 Plot3
ENY1B-(X+2)
ENY281,2(X-1)
ENY3BY1%Y2
EINY4=H

ENYs5=

\NY&=

ENY?=

ENY &=

ENY9=

AN

(iv) De nulwaarden van de rechten zijn tevens de nulwaarden van de pro-
ductparabool.

12



NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

Plotl Plot2 Plot3
ENY1BX+2
ENY2BX-1
ENY3BY1%Y2
ENY4=

ENYs5=

\Ye=

ENY 7=

EN\Ysg=

ENY 9=

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

(v) Je kan bewijzen dat een parabool een productparabool is als en slechts
als de discriminant D > 0 is.

(vi) Een productparabool is afkomstig van twee dezelfde rechten, enkel en
alleen als D =0

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

Plotl PlotZ Plot3
ENY1B-(X+2)
ENY 2B -(X+2)
ENY3BY1%Y2
INY4=H
ENYs5=

NYe=
ENY 7=
ENY &=
ENY 9=

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

AN

(vii) Twee rechten staan loodrecht op elkaar enkel en alleen indien de hoog-
stegraadscoéfficiént van de productparabool gelijk is aan —1.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP .

Plotl Plot2 Plot3
ENY182X+2
ENY2B-1/2%-1
ENY3BY1%Y2

ENY 4=

ENY5=

\NY&=

ENY 7=

ENY &=

ENY9=

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP .
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Opdracht 3. Ga na hoe |.| de grafiek van een functie beinvloedt. Gebruik
als voorbeeld f(z) = (z — 1)(x — 3) en beschouw de functies |f(x)|, f(|x|) en




Oplossing. Gebruik de TI-84 Plus Color om de grafiek van f(z) in het
vet te tekenen. De andere functie (bijvoorbeeld |f(x)|) komt in een andere
kleur maar dunnetjes.

HORMAL FLOAT AUTD REAL RADIAN CL .
PRESS 40 TO SELECT AN OPTION
Plotl Plotz Plot3 Plotl Plotz Plot3
ENY1B(X-1)(X-3) ENY18(X-1)(X-3)
ENY2Babs (Y1 (X)) INYalcolor: BLUE
ENYs=0 ENY3] Line:[ \ [0
BE\Y4= E\Y4 —
E\Ys5= E\Ys5 CLEAR
NYe= NYe=
E\Y?= E\Y7=
E\Yg= E\Ysg=
B\Yg= E\Y9=
q

Je komt tot volgende conclusies:

e De functie | f(z)] is altijd positief. De grafiek van |f(x)| is dus de grafiek
van f(z) waarbij alle delen onder de x-as gespiegeld worden t.o.v. deze
as.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

e De functie f(|x|) is een even functie en dus symmetrisch t.o.v. de y-as.
De grafiek van f(|z|) is dus de grafiek van f(z) voor z > 0, gespiegeld
t.0.v. de y-as.

14



NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

A

e De functie |f(]z|)| is een combinatie van de vorige twee punten. De
grafiek is dus de grafiek van f(z) voor = > 0, gespiegeld t.o.v. de y-as,
waarna alle delen onder de z-as nog eens gespiegeld worden t.o.v. deze
as.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

LA

Opdracht 4. Los het volgend stelsel ongelijkheden in het vlak grafisch op.

y+x(z—3)<0
y > x® —2

Oplossing. Je kan op de TI-84 Plus Color zeer eenvoudig de grafiek maken
van ongelijkheden met twee onbekenden. Daarvoor herleid je de ongelijkheid
naar de vorm y > f(x) (of y < f(z), ...). Geef nu de functie f(z) in via
en gebruik de pijltjestoetsen om het symbool voor de vergelijking te ver-
anderen in de gewenste arcering (boven arceren = groter dan, onder arceren
= kleiner dan). Je kan dit meerdere keren doen om de grafiek van een stelsel
ongelijkheden met twee onbekenden grafisch op te lossen. Bijvoorbeeld:

15



NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL n NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL n

Plotl Plot2z Plot3

EnY1B-X(X-3)
VY2 BX2-2
ENY 3 =0
ENY4q=

ENYs=

\Ye=

ENY 7=

ENYs=

ENYo=

Opdracht 5. Gebruik de TI-84 Plus Color om te achterhalen wat het
verband is tussen de grafiek van een veeltermfunctie en de grafiek van die-
zelfde functie waarbij het voorschrift slechts tot een bepaalde graad beperkt
wordt. Wat is het verband tussen de grafiek y = 2® — 322 — 2+ 3 en de rechte
y = —x + 3 en de parabool y = —32? — x + 3.

Oplossing. We maken de graficken met de TI-84 Plus Color .

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

Plotl Plot2 Plot3
ENY 1 BXA3-3X*2-X+3
ENY 28 -X+3

ENY 3B -3X"2-X+3
ENY4=H

ENY5=

\NYs=

ENY7=

ENYg=

ENY9=

We kunnen nu [ZBox] gebruiken om de grafiek te vergroten.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n
200M BOX

MEMORY

MHZBox N
iZoom In )
Zoom QOut 1

N

:ZDecimal
:ZSquare

Z5tandard
ZTrie

Zlnteger 1
YZoomStat ®=1.1 ¥=2

3
4
S
6
7
8
9

16



NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n
200M BOX

X=.85 ¥=2.975

We zien dat y = —z + 3 de raaklijn is in (0,3) en dat de y = —3z? —x + 3 de
raakparabool is in datzelfde punt. Dit is algemeen geldig en een onmiddellijk
gevolg van de stelling van Taylor.

Opdracht 6. Gebruik de TI-84 Plus Color om de grafiek van een functie
in het blauw te tekenen en haar afgeleide functie in het rood. Wat is het
verband tussen nulwaarden en extrema van de afgeleide en de grafiek van de
oorspronkelijke functie?

Oplossing. We beschouwen het voorbeeld f(z) = 2* — 622 + 112 — 3. De
afgeleide functie is f'(z) = 322 — 12z + 11. Dit komt in een andere kleur.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

Plotl Plotz Plot3

ENY1BX*3-6X"2+11X-3

EN\Y2B3X*2-12X+11

AN KT |

INY4= | e

NyYs= \VARERE
NYe=

ENY?=
EINYs=
ENYg=

We zien dat de (enkelvoudige) nulwaarden van f’(z) overeenkomen met de
extrema f(z) en dat de extrema van f’(r) overeenstemmen met de buigpun-
ten van f(x).

Opdracht 7. Volgende stelling laat zien dat elke functie de som is van een
even en een oneven functie.

Stelling. Zij f : R — R een functie. Stel

f(z) + f(==)
2

f(z) = f(=2)

fula) = -

en fo(x) =
Dan is f. even, f, oneven en f(z) = fe(z) + fo(x).

17



Bewijs deze stelling. Werk enkele voorbeelden met veeltermen uit. Waar
komt de benaming ‘even’ en ‘oneven’ vandaan? Wat gebeurt er indien f zelf
al even of oneven is, bijvoorbeeld f(z) = sinx of f(x) = cosz? Gebruik
de TI-84 Plus Color om de grafieken van f, f. en f, te maken voor een
willekeurige f. Bekijk de voorbeelden f(z) =e® en f(z) = |z + 2|.

Oplossing. Het bewijs van de stelling is een eenvoudige verificatie. Wanneer
men echter de stelling als volgt formuleert, is het bewijs uitdagender en leidt
dit vanzelfsprekend tot bovenstaande formules. Dit kan gegeven worden in
de betere klassen.

Stelling. Elke functie is de som van een even en een oneven functie.

Bewijs. Stel dat f(x) = fe(z) + f,(x) waarbij f. even is en f, oneven. Dan

bekomen we:
{ f(x) = fe(z)+ folz)
f(=z) = fe(x) = fo()

Oplossen van dit stelsel naar f. en f, levert de bovenstaande formules. [

Als f(x) een veelterm is, dan bestaat f.(z) uit alle termen van even
graad en f,(z) uit alle termen van oneven graad. Indien f reeds even is zal
fe(z) = f(z) en f,o(x) = 0. Eenzelfde conclusie kan getrokken worden indien
f oneven is.

Deze stelling door de TI-84 Plus laten illustreren kan op eenvoudige
wijze. We beschouwen de functie f(z) = e”

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

Plotl Plot2z Plot3

B\Y1Be” (X) I
BNY2B (Y1 (X)+Y1 (X)) 2 |
BNY3BE(Y1(X)-Y1(-X)) 2

NY4=01 e
ENYs= 1

NYs=
INY7=
ENYg=
ENY9=

De bovenstaande aanpak laat ook toe om te spreken over sinh en cosh. Al-
hoewel deze functies vaak als ‘vergezocht’ worden betiteld, hebben ze vele
toepassingen bijvoorbeeld in de fysica (hangende ketting) of in de architec-
tuur en de kunst (gewelven van Gaudi).

Indien f(x) = |z + 2| de functie is, hebben we het moeilijk om een voor-
schrift voor f. en f, te vinden. De grafiek maken met de TI-84 Plus Color
geeft ons:
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NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

Plotl Plot2z Plot3

EINY1Habs(X+2)
ENY2B(Y1(X)+Y1 (X)) 2
ENY3BE(Y1(X)-Y1(-X)) 2
ENY4=

ENYs=

NYe=

ENY?=

INYs=

ENYg=

Hieruit kan je gemakkelijk een meervoudig voorschrift aflezen voor f, en f,.

Opdracht 8. Maak de grafick van een functie (bijvoorbeeld y = 22 of
y = cosx) en van de eerste bissectrice. Gebruik [draw] [drawinv] om
de grafiek volledig te spiegelen. Je hebt nu de inverse relatie getekend. Is
dit de grafiek van een functie? Teken nu de inverse functie (bijvoorbeeld
y = v/z of y = Bgcos x). Begrijp je nu waarom men voor de inverse functie
het domein en het bereik moet beperken?

Oplossing. Maak de grafieken als volgt:

NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL .

Plotl Plot2z Plot3

ENY1BX2
ENY 2BX
ENY3=
ENY4q=
ENY5=
\NYs=
ENY7=
ENYg=
ENYo=

NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL .

DrawlInv Yi,14
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NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL .

Plotl Plot2z Plot3

ENY1BX2
ENY 2BX
ENY3BL(X)
ENY4q=
ENYs=
\Ye=

ENY 7=
ENYs=
ENYo=

Men ziet duidelijk dat de grafiek van de inverse relatie de spiegeling is van
de grafiek van de functie t.o.v. de eerste bissectrice. In het algemeen echter
is dit niet de grafiek van een functie. Indien men echter het domein en het
bereik beperkt, bekomt men wel de grafiek van de inverse functie.

Opdracht 9. Gebruik de TI-84 Plus Color om de grafiek van de kromme
r(#) = 1+ 3, 0 €]0,+00[ (in poolcodrdinaten) te maken. Teken ook de
asymptoten van deze kromme.

Oplossing. We maken eerst de grafiek met de TI-84 Plus Color . Eerst

stellen we poolcoordinaten in via [pol] en kiezen [zdecimal].
We passen met de grenzen van # aan. We kunnen nu de grafiek

maken.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

MATHPRINT [d8f3pae

MATHERINT SRS Plotl Plot2 Plot3
QNTY 0123456789 INr1B1+1/0
rRADIANJIAT 33

FUNCTION PARAMETRIC SEQ ENrez=
THICK DOT-THICK LEBLJ DOT-THIN ENr3=
SEQUENTIALJES L1 ENr4=
I a+bi re~(ai)

@I HORIZONTAL GRAPH-TABLE ENrs=
FRACTIONTYPE:[YE] Uned \re=

ANSHERS:[[[IhfY] DEC FRAC-APPROX
GO TOZHDFORMAT GRHPH:EE}] YES
STATDIAGNOSTICS: OFF

STAT HIZARDS: ON IJFF
SETCLOCK PRl Ta -SSRl ]:]
NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

HWINDOW
min=0
Omax=20
gstep=.1
Amin=-6.6
Amax=6.6
Xscl=1
Ymin="4.1
Ymax=4.1
Yscl=1

Fany
P
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Leerlingen zullen waarschijnlijk wel een horizontale asymptoot y = 1 herken-
nen voor x — +00. Verder is er ook een "asymptotische cirkel” die zichtbaar
wordt tijdens het tekenen.

Bevestiging van de horizontale asymptoot kan men krijgen door volgende
limieten uit te rekenen.

1
limz = limrcosf = lim (1 + =) cosf = +o0
00 60 950 0

sin 6

1
limy:hmrsinﬁzlm(1+§)sin9:£i£nsin€+lim =1

i
050 0 050 =0 670

De ”asymptotische cirkel” volgt uit het feit dat het punt (7, #) in poolcodrdinaten

om de oorsprong blijft draaien indien § — 400 en dat

1
lim r= lim 1+-=1
6—+o00 0—+o00 9

We kunnen deze beide asymptoten als volgt tekenen (we gebruiken hierbij
[draw] [horizontal] om de horizontale asymptoot te tekenen):

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

Plotl Plotz Plot3 Horizontal 1.,GREEN
EINP1BI+1/70 Done,
ENrzB81 [ |
ENrz=
BENrg=
BENrs=

\Nre=

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

Zo zie je maar dat asymptotisch gedrag niet rechtlijnig hoeft te zijn. Een
ander voorbeeld is de functie met voorschrift f(z) = 2 + 1 dat een asymp-
totisch parabolisch en hyperbolisch gedrag heeft.
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Opdracht 10. Maak de grafiek van de functie f(z) = 2. Gebruik de
afgeleide om een idee te bekomen van het asymptotisch gedrag. Reken nadien
de nodige limieten uit ter controle.

Oplossing. De afgeleide functie wordt gegeven door

fllw)=—-—2¢

T

We maken nu de grafiek van f en f’.

Plotl Plot2 Plot3 el MEMORY
ENY1 827 (1/X) 1:ZBox
ENY2B-1n(2)/X2%x27(1/X) 2:Z200m In
ENY 3= 3:Zoom Out
E\Y4= EHZDecimal
ENYs= 5:Z28quare
\Ye= 6:ZStandard
ENY 7= 7:2Trie
ENYs= 8:ZInteger
ENYo= 9lZoomStat

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

.

Het is duidelijk dat er een horizontale asymptoot is in +oo, de afgeleide
functie gaat immers naar 0 in +oo. In 0 is de situatie tamelijk ongewoon.
Voor positieve waarden zien we duidelijk een verticale asymptoot y = 0, dit
zien we ook aan de afgeleide functie die naar —oo duikt. Voor negatieve
waarden lijkt de grafiek van f naar 0 te dalen. Indien we naar f’ kijken, zien
we echter dicht bij 0 een duidelijk minimum, hetgeen eraan doet denken dat
het gedrag van f misschien ingewikkelder is dan eerst gedacht. We gebruiken

[zbox] om de grafieken te vergroten.
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NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .
200M BOX

p{olell] MEMORY +

MHZBox 1

2:Zoom In +

3:Zo00m Out __~___**h;:
4:2Decimal @ ||  ——_——— 7: -----
5:Z28quare i
6:Z2Standard 1

7:2Trie

8:Z2Integer

9

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

YZoomStat ®=.5 ¥=-1

T~
—_/

De grafiek van f daalt inderdaad naar 0, maar er is een buigpunt (het mini-
mum van ) waarna de functie op horizontale wijze de oorsprong nadert.
Deze resultaten bekomen we natuurlijk ook door de passende limieten uit
te rekenen.
. 1 0
lim 2= =2"=1

r—*+00

lim 27 = 27 = 400
2,0

lim 2 =27 =0

250

2.2 Meetkunde

Opdracht 11. Bepaal het zwaartepunt van de driechoek, die begrensd wordt
door de rechten y =2x — 5,y = —2rxr+T7eny = —%m.

Oplossing. De opeenvolgende grafiecken worden in een andere kleur gete-
kend. Via [calc] [intersect] kan je de eerste rechte en dan de tweede
selecteren. Daarna geef je een eerste benadering voor het snijpunt. De TI-84
Plus Color berekent dan numeriek het snijpunt.



NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

Plotl Plot2z Plot3

E\Y1H2X-5
EINY 28 -2X+6
ENY3B-1/2X

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .
CALC INTERSECT

CALCULATE vaz2K=s
1:value
2:zero
3:iminimum
4 :maximum

FHintersect
6:dysdx
7iSf(x)dx
Firstcurue?
X=1.1 ¥=-2.8
NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .
CALC INTERSECT CALC INTERSECT
Y2="2¥+6 N Y2="2¥+6
Secondcurve? Guess?
®=1E-. ¥=3 ®=2.8 Y=y
NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .
CALC INTERSECT
Y2="2¥+6
Intersection
=2.75 v=5
» o1l 1 - 3 _5
De snijpunten zijn (7, 5), (2, —1) en (4, —2). Het zwaartepunt is dus (5, —¢).

Merk hierbij op dat de omzetting naar breuken nodig is, anders zit men met
benaderde waarden.
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2.3 Goniometrie

Opdracht 12. Een mooie oefening voor het begrijpen van de goniometri-
sche cirkel en de goniometrische getallen is het maken van volgende grafieken.
Stel met [radian], [simul], [connected] en [par] in. Voer dan de

goniometrische cirkel en de goniometrische functies in (let op de tekenstijl).
Gebruik en stel de parameter ¢ zo in dat die van 0 tot 27 gaat,

pas vervolgens de assen aan. Maak de tekening via [ZSquare]. Met

kun je pauzeren. Gebruik tenslotte en de pijltjestoetsen om
de corresponderende punten op de goniometrische cirkel en op de goniome-
trische krommen te tonen.

Oplossing. Het resultaat is een soort animatie.
HORMAL FLOAT AUTO a+bi RADIAN CL @i J{roRrAL FLOAT AUTO a+bi RADIAN cL i
MATHPRINT [ARISHIY

e Nt Plotl Plot2 Plot3

i 3567 soX1rBeos (1)
FUNCTION [TITLEII POLAR SEQ Y1rBsin(T)
JFI DOT-THICK THIN DOT-THIN HoxXz27BT
SEQUENTIAL .
REHL re~(aL) ¥2rBsin(T)
HuRIzuNTEf&I GRAPH-TABLE H0X37 BT
rnncuuuwp: Uned
ANSMERS:[] DEC FRAC-APPROX Y3TEC°5(T)
&0 10 2ND FORYIAT GRAPH: EE:] YES EN\X4r=
STATDIAGNOSTICS: urr Yar=
STATHIZARDS: ON E\Xs =
SET CLOCK zszown 9 52AM 5=

NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL

DISTANCE BETHEEN TICK MARKS ON AXIS

NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL .

WINDOW MEMORY
Tmin=@ 1:7Box
Tmax=6.2831853087 2:Zoom In
Tstep=.1 3:Zoom Qut
Amin=-1.5 4:7Decimal
Amax=6.283185387 EHzSauare
Xscl=1 6:Z25tandard
Ymin=-2 7:2Trio
Ymax=2 8:Z2Integer
Yscl=1N1 9lZoomStat

NORMAL FLOAT AUTO a.+bi RADIAN CL =-,-_=.

NN

NORMAL FLOAT AUTOD a+bi RADIAN CL .

-
N/

Vergeet niet om achteraf de opties via

terug te zetten.
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2.4 Statistiek

Opdracht 13. Leerlingen krijgen vaak resultaten van toetsen, rapporten of
examens. Deze punten worden bekomen door de cijfers van de individuele
vragen op te tellen. De centrale limietstelling zegt dat een som van dergelijke
gelijkverdeelde en onafhankelijke toevalsveranderlijken normaal verdeeld is.
Vandaar dat wij als leerkrachten in ons puntenboekje graag de Gauss-curve
zien opduiken. Onderstaande cijfers waren de resultaten van een Hde jaar op
het examen wiskunde in december.

80 59 63 51 45 51
52 61 53 45 60 82
62 73 49 76 86 67
79 52 52 71 71

Gebruik de TI-84 Plus Color om deze gegevens grafisch te analyseren
en vergelijk met de passende normale verdeling.

Oplossing. We geven eerst alle metingen in via [edit] en stellen
daarna [stat plotl] in om een histogram te maken en [stat plot2] om
een boxplot te verkrijgen. Deze worden getekend via [zoomstat].

Uiteindelijk worden de grenzen en de klassebreedte via ingesteld.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n
PRESS 4p TO SELECT AN OPTION

L1 Lz L3 Ly Ls 1| |[BER Plotz Plot3

[

76 BN off

zé Tope: = [~ JE Hh- {IH |~
60 xlist:L1

86 Frea:1

o Color : NS )

82

67

| ___|

Li(24) =

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n
PRESS 4» TO SELECT AN OPTION

Plotl [@FEH Plotz MEMORY
[N Off 1:72Box
Type: L= |~ Jhe HH- Bui |~ 2:Zoom In
rlist:L1 3:Zoom Qut
Frea:1 4:Z7Decimal
Color: =PI 5:Z25quare
6:Z25tandard
7:2Trie
8:Z2Integer
EMZoomStat
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NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL []
DISTAMCE BETHEEN TICK MARKS ON AXIS
WINDOW

Amin=@

Amax=12a

Xscl=1@

Ymin=-2

Ymax=15

¥Yscl=1

Xres=2

aX=.37878787878788
TraceStep=.75757575757576

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

]

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL []
PlotiL1
—] —
min=60
max<?o n=5

Om te vergelijken met een normale verdeling gebruiken we [normalpdf]
om de dichtheidsfunctie van de normale verdeling te bekomen. De totale
oppervlakte hieronder is altijd 1. De oppervlakte van het histogram bedraagt
n*Xscl (aantal metingen x klassebreedte), we zullen dit dus als voorfactor
gebruiken. Verder hebben we ook de parameters p = & en 0 = o0, nodig.
Deze bepalen we via [1-var stat], dit moet gebeuren voordat de grafiek
van y; gemaakt wordt. Hierin zijn immers Z en o, nodig en deze zijn pas
uitgerekend na het uitvoeren van [1-var stat].

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

x=62.60869565
Zx=1441
2x2=93626
Sx=12.5580077
ox=12.28197382
n=23
minx=45

1Q1=52

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

EEH @A Plots
ENY1=n*Xscl®normaledf (X, X,
ox)

ENY2=
ENY 3=
ENY4=
ENYs=

NYe=
ENY 7=
ENYg=
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NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

ﬂ\m

We zien dat de punten van deze klas inderdaad tamelijk goed overeenstem-
men met een normale verdeling. Wie echt wil weten hoe goed een reeks
metingen past bij een normale verdeling moet de y2-goodness-of-fit gebrui-

ken ( [tests] [x?GOF-Test]).

Opdracht 14. In een 4de jaar werd gevraagd aan alle 15 leerlingen om aan
vier vriendjes een enquéte te laten invullen. Hierbij werd o.a. gevraagd naar
leeftijd, geslacht, gewicht, lengte en schoenmaat. Dit waren de metingen
voor de schoenmaten:

37 38 37 41 42 42
37 36 38 43 43 41
37 38 35 41 40 44
39 38 35 41 42 43
38 38 41 41 43 42
38 39 43 41 42 43
36 39 41 42 42 42
34 37 41 42 40 43
38 36 43 42 43 44
42 37 40 41 42 44

Bestudeer deze resultaten aan de hand van de nodige histogrammen.

Oplossing. We geven eerst alle metingen in via [edit] en stellen
daarna [stat plotl] in om een histogram te maken. Deze wordt getekend
via [zoomstat]. Uiteindelijk worden de grenzen en de klassebreedte

via ingesteld.
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NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL

. NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

Lz L3 Ly Ls 1| |[BER Plotz Plot3

R off

Tupe: L= |~ Rl Hh- K |~
Xlist:L1

Frea:1ll

Color: NV

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

MEMORY
1 ZBox
:Zoom In
:Zoom Qut
:ZDecimal i
:ZSquare -
:Z2Standard [, |, I
:2Trio i
8:Z2Integer
EMZoomStat

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

HWINDOW
Amin=34
Amax=47
rscl=1

Ymin=N4.51035 ?
¥max=17.55 -
Yscl=1 : [ | [

Xres=2
aX=.04924242424242
TraceStep=.09848484848484

~NOURWNE

Dit histogram toont duidelijk dat deze verdeling niet unimodaal maar bsmodaal
is. De leerlingen zullen al snel het geslacht als reden hiervoor aanhalen. Om
dit te controleren turven we opnieuw en maken twee lijsten aan, eentje voor
de meisjes en eentje voor de jongens. We maken dan beide histogrammen
samen. (Gemakshalve werden de bovenstaande metingen per geslacht geor-
dend, de eerste 25 zijn afkomstig van meisjes, de overige metingen komen
van jongens. )
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NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL

. NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

Lz L3 Ly Ls 1| |AFEH Plot2 Plot3
37 T I —
37 43 B off
37 41 Tupe: L= |~ Rl Hh- K |~
O Xlist:Lz2N
38 4o Frea:1
S Color:IENNS
3y y1
38 y1
42 yi
L1(1)=37
NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .
DISTAMCE BETHEEN TICK MARKS ON AXIS
Plotl [@FEH Plotz WINDOW
[l Off Amin=34
Type: L |~ Il HH- HIH |~ Amax=47
Xlist:L:zN Xscl=1
Frea:1 Ymin=-6.0138
Color: =V Ymax=23.4
Yscl=1
Xres=2

aX=.04924242424242
TraceStep=.09848484848484

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

i

;8

We zien nu duidelijk dat beide pieken van het oorspronkelijk histogram af-
komstig zijn van twee afzonderlijke histogrammen. De oorzaak is inderdaad
het geslacht. Aan de hand van de statistische kengetallen kan je zien dat de
gemiddelden aanzienlijk verschillen en dat de spreiding bij de jongens kleiner
is.

x=37.36 x=41.91428571
2x=934 Zx=1467
2x2=34956 Zx2=61527
Sx=1.604161255 Sx=1.067471685
ox=1.571750616 ox=1.052111579
n=25 n=35
minX=34 minX=4Q
1Q1=36.5 1Q1=41
[ |
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Dit fenomeen komt zeer vaak voor in de statistiek. Bij bovenstaande ge-
gevens speelt duidelijk het geslacht een rol, maar leerlingen kunnen ook de
vrijetijdsbesteding of de werkdruk bekijken. In deze gevallen zal de leeftijd
soms het verschil maken. Vaak krijg je dan een trimodale verdeling onder
invloed van kinderen - ouders - grootouders.

Opdracht 15. Gegeven zijn de punten A(—3,1), B(—2,—1) en C(1,—1,).
Bepaal de vergelijking van de parabool door deze drie punten. Bepaal ook
de vergelijking van de rechte door A en C. Wat als we een rechte proberen
te vinden door alledrie de punten?

Oplossing. Via [calc] [Quickplot&Fit-EQ] kom je in een applicatie
terecht waar je gemakkelijk de vergelijkingen kan vinden van krommen door
gegeven punten. Eerst geef je de punten in, daarna kies je de gepaste regressie
(kwadratisch in ons geval). We vinden de vergelijking y = %ZL’Q + %x —2. Je
kan tenslotte opteren om de punten en het resultaat op te slaan.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .
QUICKPLOT & FIT-EQ

EDIT TESTS
71TQuartRe9
:LinRe9(a+bx)
:LnRe9 *
:ExrPRes bt }
:PwrReo + T
:Logistic T
:SinReo
:Manual-Fit Y=mX+b 1
ECuickPlot&Fit-EQ DRQFPOINTS v=155  [FITEG

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTOD REAL RADIAN CL .
QUICKPLOT & FIT-EQ

Re9EQR=5K"2+5X+"2

OOwDowm

1:Med-Med
2:LinRedCa.x+b)

HE:QuartRed — A A
6:LinRe9Ca+bx) 1
7:LnRe9d

8:ExpRed

9:PwrRed 1

B:Lodistic

+ A:SinRed STORERESULTS?
¥=-155 FITEQ STORE

MORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .
PRESS 4p TO SELECT AN OPTION
ReJEQ=5K"2+5X+"2

\ ]/

XList:[ L1 [0
YList:|[ L2
— Setup Plot:[Plotl| [
Store RegEQ:[ Y1

CLEAR

DROF POINTS
¥=1.5

STORERESULTS?
STORE




Om de vergelijking van de rechte AC' te vinden, gebruiken we opnieuw
[Quickplot&Fit-EQ]. We passen eerst de kleur aan en voeren de twee pun-

ten in. Daarna passen we een lineaire regressie toe. De vergelijking van AC
sy = —%x — %

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .
QUICKFLOT & FIT-EQ

EDIT TESTS
71MQuartReo \ l /

:LinReg(a+bx) Color: =N
:LnReg Line:[ \ |

:ExpPRe9 ——
:PwrRe9 LERAR
y=1

:SinRe9
:Manual-Fit Y=mX+b
EouickPlot&Fit-EQ RRog POINTS STYLE

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .
QUICKFLOT & FIT-EQ

Re9EQR="5K+-.5

OOowIDhoawr

:
:Logistic \?

B:LinRedCa +bx) ™
7:LnRe9

8:ExpRed

9:PLrRe9 1

B:Lodistic

A:SinRed STORERESULTS?
FITEQ STORE

\d

DROP POINTS
=1

Indien we een lineaire regressie voor drie punten invoeren, bekomen we de
regressierechte, i.e. de beste rechte door deze puntenwolk.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .
QUICKPLOT & FIT-EQ
ReJEQ="4651X+"-.81Y4

STORERESULTS?

STORE
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Hoofdstuk 3

Programmeren

Het kleurenpalet van de TI-84 Plus Color is goed te gebruiken wanneer
men programmeert.

3.1 Raaklijnen

Opdracht 16. Schrijf een programma dat de grafiek van een functie maakt
in het groen en vervolgens de gebruiker vraagt om een punt te kiezen. In dit
punt wordt dan een raaklijntje getekend in het blauw.

Oplossing. We gebruiken het commando [input] zodat de gebruiker een
punt op het grafisch scherm kan kiezen. Het programma ziet er als volgt uit.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL =-,-_=.

PROGRAM: RKL IJNEN
:ClrDraw:22Xres
:DrawF Y1.GREEN

:15H |
:Lbl 1 N —
:Input T \,—-/
XAV (X)DY - T

‘nDeriv(¥Y1(X),X,A)>D
:Line(X-H,Y-DxH.X+H, Y+DxH, 1
BLUE):Goto 1MW W=-4.7 y=-2

3.2 Families van krommen

Opdracht 17. Een familie krommen is een reeks krommen gegeven door een
vergelijking met een parameter. Onderzoek volgende families krommen:

(i) de rechtenfamilie y = 2z + A
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(ii) de rechtenfamilie door (1,2)
(ili) de parabolenfamilie met nulwaarden 1 en 2
(iv) de parabolenfamilie met top in (—2,1)

(v) de waterfontein y = —x? + Ax

Oplossing. We schrijven eerste een klein programmaatje dat in een for-lus
de parameter laat variéren alsook de kleur C. We laten deze vanaf kleur-
waarde 10 stijgen tot 20, daarna wordt C' terug naar 10 gebracht.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

PROGRAM: PARGRAF
:ClrDraw
:29¥Xres

11@-»C

:For(A, -4,4,1)
:DrawF 2X+A.C
:C+1-C

(If C=20:10->C
:End

(i) De rechten uit de familie y = 2z + A zijn allen evenwijdig.

A
/

(ii) De algemene vergelijking van een rechte door een punt wordt gegeven
door

y=m(x — 1)+

De vergelijking van de rechtenfamilie door (1,2) wordt dan gegeven
door
y=Ax—-1)+2

We passen het programma aan. Het resultaat is het volgende:
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NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

PROGRAM: PARGRAF \
:ClrDraw V
:29Xres

:10»>C 1
:For(A, 4,4,1) S S m—

:DrawF A(X-1)+2,C /A [ ]
: C+1C i
1§ C=20:10-C |

:End
H |

(iii) De algemene vergelijking van een parabool met nulwaarden z; en x5 is
y=a(r —x1)(x — x9)
De parabolenfamilie met nulwaarden —1 en 2 wordt dus gegeven door

y=Alx —1)(x —2)

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

(iv) De vergelijking van een parabool met top (p, q) is

y=a(r—p)*+q
Zodat de parabolenfamilie beschreven wordt door

y=Alz+2)%*+1

NORMAL FLOAT AUTOD REAL RADIAN CL n

WL
/
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(v) Voor een parabool y = ax? + bx + ¢ is y = bx + ¢ de vergelijking van de
raaklijn in (0, c). Voor de waterfontein y = —2? + Az is de raaklijn in
(0,0) dus de rechte y = Ax. De parameter A regelt dus de richting van
een waterstraal.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

i

Opdracht 18. Zoek zelf naar een familie krommen die een regenboog zal
geven. Kan je de kleuren correct ordenen?

3.3 Matrices en emoticons

Eén van de belangrijkste toepassingen van matrices is beeldverwerking. Elk
beeld, foto of icoon op een digitale media wordt intern voorgesteld als een
matrix. Dankzij de kleuren van de TI-84 Plus Color kunnen we dit ge-
makkelijk illustreren.

Opdracht 19. Gebruik 6 x 6 matrices om verschillende emoticons te maken.
Zorg dat mond en ogen in twee afzonderlijke matrices zitten en dat de kleuren

aangepast kunnen worden. Schrijf een programma om de icoontjes af te
beelden.

Oplossing. We starten met een 0 — 1 matrix waarin 0 betekent dat een pixel
uit staat en 1 dat een pixel aan staat. De standaard smiley kan dus worden
voorgesteld als de 6 x 6 matrix

0000 0 0]
010010
000000
A=lo 1001 0
001100
0000 0 0

We willen deze door de TI-84 Plus Color laten tekenen. Pixels met waarde
0 worden niet getekend. De waarde van de andere pixels interpreteren we als
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een kleur. Omdat de kleur zwart overeen komt met 12 op de TI-84 Plus
Color (zie de tabel in de inleiding) zullen we niet de matrix A gebruiken,

maar wel J = 12A.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

x6

MATRIXLJ] 6
I o
%2

12
]

[
[
[
[
[
[ 0

Soooo
Ll -~~~ -~

Ll -~~~ -~
r

[:]
12
[:]
12
0
[:]

[JICL.1)= )

Onderstaand programma tekent de 6 x 6 matrix [J]. Eerst wordt het grafisch
scherm leeggemaakt en worden de assen verwijderd. Daarna wordt voor elk
element in de matrix [J] nagegaan of die verschilt van 0. Indien dit zo is
wordt de pixel getekend in de passende kleur met behulp van een *. Omdat
dit character 10 op 10 puntjes groot is op het scherm worden de coérdinaten
aangepast.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

PROGRAM: MTXPLOT
iClrDraw:AxesOf f:GridOff
:Disp "PLOT L[J] &6x6"
iFor(K,1.6)

:For(L,1.6)

(If [JIK,L)Z0

:Then
:TextColor(LJI(K,L))
tText (Kx10,Lx10,"x")
:End:End:End

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

We wensen echter meerdere emoticons te maken en kleuren te kunnen ge-
bruiken. Hiervoor zullen we de afzonderlijke delen van de emoticon in een

aparte matrix steken.
(0 0 0 0 0 O] [0 0
010010 0 0
00 0O0O0O0 0 0
B = 00 0O0O0O0 O = 0 1
00 0O0O0O 0 0
000 0 0 0] 0 0

O = OO OO
O =R OO OO
O o= O OO
O O OO oo
O O OO oo
_ o O O OO
O = OO OO
O =R O O OO
_ 0 O O OO
OO oo oo

Met deze matrices kunnen we de emoticons samenstellen en verschillende
kleuren gebruiken. De waarde 10 staat voor blauw en 18 voor lichtblauw.
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De matrix 10B + 18C' staat dus voor een smiley met blauwe ogen en een
lichtblauwe glimlach. Door de matrix D te gebruiken kan ook een droevig
gezicht gemaakt worden.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

18[B1+18[CI>[J]
[0 @ 0 @ 0] « x
[0l @ 0 10 0] -
[0 @ 2 0 0] *x

[@ 18 @ @ 18 @l
[0 @ 18 18 8 @l

rPromMTXPLOT

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

12[B1+11[D15[J]
[[20 2 @ @ @I % x
[0 120 0 12 0]
02 @ 0 0 0] o,
02 @ 0 0 0]
[0 11 11 8 @]
................. [0 .11 @8 @ 11 @11
promMTXPLOTH

Opdracht 20. Zoek zelf de matrices om een kusjes-emoticon te maken en
om een knipoog te geven.
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Hoofdstuk 4

Uitgebreidere
programeerpro jecten

De hieronder beschreven onderwerpen (met programma’s) vormen iets uitge-
breidere opdrachten en kunnen gebruikt worden in het kader van de onder-
zoekscompetenties.

4.1 Kaustiek van een parabool

Wanneer lichtstralen worden weerkaatst, gebeurt het dat de weerkaatste stra-
len elkaar versterken op bepaalde plaatsen. Deze zullen dan oplichten, men
noemt dit kaustieken. Je kan dit zien in een zwembad.

Een heel speciaal geval met belangrijke toepassingen is de parabolische
spiegel. Wanneer een lichtstraal invalt, wordt deze weerkaatst volgens een
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spiegeling t.o.v. de normaal.

4

0 o1 02 03 04 0’5 06

P

We maken nu de nodige berekeningen om dit fenomeen te programmeren.
Gemakshalve kiezen we de parabool gegeven door f(z) = 22. We beschouwen
de hellingshoeken van de verschillende rechten.

T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06

De hellingshoek van de normaal N noemen we ov. Omdat de lichtstraal even-
wijdig met de y-as invalt, weten we dat de hoek met N gelijk is aan 90° — a.
De weerkaatste straal maakt dus dezelfde hoek met N. De hellingshoek van
de uitgaande straal is dus

T T T T T T
-06 -05 -04 /-na -0.2 \01\

£ =190°—2(90° — o) = 2ax — 90°

Omdat we de vergelijking van de uitgaande straal nodig hebben, beschouwen
we de richtingscoéfficiénten. De normaal N staat loodrecht op raaklijn T
We vinden dus als richtingscoéfficiént




De richtingscoéfficiént van de uitgaande straal is dus

1
m = tan f = tan(2a — 90°) = — tan(90° — 2a) = — cot(2cr) = ~Tan(2a)
Gebruik makend van de formule tan(20) = 2222 vinden we
1 —tan?a 1— ( 1 ) 1
2 tan o —24 4a? 4a

De vergelijking van de weerkaatste straal is gegeven door y = m(z—a)+ f(a)
dus

1 1 1
y:(a—E)(az‘—a)—kaz:(a—@)x—f—l—z—l—a?:(a—@)x—l—z

In ons programma tekenen we dus

e de parabool y = 22

e de invallende straal z = a (via [draw] [verticall)

e de uitgaande straal y = (a — &)z +

We gebruiken [input] om de gebruiker grafisch de invallende straal te laten
bepalen en zorgen er opnieuw voor dat het kleurenpalet wordt doorlopen.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

PROGRAM: MIRPARA
:ClrDraw:22Xres:10»>C
:DrawF X2,BROWN

:Lbl 1

:Input

:X>»A:Vertical A.C,1
:DrawF (A-1-/(4RA))X+1-4,C
:C+1-C

rIf C=20:10->C

:Goto 1

We passen de grenzen van het grafisch venster aan om een goed beeld te
krijgen en roepen dan het programma op.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

WINDOW rromMIRPARA
Amin=-101

Amax=1

Xscl=1

Ymin=@

Ymax=1

Yscl=1

Xres=2

aX=.00757575757575
TraceStep=.01515151515151
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De gebruiker kan nu met de cursor bepalen waar de lichtstraal invalt.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL -;;;.n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .;;;.n
@ @
X=".469697 ¥=.7439024Y X=-.219697 ¥=.73780488

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .;;;.n

N

X=.2r272727 ¥=.7195122

We zien dat alle teruggekaatste stralen samenkomen in één enkel punt,
het brandpunt van de parabool. Dit is de basis voor technologie zoals para-
booltelescopen, schotelantennes of lichten van auto’s.

4.2 De cardioide: over wiskunde, optica, kunst
en timmeren

4.2.1 Kaustieken in een kopje

We zullen nu een ander geval van kaustieken beschouwen, namelijk het weer-
kaatste licht in een kopje. Dit voorbeeld biedt ons de mogelijkheid om ver-
schillende didactische aanpakken te tonen en te vergelijken. Het is een onder-
werp dat zich leent tot onderzoekscompetentie of ook gewoon als voorbeeld
bij het onderwerp raaklijnen kan worden gebruikt.

Simulatie

De probleemstelling is de volgende. Wanneer licht over de rand van een kopje
invalt, wordt het weerkaatst. Wanneer men in het kopje kijkt, ziet men een
kromme oplichten. Deze kromme is een cardioide. Hoe komt die daar? Om
dit na te gaan kan men met behulp van de TI-Nspire een simulatie doen.
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We vertrekken van een cirkel. De lichtbron bevindt zich in een vast punt
op de cirkel en een invallende straal gaat naar een ander punt op de cirkel. De
straal wordt weerkaatst in dit punt en dus gespiegeld t.0.v. de normaal. We
gebruiken nu de meetkundige plaats van de weerkaatste stralen athangend
van het invalspunt op de cirkel en bekomen zo alle teruggekaatste stralen.

Ha T:Rekenmachine Toevoegen k i Acties 3
W)2:Grafieken toevoegen @2 Beeld b
- 4:Lijsten & Spreadsheet Toevoegen 'fzi 4: Venster »
115V oeg Gegevensverwerking & Statistiek toe V‘f 5 Spoor 4
6:Notities Toevoegen = Punten ol Unea JL
" H L] 3
:47:Vernier DataQuesttoevoegen & & Meting ]
()@ Wormen ()]

_\ A Constructie| A\, 2! Driehoek
.« B: Transformat Lz 3: Rechthoek

2

3
@ C:Tips -7 4: Veelhoek
1{"7 5: Regelmatige veelhoek

.;

k 1: Acties ¥ *Niet-opgeslagen =
2 Beeld b —
A type )

*754 Venster "

"I : Spoor »

‘: ©: Grafiek analyseren v 1. Punt

- 7: Punten en lijnen ¥ R

K 8: Meting > 3t Snijpunt(en)

(-)9: Vormen M 4&: Rechte

_\ A: Constructie ¥ 5! Lijnstuk

.+ B: Transformatie ¥ . 6: Halve rechte

3 C:Tips 4 7. Raaklijn
o £ -~ 8: Vector

(9: Cirkelboog
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k 1: Acties | 3
5 2: Beeld r
Ay 3: Grafiektype v lem lem
19 4: Venster v
"I 5: Spoor "
& 6: Grafiek analyseren o7 Punt
= 7: Punten en lijnen ¥-= 2! Punt op
& 8: Meting ¥ > 3: Snijpunt(en)
(*)9: Vormen M- 4: Rechte
_\ A:Constructie U 5. Lijnstuk
.. B: Transformatie ¥ .— 6: Halve rechte
3 C:Tips 4 7. Raaklijn
@ £ -~ 8: Vector
(™ 9: Cirkelboog
k 1: Acties | ‘ T
5 2: Beeld r h: —
Ay 3: Grafiektype ¥ lem lcm
13 4: Venster r
(i, 5: Spoor v
Vf» afiek analyseren »
= 7: Punten en lijnen ¥
% 8: Meting r
(-)9: Vormen y
_\- A:Constructie ¥..= 1. Inversie
..+ B: Transformatie [RY2: Spiegeling
@ C: Tips " 3 Verschuiving
< £ % 4: Draaiing
£~ 5. Homothetie
k 1: Acties ¥
[ 2: Beeld r
Ay 3: Grafiektype [ lcm
19 4: Venster v
/%, 5: Spoor »
Vf» afiek analyseren »
= 7. Punten en lijne| \- 1! Loodrecht
K 8: Meting —= 2! Evenwijdige rechte
(7)19: Vormen - 31 Middelloodlijn
- A: Constructie £ 4. Bissectrice
..+ B: Transformatie |--* 5t Midden
@ C:Tips i¥ (5. Meetkundige plaats
‘o 71 Passer
- 8! Maat overbrengen

We zien dat alle teruggekaatste stralen samen de raaklijnen vormen aan
een bepaalde kromme. Die kromme noemt men de omhullende van deze
verzameling rechten. In ons geval is de omhullende een cardioide. In werke-
lijkheid is er dus een ophoping van weerkaatste lichtstralen, de kromme licht
dus op in het kopje.

Berekening

In oudere tijden, toen men bovenstaande simulatie met ict niet kon maken
was men verplicht om berekeningen uit te voeren om de weerkaatste stralen
te bepalen.

We vertrekken van een cirkel met straal R. De lichtbron bevindt zich in
het punt A(R, 0) en een invallende straal gaat naar een punt B(R cost, Rsint)
op de cirkel. Het is gemakkelijk in te zien dat de normaal in dit punt eigenlijk
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een straal is. We moeten nu het beeldpunt A’ van A bepalen door spiegeling
t.0.v. deze straal.

\
N

\
B(Rcost, Rsint)

Omdat AOAB en AOA’'B elkaars spiegelbeeld zijn, weten we dat in beide
driehoeken de hoek O gelijk is. De aangeduide hoek AOA’ is dus 2¢t. De
codrdinaten van A’ zijn dan (R cos 2t, Rsin 2t).

Programma

We schrijven nu een kort programma op de TI-84 Plus Color . Eerst wordt
er een cirkel getrokken, daarna worden de invallende stralen als lijnstukken
tussen (R,0) en het variabel punt (z,y) = (Rcost, Rsint) getekend. Te-
gelijk worden de weerkaatste stralen in een andere kleur weergegeven, dit
zijn de lijnstukken tussen (x,y) en (R cos 2t, Rsin 2t). We bekomen aldus de
gezochte cardioide als omhullende van de weerkaatste stralen.

NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL .

PROGRAM: CARD pasisly| MEMORY

:ClrDraw:4-»R 1:ZBox

:Circle(2,8,R,BLUE,2) 2:Z2o00m In
:For(T.8.,2n.2n-80) 3:Zoom Out
:Rcos(T)»¥X EHZDecimal
:Rsin(TI>Y 5:Z28quare

iLine(R,@,X,Y,YELLOW,1) 6:Z25tandard

:Line(X,Y.Rcos(2T),Rsin(2T || 7:2Trio
},RED,1) 8:Z2Integer
:End 9lZoomStat
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NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL .

rromCHRD

Didactisch gezien is het maken van een simulatie met de huidige ICT-
middelen uitstekend om het fenomeen te verklaren. Bovendien ziet de leerling
hoe raaklijnen en normalen gebruikt kunnen worden om weerkaatste stralen
in een kromme spiegel na te bootsen.

Wanneer men echter zelf het programma wil schrijven, is een grondigere
kennis van wiskunde nodig. Volgende technieken werden expliciet gebruikt:

e het goed kiezen van een assenstelsel en van punten (probeer maar eens
hetzelfde te doen indien de lichtbron niet in (R, 0) zit)

e de goniometrische beschrijving van een cirkel

e de stelling die zegt dat een straal van een cirkel door een punt loodrecht
staat op de raaklijn in dit punt

e de eigenschap over het behoud van hoekgrootten bij spiegelingen

Merk dus op dat de didactische doelen van beide methoden verschillen
en dat het gebruik maken van ict er soms voor zorgt dat de achterliggende
wiskunde verborgen wordt.

4.2.2 String art
Knutselen

In de ’string art” worden vormen bekomen door touwtjes tussen spijkers te
spannen. De vorm ontstaat meestal door de omhullende van de touwtjes en
niet door de touwen zelf.
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De ’string art’ of curve stitching’ is een techniek uitgevonden aan het einde
van de 19de eeuw door Mary Everest Boole (1832 - 1916). Ze was één van de
weinige vrouwelijke wiskundigen uit deze tijd. Haar man was de beroemde
wiskundige George Boole die de boole algebra ontwikkelde. Ze ontwikkelde
‘curve stitching’ als een didactische methode om kinderen de wiskunde te
laten ontdekken.

Wanneer we het bovenstaand voorbeeld van de cardioide beschouwen,
blijkt dit zeer vergelijkbaar met ’string art’. We verdelen onze spijkers ge-
lijkmatig over een cirkel en verbinden de tde spijker met de 2tde, i.e. het
punt (cost,sint) met (cos2t,sin2t). Aldus bekomen we volgend resultaat.

Programma

Het programma dat we reeds geschreven hebben, kan gemakkelijk aange-
past worden om meerdere ‘string-art’ te maken. We tekenen punten voor
de plaatsen van de spijkers en trekken met een andere kleur de lijnstukken.
In onderstaand programma wordt telkens het lijnstuk getrokken van (A, B)
naar (C, D). De posities van deze punten kunnen we willekeurig aanpassen.
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NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL .

PROGRAM: STRART
:ClrDraw:For(T.@,2n,.1)
:4cos(TI>A

:4sin(T)>B

:4cos(2T)-C

:4s5in(2T)>»D
:Pt-0On(A.B,1.RED)
:Pt-0On(C.D,1.RED)
:Line(A.B.C.D,BLUE.1)
:Endil

Je kan volgende voorbeelden uitwerken.

e (A, B) = (cost,sint) en (C, D) = (cos(t + ¢),sin(t + ¢))
o (A, B) = (cos2t,sin2t) en (C,D) = (cos 3t,sin 3t)

e (A,B)=(t,0)en (C,D) = (0,10 —¢) met 0 <t < 10

NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL n NORMAL FLOAT AUTO a+bi. RADIAN CL n

Op papier

Natuurlijk is het fantastisch om leerlingen te motiveren om met hamers en
spijkers te werken in de klas ... maar dit is misschien niet zo praktisch!
Je kan hetzelfde resultaat bereiken door potlood, papier en een meetlat te
gebruiken!

4.2.3 Een bijzondere familie cirkels

Beschouw alle cirkels waarvan de middelpunten op een gegeven cirkel liggen
en die door een vast punt op deze cirkel gaan. De omhullende van deze familie
cirkels zal een cardioide zijn.

Om deze cirkels te tekenen kiezen we als vast punt (z,y) = (1,0) en
zorgen we ervoor dat de middelpunten op de eenheidscirkel liggen, d.w.z.
(cost,sint). De straal van elk van de cirkels is dus

r=+/(cos(t) — z)% + (sin(t) — y)?
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Het programma om deze familie cirkels te tekenen ziet er als volgt uit.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

PROGRAM: CARDZ2

:ClrDrawll
:Circle(@,8,1,GREEN)

11X @Y
‘For(T.8,2n,2n715)

N ((cos(TI-X)2+(sin(T)-Y)?2
3R
:Circle(cos(T),sin(T).R,RE
D.,1)

:End

4.3 Oppervlakte tussen twee krommen

In de analyse is het in vele richtingen aangewezen om leerlingen de opper-
vlakte tussen twee krommen y = f(x) en y = g(z) te laten uitrekenen aan de
hand van integralen. Hierbij is een goede tekening zeker van grote waarde.
Ook hier kan de TI-84 Plus Color helpen.

Onderstaande stelling geeft aan hoe het bepalen van de gezochte opper-
vlakte gebeurt aan de hand van een integraal.

Stelling. Zij f en g continue functies, zodat op het interval |a,b]: f > g.
Dan is de oppervlakte tussen beide krommen op dat interval gelyk aan

/ (f(2) — g())dz

In het algemeen echter is het vaak zo dat f en g afwisselend de rol van
grootste functie hebben, in zulke gevallen moet de oppervlakte tussen beiden
berekend worden door op te splitsen in verschillende integralen. We zullen nu
echter de ingebouwde numerieke integratie van de TI-84 Plus Color gebrui-
ken om een nauwkeurige benadering te maken voor de gezochte oppervlakte.
Dit kan door volgende integraal uit te rekenen:

b
/ f(@) - g(a)lda

Gezien de absolute waarde herleidt een algebraische berekening zich tot het
opsplitsen van de integraal en winnen we niets. De TI-84 Plus Color
gebruikt echter numerieke methodes en moet deze integraal dus niet op-
splitsen. We beschouwen de krommen y; = 23 — 222 — 2 + 5 en 3y, =
—223 + 422 + 22 — 1. De ingesloten oppervlakte wordt begrensd door de
snijpunten waarvoor x = —1 en x = 2. Je vindt de functie [fnInt] terug

via .
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NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL .

Plotl Plot2 Plots fnlnt(abs(Y1(X)-Y2(X)).X, -
EINY1BX*3-2X*2-X+5 1.2)

ENY2B-2X"3+4X7242X-1 | 2250002233
nNYs=N

ENY4=
ENYs=
NYe=
ENY?=
INYs=
ENYg=

Het resultaat dat de TI-84 Plus Color geeft (na enige rekentijd) zit be-
hoorlijk dicht bij de werkelijke waarde %7 = 9.25 die een leerling kan vinden
door zelf de gepaste integralen uit te rekenen. Natuurlijk biedt de TI-84
Plus Color ook onmiddellijk de grafiek aan (na aanpassing van het grafisch
venster - let op de parameter Xres om de grafiek sneller te laten tekenen).

Plotl Plot2 Plot3 WINDOW

ENY 1 BX*3-2X"2-X+5 Amin=-6.6
ENY 2B -2X 3+4X72+2X-1 Amax=6.6
INYs=N Xscl=1

ENY4= Ymin=-4.1
ENYs5= Ymax=1@

NYe= Yscl=1

ENY?= xres=Z21
ENYsg= aX=.05

ENY9= TraceStep=.1

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

We kunnen nu bovenstaande stukken code samenzetten tot één enkel pro-
gramma. We profiteren er tevens van om de oppervlakte te arceren met een
twintigtal lijntjes.
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NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

PROGRAM: INTFG

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

PROGRAM: INTFG

:ClrDrawll :fnInt(abs(Y1-¥2),X,A.B)»S
:29Xres

:Disp "FTIES Yi.,Y:z2" :TextColor(BROWN)

:Disp "GRENZEN" :Text(1,1,"0OPP: ",S)
:Prompt H.B :

:For(K.A.B, (B-R)./22)
:Line(K,Y1(K),K.Y2(K),BROKW
N.1)

:End

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

OPP:9.2500022

Het is een idee om eventueel dit programma te nemen als vertrekpunt van
een OC wiskunde. Een leerling kan de code uitbreiden door bijvoorbeeld zelf
de numerieke integratie te programmeren. Ook een programma dat zelf op
zoek gaat naar de snijpunten is nuttig. Onderstaand programma doet exact
dit en gebruikt hiervoor de dichotomie- of bisectiemethode.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

PROGRAM: INTERSEC

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

PROGRAM: INTERSEC

:ClrDraw :K-S»H

i29Xres KB

Y1 (Xmin)-Yz2(Xmin)~»P :For(I,1,15)

: (Xmax—-Xmin) /5025 :(A+B)2-2C

LN IF (Ya(R)-Y2(R)Ix(Y1(C)-Y
tFor(K,Xmin,Xmax.S) 2(C))=0

:PE-0n(K, Ymax, BROKWN) :Then

PIF Px(Y1(K)-Y2(K))=@ :C2B

:Then :Elsell

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

PROGRAM: INTERSEC

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

PROGRAM: INTERSEC

:C»A :End

:End Y1 (K)=-Y2(K)>P
:End :End
:TextColor(BROKN) :
tText(J*15+1.2," (", round(C :

+33, "y "y round(¥1(C),3)," 2" :

) :
tPL-0On(C,¥Y1(C),BROWN,2) :

:J+1»J H |
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(L3
(2:3)

T

Het uitzoeken hoe het programma werkt, welke stellingen er worden gebruikt
en in welke gevallen de snijpunten gevonden zullen worden, is een goede taak
op zich. Voor meer informatie en programma’s omtrent numerieke methoden
verwijzen we naar Cahier 14: "Voorbeelden met de TI-84+ uit de analyse’
uit deze reeks.

4.4 Model van Verhulst en chaos

De recursieve rij u, = au,_1(1 — u,_1) is in de biologie bekend als "het
model van Verhulst”. Voor verschillende waarden van 0 < a < 4 verandert
het convergentiegedrag volledig. Voor meer info refereren we naar gepaste
literatuur *.

Het grafisch voorstellen van rijen gaat met de TI-84 Plus Color als
volgt. Via selecteer je [seq] en [dot]. Als je nu op drukt kun
je rijen invoeren. De [nmin] optie laat je toe om rijen te indexeren vanaf (
of een andere positieve waarde. Je kan rijen geven door de algemene term of
door recursie. Merk op dat n verkregen wordt door en u, v, w door

bijvoorbeeld [u] ( ) Voor je de grafiek maakt, doe je er goed
aan van met de gewenste grenzen correct in te stellen.

HORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL [1QJreRMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL i
MATHPRINT [ARISHIY

TR acT ehe Plotl Plot2 Plot3
ANTY 0123456789 nMin=0

[XI4] DEGREE Bu(n)=

FUNCTION PARAMETRIC POLAR utnl=

THICK DOT-THICK THIN EI!IEIE:I ulnMind=
SEQUENTIAL I .. =

REHL athi re~(si) mvin)

FULL HunIzuNTEf&I GRAPH-TABLE vinMin)=
FRACTION TYPE: Uned - =
ANSMERS:IEf DEC FRAC-APPROX u .w(n? _

G0 T0 2ND FORMAT GRnPH:IIEn YES w(nMin)=
STATDIAGNOSTICS: OFF

STATWIZARDS: ON [I33

SET CLOCK 13/03/25 11:32

'H. A. Lauwerier, Chaos met de Computer, epsilon-uitgaven, 1996.
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HWINDOW
nMin=0
nMax=5@
PlotStart=1
PlotStep=1
Amin=@
Amax=5@
Xscl=1
Ymin=@

J¥max=110

We gebruiken de TI-84 Plus Color om voor verschillende waarden van
a de grafiek van de rij te maken.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

Plotl Plot2 Plot3
nMin=0
B-u(n)EB.9u(n-1)(1-u(n-1))

ulrMindB{. 33
B-v(n)=
v(nMin)=
B-win)=

wi(nMind= L T YT PR OTVOTPTITIIUTTUTIIY

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

We zien duidelijk dat het convergentiegedrag heel verschillend kan zijn.
Eerst convergentie naar 0, daarna naar een constante waarde. Voor grotere a
bekomen we adherentie aan twee (of meerdere) waarden, dit gebeurt na een
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zekere stabilisatiefase. Wanneer a de grens van 4 nadert, wordt het gedrag
chaotisch.

Om dit convergentiegedrag in kaart te brengen kunnen we een bifurcatie-
diagram maken. We plaatsen op de x-as de parameter a. Voor elke waarde
van a tekenen we de punten van de rij, na een stabilisatiefase van 10 termen.
Indien de rij adhereert aan twee waarden, zullen dus twee punten getekend
worden boven de waarde van a. We kiezen ervoor om de opeenvolgende
punten van een rij telkens een andere kleur te geven. Om de vertakkingen
duidelijk te kunnen zien beperken we ons tot vier verschillende kleuren.

PROGRAM:BIFUR PROGRAM:BIFUR

iClrDraw (If K21@:Pt-0On(A, X, 1@+rema
:2.5¥Xmin: 4>Xmax inder(K,4))

1@2Ymin: 12Ymax ‘End

:For (A, Xmin.Xmax, (Xmax—-Xmi :End

nl)/19a) :

1.59X

:For(K,1,20)

tAxXx(1-X)»X :

H H |

MORMAL FLOAT AUTD REAL RADIAN CL n
i =i

We zien duidelijk het chaotisch gedrag verschijnen. De eerste bifurcatie
heeft plaats rond a = 2,8. De rij zal dan niet meer convergeren maar wel
adhereren aan twee waarden. Voor een waarde rond 3,4 (na de volgende
bifurcatie) zal de rij adhereren aan vier waarden. Elke tak splitst opnieuw
tot het systeem volledig chaotisch wordt. Deze bifurcaties gebeuren niet
gelijktijdig, je kan waarden voor a vinden waarvoor er adherentie is aan 3 of
7 waarden.
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X=3.5625 ¥=.2195122

Plotl Plotz Plot3

nMin=0 A ...-.... _...... .
B-~u(n)B3.5625uln-1)(1-uln- - ) )
1))n '

ulrMindB{. 33
Bwwind= .

v(nMin)=
Bwinl=

w(nMin)=

Midden in het chaotisch gedeelte is er plots weer structuur. We zien dit
duidelijk als we Xmin = 3.8 stellen.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

¥=3.830303 ¥=.2743902Y4

Plotl Plot2 Plot3 L
nMin=@ .
B-~u(n)B3.84u(n-1)(1-uln-1)

) .

ulpMindB{.3 | T T e e e
Bwwind=

v(nMin)=
.'._w(n): --------
w(nMin)=
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4.5 Kaarten tellen

4.5.1 Blackjack of 21

Het belang van (on)afhankelijkheid in de kansrekening blijkt duidelijk bij het
kaartentellen in casino’s. Je kan niet voor elk kaartspel kaarten tellen. Bij
Blackjack of 21 lukt het wel.

In een casino wordt 21 als volgt gespeeld. Zes pakjes kaarten worden
samengelegd (de shoe). De speler zet een som geld in en zowel het casino als
een speler krijgt twee kaarten. Daarna mag elk om beurt een kaart bijvragen
uit de stapel. Doel van het spel is van zo dicht mogelijk bij 21 te geraken,
maar er nooit over. De speler kan stoppen wanneer hij wil, het casino moet
een stiff hand hebben (meer dan 16). Dit laatste zorgt voor een tactisch
voordeel die de speler kan benutten.

Om dit in te zien veronderstellen we dat het casino 14 in hand heeft. Het
casino is dus verplicht verder te spelen.

e Grote kaarten (10 — A, beeldjes tellen voor 10) zijn in het nadeel van
het casino (14 + 10 > 21) .

e Kleine kaarten (2 — 6) bieden dan weer een voordeel voor het casino
(14 +2 < 21).

Er worden zes pakjes kaarten gebruikt omdat er anders teveel tijd verloren
gaat met het herschudden van de kaarten. Casino’s willen zoveel mogelijk
partijtjes kunnen spelen op korte tijd. Om dezelfde reden worden na een
spelletje de gebruikte kaarten gewoon opzij gelegd. Ze spelen bij een volgend
spel niet meer mee. Dit maakt dat de kansen afhankelijk zijn van de kaarten
die gevallen zijn bij de vorige spellen. Deze athankelijkheid maakt het tellen
van de kaarten mogelijk.

4.5.2 Hi-Lo count

Behalve enkele autistische gevallen die overdreven zijn (denk aan de film
Rain man), kan niemand alle kaarten van zes pakjes tegelijk bijhouden. Het
kaarten tellen verloopt op een andere wijze. De count staat aanvankelijk op
nul. Wanneer de kaarten vallen wordt de count als volgt aangepast:

e 2—>6:+1
e 7—9:4+0
e 10— A:—-1
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Er moet dus slechts één getal bijgehouden worden!

e Wanneer count > 0 zijn er veel 2 — 6 gevallen, dit wil zeggen dat er
nog veel 10 — A over zijn, dit is een nadeel voor het casino en dus een
voordeel voor de speler. Deze kan nu grotere sommen inzetten.

e Wanneer count < 0 ligt het voordeel bij het casino en kan de speler dus
best minder inzetten.

In het beste geval levert deze methode een voordeel van 2, 5% voor de speler.
Natuurlijk laten casino’s dit niet zomaar toe.

e Door gebruik te maken van elektronische jetons en zelf een count bij te
houden kunnen ze statistisch nagaan of de speler de count benut om
meer of minder in te zetten. In dit geval wordt de speler buitengezet.

e Regelmatig worden alle kaarten terug samengebracht en geschud. Dit
vernietigt de count.

e Tegenwoordig gebruiken casino’s ook automatische mengmachines die
vliegensvlug de kaarten kunnen schudden voor elk spel, dan heeft een
count geen nut meer.

Soms wordt de Wong-methode gebruikt. Aan verschillende tafels staan
toeschouwers die een count bijhouden. Wanneer die goed genoeg is, wordt
een speler gesignaleerd die dan het voordeel benut. Aldus wordt het verlies
geminimaliseerd. Een aanrader is de film 21.

IOFEMAN % ¥ CRuISE
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4.5.3 Blackjack op de TI-84 Plus Color

Onderstaand programma simuleert het kaartspel Blackjack.

BackgroundOn GREEN
GridOff:Axes0ff:FnOff
seq(1+I/4,1,0,51)->L6

Lbl O
rand (52)->L5
SortA(L5,L6) :52->K

Lbl 1

0->S:0->P

ClrDraw

TextColor (YELLOW)

Text (0,50, "ENT:KAART--0:STOP")

Lbl 2
getKey->G
If G=0:Goto 2
TextColor (BLACK)
If fPart(L6(K))<.5:TextColor (RED)
Text (P*15,1,sub("123456789TBDK" ,iPart (L6(K)) ,1)+"-"+sub ("HRKS" ,4fPart (L6(K))+1,1))
S+min(iPart (L6(K)),10)->S
TextColor (YELLOW)
If G=102
Then
If S<21:Text(15,50,"SPIJTIG")
If S=21:Text(15,50,"SPIJTIG")
If S$>21:Text(15,50,"0P TIJD GESTOPT")
Else
K-1->K:P+1->P
If S<21:Goto 2
If S=21:Text(15,50,"GEWONNEN!")
If S>21:Text(15,50,"VERLOREN!")
End

Lbl 3

getKey->G

If G=0:Goto 3

If K>10:Goto 1

Text (30,50, "MENGEN...")
Goto O
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Het spelletje werd doelbewust eenvoudig gehouden, zodat de programmeer-
technieken duidelijk zichtbaar zijn. We overlopen het programma.

1-2

5-7

9-13

15-17

18-20

Het grafisch scherm wordt ingesteld. We gebruiken groene achtergrond
om een casino-look te bekomen.

Een pakje kaarten wordt in lijst Lg geplaatst. Elke kaart heeft een
waarde (1,...,13) en een soort (Harten, Ruiten, Klaveren, Schoppen).
Om deze beide elementen in één enkel getal te plaatsen gebruiken we
volgende truc. De soorten komen overeen met de getallen na de komma
(0.0,0.25,0.5,0.75). Zo komt het laatste getal (13.75) overeen met K &.

Nu worden de kaarten gemengd. Dit gebeurt door een tweede lijst
van willekeurige getallen te plaatsen in Ls. Beide lijsten worden dan
geordend afhankelijk van de waarden in Lj, de kaarten in Lg staan
daarna in een willekeurige volgorde. De variabele K is de bovenste
kaart, voorlopig de 52ste.

Het spel begint hier. De som S wordt op 0 gezet en het aantal kaarten
P van de speler ook. Het grafisch scherm wordt leeggemaakt en de
instructies verschijnen.

Deze drie regels zijn een trucje om te wachten tot de gebruiker een toets
heeft ingedrukt.

Eenmaal een toets ingedrukt, wordt de kleur op zwart gezet. Indien
echter het deel na de komma (fPart) van de bovenste kaart (K') kleiner
is dan 0.5 gaat het om een rode kaart en wordt de tekstkleur aangepast.
Hierna wordt met iPart de waarde van de kaart bepaald. Deze gebruikt
men dan om het juiste symbool uit 123456789TBDK te selecteren (we
schrijven hier T voor 10 zodat elke kaart juist één symbool nodig heeft).
Op analoge wijze wordt fPart gebruikt om de soort voor te stellen HRKS
(Harten, Ruiten, Klaveren, Schoppen). De speler heeft P kaarten en
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elke lijn tekst is 15 pixels hoog, dus wordt de kaart weggeschreven op
hoogte P * 15 van het scherm.

21 De nieuwe som wordt bepaald. Door gebruik te maken van min (iPart (L6 (K)) ,10)
tellen alle beeldjes voor 10, de azen tellen in deze versie voor 1.

23-27 Indien de speler op de toets 0 heeft gedrukt (toetscode 102) wil hij
stoppen. Naargelang de som S wordt een boodschap afgedrukt die
aangeeft of dit de juiste beslissing was.

28-33 Indien de speler niet wenst te stoppen, krijgt hij de kaart. Er is nu
één kaart minder op de stapel (K — 1) en de speler heeft een kaart
meer (P + 1). Indien de som minder dan 21 bedraagt wordt er verder
gespeeld. Indien niet, heeft de speler gewonnen of verloren en krijgt hij
de passende boodschap.

35-37 Opnieuw een wachtlus.

38-40 Indien er nog meer dan tien kaarten over zijn, wordt een volgend spel
begonnen, anders worden de kaarten opnieuw gemengd.

Deze versie van Blackjack is verschillend van de versie in casino’s, toch
is een Hi-Lo count mogelijk. Als je speelt, wil je weten of je moet stoppen
of niet. Indien er nog veel kleine kaarten zijn, loont het risico om verder te
gaan. De count kan je dus als volgt beschrijven.

o 1 —>4:-1
e 5 —9:4+0
e 10 —» K :+1

Indien de count positief is, zijn er al vele grote kaarten gevallen en blijven er
dus kleine kaarten over. Het is dan in je voordeel van niet te snel te stoppen.
Natuurlijk garandeert dit geen winst! Let wel dat je de count terug op nul
zet als de kaarten worden gemengd.
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Hoofdstuk 5

Appendix: Eventjes leren
programmeren

Je kan de capaciteiten van de TI-84 Plus Color uitbreiden door zelf een
programma toe te voegen. In tegenstelling tot hetgeen vaak wordt gezegd is
programmeren voor de TI-84 Plus Color niet echt moeilijk. Als leerlingen
zelf eens een programma behandelen tijdens de lessen, krijgen ze inzicht in
hoe een grafisch rekenmachine werkt. Bovendien is tegenwoordig de belang-
rijkste toepassing van de wiskunde de informatica, in ruime zin. Van grafische
rekenmachine tot statistische computerprogramma’s, via gsm’s, mp3-spelers,
gameboy’s en play stations, computer games en internettoepassingen, in bijna
elke moderne technologie zit meer dan 50% wiskunde. Zonder wiskunde geen
moderne technologie!

De programmeertaal die in de TI-84 Plus Color zit, is TIBasic. Dit is
een dialect van BASIC, een programmeertaal waarmee Bill Gates (Microsoft)
zijn faam heeft verworven. BASIC (Beginners All-purpose Symbolic Instruc-
tion Code) werd ontworpen om ook de leek in staat te stellen om kleine
programma’s te schrijven. Het TIBasic-dialect is trouw aan deze filosofie:
er is geen enkele programmeer-ervaring nodig om programma’s te schrijven
voor de TI-84 Plus Color . Enkel een beetje doorzettingsvermogen en zelf-
vertrouwen is nodig.

Om een programma te schrijven ga je naar . Je kunt hier kiezen
om een programma uit te voeren ([exec]), te veranderen ([edit]) of om
een nieuw programma te schrijven ([new]). Indien je de laatste keuze maakt
wordt er naar een naam gevraagd. Nadien kom je op de editor uit, waar je
jouw programma kan invoeren. De commando’s die met het programmeren
te maken hebben, zitten nu onder . We geven hier een kort overzicht

van de nuttigste programmeerfuncties.
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[ctl]

[if] Eerste vorm:

:if  wvoorwaarde : commando
[then] | Tweede vorm: uitgebreide if structuur:
[else] | :if woorwaarde

:then

: commando’s

:else

: commando’s

:end

[for] om lussen te maken

:for ( var, beginwaarde, eindwaarde [, stapgrootte] )
: commando’s

:end

[end] | om bovenstaande blokken te eindigen

[i/0]

[disp] om een waarde/string op het scherm te printen

[prompt] | om de waarde van een variabele te vragen aan de gebruiker
[input] | om een text op het scherm te tonen en een waarde te vragen
aan de gebruiker, deze kan ook een functie zijn.

:input  “text”, variabele (bijv. y;)

Nu we de nodige commando’s kennen, kunnen we een zeer eenvoudig
voorbeeld behandelen. Dit voorbeeld geeft inzicht over hoe de TI-84 Plus
grafieken maakt.

Opdracht 21. Gebruik een for-lus om een programma te schrijven dat
de grafiek van een functie (bijvoorbeeld de sinusfunctie) maakt d.m.v. het
volgende algoritme.

voor x gaande van -6 tot 6 met een stap van 0.1
bereken y=sin(x)

teken het punt (x,y)

sluit de lus

Gebruik de grafische commando’s [draw] [clrdraw] (om een leeg scherm
te krijgen) en [draw] [point] [pt-on] om een punt te tekenen. Vergeet

niet van via alle functies weg te halen en om met de grenzen

aan te passen!
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Oplossing. Het programma telt exact

vijf regels:

PROGRAM: GRAF
iClrDraw
:For(X, -6,6,.1
isin(X)=2Y
:Pt-0n(X.,Y.GRE
:End

H |

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

)
EN)

Het resultaat is hetzelfde als hetgeen
bouwde functies te gebruiken.

we zouden verkrijgen door de inge-

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN CL n

Plotl Plot2 Plot3 WINDOW
ENY1= Amin=-6
ENYz2= Xmax=6
ENY3= rscl=1
ENY4= Ymin=-2
ENYs5= Ymax=2
NYe= Yscl=1
ENY?= sres=1l
ENYsg= aX=.04545454545454
ENY9= TraceStep=. 0909090909099
rromGRAFN T
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We bekijken de nieuwigheden van de TI-84 Plus Color.

Naast enkele veranderingen in de menu's en opties wordt vooral aandacht besteed aan het gebruik van
het nieuwe kleurenscherm. Enkele klassieke oefeningen worden beschouwd, alsook een voorbeeld uit de
optica. Hiermee maken we enkele eenvoudige programma's. Deze zullen voluit het nieuwe
kleurenscherm gebruiken.

We leggen een link naar de kunstwereld, hetgeen tenslotte leidt naar een knutseloefening voor leerlingen.
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