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Toepassingen op regressie
Geert Delaleeuw

Het is interessant leerlingen van de tweede en derde graad vertrouwd te maken met allerlei
vormen van regressie. Tegen de achtergrond van hun kennis over verschillende soorten
functies, kan het opstellen van regressiemodellen in zinvolle contexten een grote meerwaarde
betekenen. Functioneel gebruik van ICT is hierbij uiteraard aangewezen. In dit cahier wordt
gebruik gemaakt van de grafische rekenmachine T1-84 Plus.

Als we via 2nd CATALOG de weergavemodus voor de diagnosegegevens op ‘DiagnoseAan’
zetten, zal de grafische rekenmachine bij bepaalde regressiemodellen de diagnosewaarden

voor r (correlatiecoéfficiént) en r® of R? (determinatiecoéfficiént) berekenen.
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Hieronder volgt een overzicht:

Soort regressie Vergelijking r|r|R2
LinReg y=ax+b X | X
KwadrReg y=ax’ +bx+c X
3eMachtsReg y =ax® +bx® +cx+d X
4eMachtsReg y=ax’ +bx® +ox® +dx+e X
LnReg y=a+b.Inx
ExpReg y=a.b*
MachtsReg y=a.x’ X | X
Logistisch __ ¢

l1+a.e™
SinReg y =a.sin(bx+c)+d




Bij lineaire regressie (LinReg) berekent de grafische rekenmachine de correlatiecoéfficiént r.
De correlatiecoéfficiént is altijd een waarde tussen —1 en 1 en drukt de sterkte van een lineair
verband uit (hoe dichter de absolute waarde van r bij 1 ligt, hoe sterker het lineair verband).

Bij logaritmische regressie (LnReg), exponentiéle regressie (ExpReg) en machtsregressie
(MachtsReg) geeft de grafische rekenmachine ook de correlatiecoéfficiént weer. Dat komt
omdat de machine logaritmische regressie berekent met lineaire regressie van de data
(In(x;),y,), exponentiéle regressie met lineaire regressie van de data (x;,In(y,)) (uit

y =a.b” volgtimmers dat Iny = In(a.bx) endus Iny =Ina+ x.Inb) en machtsregressie met
lineaire regressie van de data (In(x, ),In(y,)) (uit y=a.x” volgt immers dat Iny =In(a.x")
endus Iny =Ina+b.Inx).

De determinatiecoéfficiént R? is een maat voor de kwaliteit van een regressiemodel dat niet
noodzakelijk lineair is. Bij lineaire regressie, logaritmische regressie, exponentiéle regressie
en machtsregressie is R* =r?.

De determinatiecoéfficiént ligt steeds tussen O en 1. In het beste geval is R* =1, d.w.z. dat
alle gegeven punten behoren tot de modelfunctie waarvan het functievoorschrift berekend
werd.

In dit cahier zullen we niet verder ingaan op de correlatie- en determinatiecoéfficiént.

Alle regressiemodellen komen in dit cahier aan bod. Aan elk regressiemodel wordt er een
hoofdstuk besteed. Hierin wordt telkens een voorbeeld uitgewerkt en daarna worden er één of
meerdere opgaven aangeboden. De oplossingen van de opgaven zijn te vinden in het laatste
hoofdstuk.

In de uitgewerkte voorbeelden en de opdrachten komen niet alleen regressiemodellen aan bod.
Er is ook heel veel aandacht voor probleemoplossend denken en efficiént gebruik van de
grafische rekenmachine.

De moeilijkheidsgraad van de opdrachten varieert zodat de lezer in dit cahier inspiratie kan
vinden voor zowel wiskundig sterke als wiskundig minder sterke leerlingen.
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1. Lineaire regressie

1.1 De stelling van Thales
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Tijdens het bestuderen van eerstegraadsfuncties ligt het voor de hand om de leerlingen al wat
vertrouwd te maken met lineaire regressie. Maar lineaire regressie kan ook gebruikt worden
in andere contexten; als toepassing op de stelling van Thales bijvoorbeeld.

We stellen een mogelijke aanpak voor.

Opdracht voor thuis op een zonnige dag:

Als de weerman een zonnige woensdagnamiddag of een zonnig weekend voorspelt, kunnen
we de leerlingen vragen om thuis een experimentje uit te voeren. In een kamer waar de zon
goed kan binnenschijnen, laten we hen de hoogte van een raam (geen dakraam) optekenen
alsook de afstand van de onderkant van het raam tot de vloer.

Dan vragen we hen op verschillende tijdstippen de breedte van de lichtbundel op de vloer
alsook de afstand van de lichtbundel tot de muur op te schrijven.

Een mogelijke situatie zou de volgende kunnen zijn:
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Een leerling heeft zes metingen verricht. De resultaten zijn opgenomen in de volgende tabel:

X 0,56 0,71 0,98 1,16 1,49 1,66
y 0,42 0,50 0,73 0,85 1,12 1,19




Voortbouwend op deze gegevens, kunnen de leerlingen nu in klas volgende opgave maken:

1) Laat je GRM de puntenwolk plotten. Wat stel je vast?

2) Laat je GRM de best passende rechte construeren via lineaire regressie.

3) Bereken voor de gegeven afstanden van de lichtbundel tot de muur de exacte breedte
van de lichtbundel. Maak hierbij efficiént gebruik van de GRM.

1) De puntenwolk

We plaatsen de gegevens in

We activeren plot1:

De GRM zoekt het best

lijsten: passende venster via de
statistische zoomfunctie:
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We bekomen de volgende puntenwolk:

We stellen vast dat de punten min of meer op een rechte liggen.

2) Lineaire regressie

We zoeken de best passende rechte via lineaire regressie en kennen het voorschrift toe aan

functie Y1.

LinEeaiax+bh) L1
Lza.%1




3) De exacte breedte van de lichtbundel

Het verband tussen de afstand van de lichtbundel tot de muur (x) en de breedte van de
lichtbundel (y) kunnen we vinden door toepassing van de stelling van Thales.

Als x=0,56 vinden wey als volgt: ETSE? -y y = 0.85.0,56

= =0,4103448276 .
0,56 116

In plaats van telkens bij een concrete x-waarde de bijhorende y-waarde te berekenen, is het
veel efficiénter om het verband tussen x en y in het algemeen voor te stellen:

085 _y _ 085X _ 7377586207 .
116

We kennen dit voorschrift toe aan de functie Y2.

Merk op dat functie Y1, reeds eerder gevonden via lineaire regressie, een zeer goede
benadering is van de exacte functie!

De exacte breedtes van de lichtbundels die horen bij de gegeven afstanden van de lichtbundels
tot de muur, zijn nu heel gemakkelijk via een tabel met functiewaarden terug te vinden:
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1.2 Opdracht 1: fietstocht

Op een mooie, rustige zomerdag maakt Willem een twee uur durende fietstocht op een vlak
parcours. Hij is wielerfanaat en probeert er wat snelheid in te houden. Om de tien minuten
noteert hij het aantal kilometer dat hij op dat moment al heeft afgelegd. De resultaten zijn af te
lezen in de volgende tabel:

Tijd (in minuten) | 10

20

30

40 | 50

60

70

80 | 90

100

110

120

Afstand (inkm) | 4,7

10,2

15,8

20,0 | 26,7

30,5

37,3

40,4 | 46,5

52,1

57,2

61,7

Ook Bert maakt op dat parcours een fietstocht van twee uur. Hij vertrekt op hetzelfde moment
als Willem, maar dan wel tien kilometer verderop. Bert fietst heel wat rustiger dan Willem,
maar ook hij tekent zijn gereden kilometers op. Dat doet hij om het kwartier. De resultaten zie

je in de volgende tabel:

Tijd (in minuten)

15

30

45

60

75

90

105

120

Afstand (in km)

6,7

9,8

15,8

22,8

21,7

34,6

40,0

44,2

Zal Willem Bert inhalen? Zo ja, wanneer en hoeveel kilometer hebben ze dan elk gereden?




2. Kwadratische regressie

2.1 Remafstand

Opgave:

De remafstand is de afstand die een voertuig aflegt terwijl er wordt geremd. De remafstand
is afhankelijk van de aanvangssnelheid en de remvertraging.

Bij noodremming op een droog wegdek Krijgt men voor personenwagens de volgende
gemiddelde remafstanden (remspoorlengtes) in functie van de aanvangssnelheid:

10 0,5 90 41,7
20 2,0 100 51,5
30 4,6 110 62,2
40 8,2 120 74,0
50 12,9 130 87,0
60 18,5 140 100,8
70 25,2 150 115,7
80 32,9




1)

2)

3)

4)

1)

Men neemt aan dat de remafstand recht evenredig is met het kwadraat van de
aanvangssnelheid. Druk de remafstand uit in functie van de aanvangssnelheid.

Laat je GRM nu een kwadratische regressie toepassen op de gegevens in bovenstaande
tabel. Welke functie bekom je? Is deze functie in overeenstemming met het gevonden
verband in vraag 1)?

Men is hier uitgegaan van een remvertraging a die gelijk is aan 7,5 m/s?2. Men kan
bewijzen dat de remafstand gelijk is aan het kwadraat van de aanvangssnelheid gedeeld
door 2a. De voorwaarde is dan wel dan de aanvangssnelheid uitgedrukt is in m/s.
Klopt deze vaststelling met je voorgaande berekeningen?

De gemiddelde weggebruiker heeft ongeveer één seconde nodig om te reageren op een
waarneming. Tijdens deze seconde rijdt het voertuig dus gewoon verder aan de
aanvangssnelheid. De afstand die een voertuig nodig heeft om tot stilstand te komen
vanaf het moment dat de bestuurder een gevaar waarneemt, noemen we de stopafstand.
De stopafstand is dus langer dan de remafstand!

Bereken de stopafstanden die horen bij de aanvangssnelheden in bovenstaande tabel.

Het verband tussen de aanvangssnelheid en de remafstand

Stellen we r de remafstand (in m) en v de aanvangssnelheid (in km/h).
Aangezien r recht evenredig is met het kwadraat van v, kunnen we stellen dat r = k.v?>.

De evenredigheidsconstante k is dus gelijk aan Lz
v

We zetten de aanvangssnelheden in lijst L1 en de bijhorende remafstanden in lijst L2. De
evenredigheidsconstanten plaatsen we in lijst L3, m.a.w. L3 = L2/L12. We bekomen:

L1 Lz Lz 1|1 Lz Lz 1|1 Lz Lz 1
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I&?- ZE.2 gLy Eh 1008 | 0051y ﬁﬁ_ I I
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De getallen in lijst L3 zijn ongeveer aan elkaar gelijk, wat bevestigt dat de remafstand
inderdaad wellicht recht evenredig is met het kwadraat van de aanvangssnelheid. De
evenredigheidsconstante zal ongeveer 0,005 bedragen. Bijgevolg mogen we stellen dat

r =0,005.v>. Hierbij is v uitgedrukt in km/h en r in m.

We kennen deze uitdrukking toe aan de functie Y1.




2) Op zoek naar een ‘kwadratisch verband’ met de grafische rekenmachine

EwadrEeg Lia.Lza"% FuwadrFEeg

z g=gx
a=.d851362314
b=.8813453305
c=-. 0538461538
Re=,9999939129

We laten de puntenwolk samen met de functies Y1 en Y2 plotten. Er is nagenoeg geen
verschil tussen beide parabolen:

Flokz  Flokz ALE Flokz Flots

%E it ~Wi1B. BESHE
uFre: B = i ~NWerE.AES513623141

oMb HIR | SEd 2+, B8l 34583
Alidstila A&dARG =+ -, AS32465
V1iast:ilz 153245
Teken:f + - wHe=
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3) Remvertaging

2
Als we de aanvangssnelheid uitdrukken in m/s, dan geldt: r =;—. Bij een remvertraging
a

2
a=75m/s?isr= \1/—5 We gaan na of deze vaststelling klopt met onze berekeningen.

Als we de snelheid, uitgedrukt in km/h, delen door 3,6 bekomen we de snelheid in m/s.

2
v
. : (3,6} 1 ’ )
Stelt v de snelheid voor in km/h, dan geldt: r = =——V"~0,005.v".
15 3,6°.15

Dit resultaat komt overeen met onze vroegere vaststellingen.

4) Stopafstanden

Als een bestuurder bijvoorbeeld aan 90 km/h rijdt en plots een hindernis waarneemt, dan zal
hij nog 25 m rijden vooraleer te reageren. Immers, 90 km/h = 25 m/s.

Bij een snelheid van 90 km/h is de stopafstand bijgevolg gelijk aan 25 m + 41,7 m = 66,7 m.
De stopafstanden plaatsen we in lijst L3:

Li~3.6+Lz=3L= L1 Lz L= =L Lz Lz z
in B = -7 An zz.0 HRFa
Z0 z 7.EECR g 4i.? BG.7
30 4.5 12053 100 £l 70.z78
b .z 16.311 1in BE.C 0z ’th
Ci) 1z.0 ZE.7ED 1z 7Y 10753
Bl 1B.E *EAR7 130 h 12311
70 ZE.2 i EhY 140 i00.8 | 130.50
L=, 27 Frrrrrr...||LsE =55, 1222222 ..
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2.2 Opdracht 2: bootje varen

Een rivierbedding is parabolisch van vorm. Ze is 16 meter breed en het diepste punt is 6
meter.

Een bootje heeft een minimale waterstand van twee meter nodig om veilig te kunnen varen.
Hoeveel meter moet dit bootje minimaal van de oever blijven?

Deze opgave biedt de gelegenheid om zowel de manuele rekenvaardigheden als de
probleemoplossende vaardigheden van de leerlingen aan bod te laten komen. Kwadratische
regressie kan hierbij heel nuttig ingezet worden.

Een mogelijke aanpak wordt voorgesteld in het achtste hoofdstuk (oplossingen van de
opdrachten)

11



3. Veeltermregressie

3.1 Inkomenspolitiek

Opgave:

ledere Belg moet jaarlijks aan de belastingsdienst opgeven hoe hoog zijn inkomen is
geweest. De statistieken over de belastbare netto-inkomens van de aangiften geven ons een
benaderend beeld van hoe de inkomens in ons land in een bepaalde periode verdeeld zijn.

Uit het document ‘Fiscale statistiek van de inkomens’ (te vinden op http://statbel.fgov.be)
halen we de decielenverdeling van het totaal belastbaar netto-inkomen in Belgié van het

aanslagjaar 2005 (inkomens van 2004):

A o 0032555,

Bovengrens | Totaal bedrag In % van

Decielen | Percentielen (in € (in €) het totaal
Totaal 137 784 766 726 100
1 4909 992 148 119 0,7
2 9677 4511 428 338 3,3
3 12 001 6 252 807 534 4,5
4 14 860 7 682 624 928 5,6
5 18 139 9 452 509 376 6,9
6 21816| 11459 477 068 8,3
7 26457 | 13777540484 10
8 34146| 17210617 954 12,5
9 47834 23104113593 16,8
91 49 913 2 806 746 247 2
92 52 263 2933448 434 2,1
93 54 916 3077 092 557 2,2
94 58 020 3241877 206 24
95 61 699 3434801993 25
96 66 425 3674 857 236 2,7
97 72 831 3988 582 482 29
98 82912 4 446 803 049 3,2
99 105 033 5289 923 234 3,8
100 10 447 366 894 7,6
10 43 341 499 332 314

12




1) Spoor op het net de betekenis op van een Lorenzcurve en de bijhorende Ginicoéfficiént
en breng de gevonden informatie in verband met de gegeven tabel.

2) Laat de GRM de Lorenzcurve construeren die hoort bij de gegeven tabel en bereken de
Ginicoéfficiént.

1) Lorenzcurve en Ginicoéfficiént

Indien de inkomens gelijk verdeeld waren geweest, dan zou 10 % van de bevolking ook
10 % van alle inkomens hebben, 20 % van de bevolking 20 % van alle inkomens, enzovoort.
Als we het percentage van de bevolking op de x-as uitzetten en het percentage van het totale
inkomen op de y-as, dan bekomen we in dat geval de rechte met vergelijking y = x..

We laten de GRM deze rechte tekenen in een gepast venster:

Flakl Flatz Flok: VEHSTER

N1 B Amln=H

W= amax=1an

A nechaal=1H

wWAy= Ymin=-3H

W= Ymax=12H

W= Y=chaal=14

wMa= alres=1 t

In bovenstaande tabel stellen we echter vast dat de 10 % laagste inkomenstrekkers in Belgié
over slechts 0,7 % van het totale inkomen beschikken. De 20 % laagste inkomenstrekkers
beschikken over 0,7 % + 3,3 % = 4,0 % van het totale inkomen. De 30 % laagste
inkomenstrekkers beschikken over 0,7 % + 3,3 % + 4,5 % = 8,5 % van het totale inkomen,
enzovoort.

In Belgié is er dus geen gelijke inkomensverdeling, d.w.z. niet iedereen beschikt over of
verdient hetzelfde inkomen.

We zetten de gegevens van kolommen 1 en 2 (decielen en percentielen) in lijst L1.
Kolom 5 zetten we in lijst L2.

L1 L L= | IL1 L L= | IL1 L L= s
in L A 1 E ot c.E
20 == an i6.H O s
a0 ye a4 c a7 =g
Hn Ch oz i | O3 3
Eh B2 i =4 inn | 3L
20 Ao ac e I 1 -

Lzi?y =1H Leiiya =22, 5 Lzizd =
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Lijst L1 geeft het cumulatief percentage van de bevolking weer. Om de ongelijkheid van de
inkomensverdeling goed te kunnen weergeven, moeten we over de cumulatieve percentages
uit L2 beschikken. We vervangen daarom lijst L2 door zijn cumulatieve som.

cmm=om Lz 23+l
t.r 4 8.5 14.1

De nieuwe L2 geeft nu het cumulatief percentage van het inkomen weer.

We bekomen (nadat we 0 als eerste element in L1 en L2 ingevoegd hebben):

L1 Lz Lz 1|1 Lz Lz 1|1 Lz Lz 1
(1 | I R =9.c gr 7o.H

i1 7 Bi) £1.8 0g Bz.C

Z0 iy g &H.5 Ch HE. 4

) 8.5 CE 0.5 g g8.5

e |5 |G G

Bl za.z CIY Rl iﬂ?— ______

LIt =[ LicA=7E Licz1) =

We kunnen nu de graad van ongelijkheid van inkomensverdeling voorstellen met een
Lorenzcurve.

De Lorenzcurve is niets anders dan het lijndiagram dat hoort bij de gegevens uit de lijsten L1
en L2. De onafhankelijke variabele is dus het cumulatief percentage van de bevolking en de
afhankelijke variabele het cumulatief percentage van het inkomen.

We laten de GRM de Lorenzcurve plotten samen met de diagonaal y = x..

HH-- HIH [~
wmlidstild
VY1iast:il:z
Tekenif] +

Wanneer iedereen evenveel zou verdienen, valt de Lorenzcurve samen met de diagonaal.

Hoe verder de Lorenzcurve verwijderd is van de diagonaal, des te meer concentratie van
inkomen er is.

Om te bepalen hoe sterk de werkelijke verdeling van de inkomens afwijkt van de gelijke
inkomensverdeling, kunnen we de Ginicoéfficiént berekenen. Deze coéfficiént is gelijk aan de
oppervilakte van het gebied tussen de rechte y =x en de Lorenzcurve, gedeeld door de
oppervlakte tussen de rechte y = x, de x-as en de rechte x =100.
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Het is duidelijk dat de Ginicoéfficiént een getal is tussen 0 en 1.

De Ginicoéfficiént is gelijk aan 0 als de Lorenzcurve samenvalt met de diagonaal. Dan
verdient iedereen evenveel.

De Ginicoéfficiént is gelijk aan 1 (of zo goed als 1) als de Lorenzcurve samenvalt met de x-as
en net voor x = 100 steil stijgt. Dat betekent dat alle inkomen in handen is van slechts enkelen.

2) Berekeningen

De oppervlakte tussen de rechte y=x, de x-as en de rechte x=100 is gelijk aan

100 x100 _ 5000

De oppervlakte tussen de Lorenzcurve en de x-as kan bekomen worden door de som te
berekenen van de oppervlakten van een driehoek en trapezia. Maar dat vraagt nogal wat
rekenwerk. Het gaat sneller als we werken met een bepaalde integraal. De GRM kan echter
niet de oppervlakte zoeken tussen de grafiek van een functie en een lijndiagram. We gaan dus
best op zoek naar het functievoorschrift van de grafiek die zo goed mogelijk de Lorenzcurve
benadert. Dit zullen we doen via regressie. Wellicht zullen we moeten een keuze maken
tussen tweedemachts-, derdemachts- of vierdemachtsregressie.

We testen dit even uit. Om hierbij goed te kunnen nagaan welke soort regressie de beste is,
vervangen we het lijndiagram door een spreidingsdiagram.

Flotz  Flots
it
upe: B - dh
Hh-- H{IH

HH-- HIH |~
wlidstily
V1idst:ilz
Teken:f +

Tweedemachtsregressie:

FwadrEed Li.Lz.%| |[KwadrREeg
z U= < +hx+c

a=.H011034524 5
b=-.2289994174
=2 P 14329215
Fe=.9917734815

15




Derdemachtsregressie:

JefachtsReg LiaL
za 'z

JefachtkEea

=g f+hx i+t
a=1.19615687E -4
b=-. 80737356824
c=.4973386915
d=-2.832459332
Fe=,9963851359

Vierdemachtsregressie:

daMachtsEe3 Li.L
za''y

daeMachtReg

g=gx4+hx i+ +e
a=3. 15875588 E -5
b=-5.233197 -4

Zowel tweede-, derde- als vierdemachtsregressie zijn hier geschikt.

We kiezen de vierdemachtsregressie.

De Ginicoéfficiént is nu gemakkelijk te berekenen:

numIntegraal O x4
Y. @, 188 -5S8EH
L44B27EI33

We vinden een Ginicoéfficiént gelijk aan 0,44.
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3.2 Opdracht 3: inkomensnivellering

In een bepaald land heeft de armste 20 % van de bevolking nauwelijks een inkomen: ze bezit
1 % van het totale inkomen. De armste 40 % van de bevolking bezit slechts 5 % van het totale
inkomen. 80 % van de bevolking moet genoegen nemen met 38 % van het inkomen zodat dus
de rijkste 20 % de overige 62 % van het inkomen tot zijn beschikking heeft.

Inkomen wordt verdiend met het ter beschikking stellen van productiefactoren (lonen,
intresten, winsten). Dit noemen we de primaire inkomensverdeling.

Eén van de taken van de overheid is zorg te dragen voor een rechtvaardiger
inkomensverdeling. Dit kan ze bekomen door meer belastingen te heffen bij de rijken dan bij
de armen en subsidies en uitkeringen te verstrekken aan de armen. De inkomensverdeling die
op die manier tot stand komt, noemen we de secundaire inkomensverdeling.

Stel nu dat de overheid in dat land er heeft kunnen voor zorgen dat de armste 20 % van de
bevolking nu toch al 9 % i.p.v. 1 % van het inkomen verdient, de armste 40 % toch al 25 %
bezit en de rijkste 20 % nu 45 % i.p.v. 62 % van het totale inkomen verdient.

Op die manier zijn de verschillen tussen rijk en arm kleiner geworden. We spreken in
dergelijk geval van inkomensnivellering.

1) Construeer de Lorenzcurven van de primaire en de secundaire inkomensverdelingen.
2) Vergelijk de Ginicoéfficiénten.

Bereken de Ginicoéfficiénten eerst eens door gebruik te maken van oppervilakten van
driehoeken en/of trapezia en daarna via regressie en een bepaalde integraal.
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3.3 Opdracht 4: concentraties bij marktaandelen

Ginicoéfficiénten worden niet alleen berekend om de inkomenspolitiek te bestuderen. Ze
worden ook gebruikt om concentraties bij marktaandelen in kaart te brengen.

In het document ‘Resultaten Nationale Merkencompetitie 2003’ (te vinden op het internet)
kunnen we de resultaten inkijken van enquétes over voorkeurmerken in heel wat
uiteenlopende sectoren.

Zo vinden we bijvoorbeeld bij de categorie *GSM-operator’ het volgende staafdiagram:

Categorie: GSM Operator

Proximus 58,4%

Mobistar 28,8%

Base 12,8%

Construeer de bijhorende Lorenzcurve en bereken de Ginicoéfficiént met behulp van een
bepaalde integraal.
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4. Exponentiéle regressie

4.1 Jong en oud

Opgave:

Op http://statbel.fgov.be vinden we o0.a. de sterftetafels van het jaar 2001 voor het Vlaamse

Gewest. Aan de hand van de gepubliceerde sterftekansen hebben we voor enkele leeftijden
het aantal sterfgevallen per 100 000 mensen opgetekend:

Leeftijd 0 1 2 |5 [10]15 |20 |25 |30 |35 |40 |45 |50 |55
Sterfgevallen | 351 | 110 |29 |23 |7 |25 |72 |82 |66 |76 | 119|203 | 324 | 492
Leeftijd 60 | 65 70 75 80 85 90 95 100 105
Sterfgevallen | 756 | 1132 | 1784 | 3175 | 5366 | 9814 | 16254 | 25365 | 35961 | 100000

1) Vanaf welke leeftijd mogen we spreken van een exponentiéle toename?

2) Geef vanaf deze leeftijd een formule die vrij goed het verband benadert tussen de leeftijd
en het aantal sterfgevallen per 100 000 mensen van die leeftijd.

3) Voorspel aan de hand van je gevonden formule het aantal sterfgevallen per 100 000
mensen voor enkele zelf gekozen leeftijden en vergelijk je antwoorden met de
gepubliceerde sterftekansen die je op de hoger vermelde website kunt vinden.
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1) Vanaf welke leeftijd is er een exponentiéle toename?

We zetten de leeftijden uit de tabel in lijst L1 en het aantal sterfgevallen per 100 000 mensen
in lijst L2. Daarna laten we de puntenwolk plotten.

L1 Lz Lz L
| [t R
i iin
c 3
L cF
in r
it ck
i e

Litir=H

Het is mogelijk dat het verband exponentieel is, maar dat zijn we niet zeker. Door het grote
bereik komen er heel wat punten op de horizontale as te liggen. We hebben geen zicht op de
ligging van die punten ten opzichte van elkaar.

Daarom zullen we werken met een logaritmische schaalverdeling langs de verticale as:

logclz =+l =
2. 045387116 2. ..

Flatz  Flok:

%EE it
ot B8 L dh
HH-- HIH |-~
Alidstilo
V1iast:ilz
Teken:f +

Fil:L1.L=
o
pa
o
|:|":FI
od
R
A [ ]
fo o
o
H=zE . .T=1.HBGB1=8

We stellen vast dat vanaf een leeftijd van 35 jaar er sprake is van een min of meer lineair
verband. Dat betekent dat in werkelijkheid de toename exponentieel verloopt vanaf 35 jaar.

2) Exponentieel verband

Om dat exponentiéle verband te vinden, nemen we in lijst L3 de leeftijden vanaf 35 jaar op en
in lijst L4 het overeenkomstige aantal sterfgevallen per 100 000 mensen. We doen beroep op

exponentiéle regressie.

E L4 LE z
=0 | T
Y 110
yE K
ci 2y
EE PEE
B LR
BE 11z¢

Lx1=35

ExFREed Lz Lya%1

20




Vanaf 35 jaar ziet de puntenwolk en de grafiek van de bijhorende exponentiéle functie er als

volgt uit:

Flotz  Flots
it
et Bl 7 dh
pﬂq.gli
Alidstilz
Y1iast:ily
Tekenif] +

Voor alle zekerheid vragen we ook nog eens een gedetailleerd beeld op van de punten die zich

ogenschijnlijk allemaal op de horizontale as bevinden:

ﬁg GEHELIGEH
(u b
coom IR

Zoor it
clecimaal

W ierkant.
' 25tandaard

3
4
o
=

rZEon1o H=BEE.53191

¥=-z0Ez.10Y4

* rl_t—-_'_.n.

n=48.88z617 Y=1y4E.0zEH

Vanaf 35 jaar kunnen we het verband dus als exponentieel beschouwen. Alleen voor hele
hoge leeftijden (rond 100 jaar en meer) is ons regressiemodel minder betrouwbaar.

3) Voorspellingen

We voorspellen nu het aantal sterfgevallen per 100 000 mensen voor bijvoorbeeld de

leeftijden: 42, 56, 69, 78, 84 en 93 jaar:

i Y4
yz 1%6.5Y
R Cly Z3
L] 19gE. 7
7 YPEN.Z
BY HEYE.B
ii z1030

Op http://statbel.fgov.be vinden we de volgende sterftekansen voor de vermelde leeftijden:

42
56
69
78
84
93

0,001397
0,005589
0,017168
0,044216
0,088051
0,209586
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We vertalen deze sterftekansen naar het aantal sterfgevallen per 100 000 mensen van die
leeftijd en zetten de resultaten naast onze voorspellingen:

leeftijd | aantal sterfgevallen per 100 000 mensen van die leeftijd
werkelijke aantallen onze voorspellingen
42 140 137
56 559 544
69 1717 1965
78 4422 4 780
84 8 805 8 646
93 20 959 21030

Onze voorspelling is een goede benadering van de werkelijkheid!
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4.2 Opdracht 5: draaiend fietswiel

Als we een fietswiel vrij laten draaien, dan zal het wiel door de wrijving met de as en de lucht
steeds langzamer draaien.

We geven een wiel een beginsnelheid van 25 km per uur. Met behulp van een computer wordt
de snelheid van het wiel gemeten. We geven enkele meetgegevens:

Tijd t (in seconden) 0 15 |30 |45 |60 |75 |90
Snelheid v (in km per uur) | 25,0208 |17,4|145|12,0|10,0| 8,4

De snelheid neemt bij benadering exponentieel af.

1) Bepaal eerst zonder en daarna met regressie het verband tussen de tijd en de snelheid,
waarbij de tijd de onafhankelijke en de snelheid de afhankelijke veranderlijke is.
Vergelijk beide verbanden.

2) Beschouw nu de snelheid als de onafhankelijke veranderlijke en de tijd als de
afhankelijke. Welk verband vind je nu?
Bepaal dit verband eerst zonder en daarna met regressie.
Vergelijk beide verbanden.

3) Welk verband bestaat er tussen de grafieken die je vond in 1) en 2)?
Toon dat verband aan met behulp van je grafische rekenmachine.
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5. Machtsregressie

5.1 De derde wet van Kepler

Opgave:

In de volgende tabel zie je voor zes planeten uit ons zonnestelsel de omlooptijd T rond de
zon in dagen en de gemiddelde afstand R tot de zon in miljoen kilometer.

Planeet Omlooptijd T Gemiddelde afstand R tot de zon
Mercurius 87,97 57,91
Venus 224,70 108,20
Aarde 365,26 149,60
Jupiter 4332,71 778,33
Uranus 30685,00 2870,99
Neptunus 60190,00 4504,30

1) Volgens de derde wet van Kepler is het kwadraat van de omlooptijd recht evenredig met
de derde macht van de gemiddelde afstand tot de zon. Zoek het verband tussen T en R.

2) Laat je GRM nu een machtsregressie toepassen op de gegevens in bovenstaande tabel.
Welke functie bekom je? Is deze functie in overeenstemming met het gevonden verband

invraag 1)?

3) Saturnus heeft 10759,50 dagen nodig om één omloop rond de zon te maken.
Bereken de gemiddelde afstand van Saturnus tot de zon.

Wat vind je hierover op het internet? Vergelijk!

4) De gemiddelde afstand van Mars tot de zon bedraagt 227,94 miljoen kilometer.
In hoeveel dagen heeft Mars één omloop rond de zon gemaakt?

Wat vind je hierover op het internet? Vergelijk!
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1) Het verband tussen de omlooptijd en de gemiddelde afstand tot de zon

Volgens de derde wet van Kepler geldt: T? =k.R®.

2
De evenredigheidsconstante k is dus gelijk aan T—S
R

We zetten de omlooptijden in lijst L1 en de gemiddelde afstanden tot de zon in lijst L2. De
evenredigheidsconstanten plaatsen we in lijst L3.

L1 Lz =] y| L1 Lz Lz y] [9emilz

B7.87 | 5701 | oo B7.87 | 5781 | .0zOBS « BA92EHARRL S
zrir | 1082 zzir | i0E.z | .0:DBE

ZEE.26 | 149.5 ZEE.z6 | 1495 | .0=DEES

yzxi 7 | 77EEx yzxz 7 | 77E.zx | 0xEE1

z05EE | 2BPL z0gEE | zBFL | .0:0PE

E0i80 | HEOW.x E0i80 | HEOW.x

Lz =Ly Lz"3 Lz =

De evenredigheidsconstanten verschillen heel lichtjes van elkaar. Daarom nemen we voor k
het gemiddelde van de gevonden evenredigheidsconstanten, namelijk 0,0398.

Het verband tussen de omlooptijd en de gemiddelde afstand tot de zon is bijgevolg gelijk aan:
T? =0,0398.R*® . Hierbij is T uitgedrukt in dagen en R in miljoen kilometer.

2) Op zoek naar een ‘machtsverband’ met de grafische rekenmachine

MachtsFe9 LiaL:z MachtsFe3
g=g%x"h
2. 324 307E9
EEESY 39794
299999555
Q99997 7E

1 n
2924307694

Als we beide leden tot de derde macht verheffen, vinden we: T 2%%%%%® — 0,0399881027.R* .
Deze laatste formule is een bijzonder goede benadering van de reeds eerder gevonden formule
T?=0,0398.R® .

We vinden: R = 2,924307694.T *®%7* Hieruit volgt dat T >*°%77%* =
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3) Gemiddelde afstand van Saturnus tot de zon

2
Uit T? =0,0398.R® volgt dat R =3 T ,0f nog: R=2,9289.3/T° .
0,0398

We zetten deze functie in onze grafische rekenmachine en laten de grafiek, samen met het
spreidingsdiagram, plotten:

AL Flotz Flobs ¥1=2.9zA94 FiHz)
;?152.9289*3IiH3

i
M=
~Ny=
~Ne= e
~NE= R=10PERE  Y=i14Z7 YEEE

We stellen vast dat Saturnus gemiddeld ongeveer 1427,5 miljoen kilometer van de zon
verwijderd is. Op het internet vinden we dat die afstand ongeveer 1429,4 miljoen kilometer is.
Er is dus een relatief klein verschil. Dat heeft uiteraard te maken met het feit dat onze
gegevens afgeronde waarden zijn.

4) Omlooptijd van Mars

Aangezien de gebruikte schaal hier heel groot is, situeren de gegevens van Mars zich rond de
oorsprong van het assenstelsel. We passen dus best onze vensterinstellingen wat aan.

A Flakz Flobs WEHSTER

B2 9289k T 0RE || ¥Emin=A

j amax=SEEE

~WMeE22Y .94 wechaal =500

L Ymin=-Z2EH K’

~Ny= Ymax=30H

~He= Yechasal=180H Zriapant

~NE= ares=] M-EEE.CEZEY Y=zzr.OM

We komen hier tot de conclusie dat Mars helemaal rond de zon draait in bijna 686,55 dagen.
Op het internet vinden we 686,98 dagen. Het verschil is dus heel klein.
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5.2 Opdracht 6: de wet van Boyle

We stellen een vakoverschrijdende opgave voor: tijdens de les fysica voeren de leerlingen een
proef uit waarvan de resultaten verwerkt worden tijdens de wiskundeles.

Bij een constante temperatuur wijzigen de leerlingen tijdens een les fysica het volume van een
gas en meten de bijhorende druk.

Hiertoe wordt er een kort stukje slang over het buisje van een manometer geschoven, waar
aan de andere kant een meetspuit is bevestigd. De meetspuit wordt op de manometer
bevestigd in de stand 30 ml. Nu kunnen de leerlingen de zuiger indrukken tot 25 ml, 20 ml en
15 ml en vervolgens uittrekken tot 35 ml, 40 ml, 45 ml en 50 ml. De druk kan dan telkens
rechtstreeks afgelezen worden op de manometer.

De manometer zelf heeft een inwendig volume V, =20 ml.
V, is het volume dat we aflezen van de meetspuit. Als dat volume op 30 ml staat, wijst de
manometer de atmosferische druk aan (ongeveer 1013 hPa).

Hieronder zien we de meetresultaten van een leerling.

Volume V, (in ml) 25 20 15 35 40 45 50
Druk p (in hPa) 1120 | 1265 | 1450 | 920 845 785 725

1) Toon aan dat er een omgekeerd evenredig verband bestaat tussen het totale volume
V (=V, +V,) endedruk p.
De wet van Boyle zegt: “Bij constante temperatuur is het volume van een bepaalde
hoeveelheid gas omgekeerd evenredig met de druk.”
Anders gezegd: “Bij constante temperatuur is het product van druk en volume van een
bepaalde hoeveelheid gas constant.”

2) Schrijf de druk in functie van het volume.

3) Laat je GRM een regressiemodel opstellen voor de bovenstaande gegevens. Welke functie
bekom je? Komt het voorschrift overeen met wat je in 2) gevonden hebt?
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6. Logistische regressie

6.1 Buizerds

Opgave:

Tien jaar geleden werden er in een natuurgebied 50 buizerds uitgezet. In het gebied is er
voldoende leefruimte voor 400 buizerds. Het aantal buizerds werd elk jaar bij benadering
geteld. Hieronder zie je de resultaten:

0 1 (2 |3 4 5 6 7 8 9 10
50 [65 |85 |105|130 160|190 | 220|250 | 280 | 300
1) Laat je GRM een exponentieel groeimodel opstellen.
Merk je systematische afwijkingen op tegenover de puntenwolk?

2) We stellen vast dat de exponentiéle groei niet onbeperkt blijft doorgaan. De groei wordt
afgeremd. Dit is logisch; de leefruimte is immers beperkt tot 400 buizerds. Hoe meer
buizerds er in het gebied komen, hoe moeilijker het wordt om voedsel en nestplaatsen te
vinden. Dan zal de populatie buizerds in verhouding natuurlijk niet meer zo snel
aangroeien. We spreken van een geremde of logistische groei.

Laat je GRM via logistische regressie een logistisch groeimodel voor het aantal buizerds
in dat gebied opstellen.

Na hoeveel jaar zullen er volgens dat model meer dan 380 buizerds zijn?

Naar welke grenswaarde streeft dit model?
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1) Exponentieel verband

We zetten het aantal jaren in lijst L1, het aantal buizerds in lijst L2 en we maken gebruik van
exponentiéle regressie:

L1 Lz Lz L E::{F-Eeg
] a=gkb ™

: i 3=5%. A7 23437
2 o h=1. 1982523955
i 130 =, 7452317328
C 160 F=. 987 ZH9652 3
B 190

LEi11=

Op het eerste gezicht lijkt de overeenstemming vrij goed te zijn. Maar bij nader toekijken,
merken we systematische afwijkingen. Aan de uiteinden ligt de grafiek van de exponentiéle
functie boven de puntenwolk en in het middengebied ligt ze eronder.

2) Loaqistisch groeimodel

Lo9istisch Li-Lz||Lo3istisch

2 ' u=c.-{ 1+a3e™ -k
a=6. 3749307365
b=. ZA8793056S
C=397 . 6280834

Om na te gaan na hoeveel jaar er meer dan 380 buizerds zullen zijn, kunnen we beroep doen
op een tabel van functiewaarden. We kunnen echter ook ons kijkvenster verruimen en het
snijpunt zoeken van de grafiek met de horizontale rechte door 380.

# Y9 UEHSTEE E 2

iy %6397 Mmln=

ic 722y Hmas=41

| 2208 ¥schaal=5

1H ZB7.ZE Ymin=-185

io z@9.92 Ymax=42H

=t Sk i Yzchaal=58 T T
w=17 ares=1 BziE.23417Y4 Y=IEO

We stellen vast dat in de loop van het 17% jaar er meer dan 380 buizerds zullen zijn.

Er is gegeven dat er in dat natuurgebied maar voldoende leefruimte is voor 400 buizerds. We
verwachten dus dat dit model zal streven naar een grenswaarde gelijk aan 400.
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We komen tot deze vaststelling door een tabel met functiewaarden te beschouwen waarbij de
X-waarden steeds groter worden.

i Y4

i 307 62
] 30767
B0 30763
70 30765
O 30763
CI]

100 :

V=397 .628883431

In dit logistisch model zal het totaal aantal buizerds 398 niet overschrijden. We vonden hier
397,628

1+6,97493.¢ %087t

immers het functievoorschrift A(t) =

Aangezien lim e™***®" =0, zal lim A(t) = 397,628 .

t—>+0 t—>+0

Dat we hier niet exact 400 uitkomen, heeft te maken met het feit dat de jaarlijkse tellingen
wellicht niet telkens het aantal buizerds weergaf tot op de eenheid nauwkeurig. Bovendien
was 400 uiteraard maar een vooropgesteld aantal dat aanduidt hoeveel het maximale aantal
buizerds in dat gebied ‘ongeveer’ kan bedragen.
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6.2 Opdracht 7: fruitvliegjes

Fruitvliegjes in een afgesloten ruimte en met een vaste hoeveelheid voedsel vertonen een
logistische groei. Aanvankelijk zijn er nog niet veel fruitvliegjes. De groei van het aantal
fruitvliegjes kan zich in het begin dus zonder veel beperkingen verderzetten: ze verdubbelen
zich om de drie dagen. Maar naarmate het aantal vliegjes vermeerdert, zal de groei afremmen.
Hieronder vind je enkele gegevens:

Aantal dagen 0 3 7 12 16 20 25 30 37

Aantal fruitvliegjes | 50 100 | 250 | 750 |1660 | 3200 | 5450 | 6980 | 7780

1) Zoek via logistische regressie het verband tussen de tijd in dagen en het aantal
fruitvliegjes.

2) Wat is ongeveer het maximale aantal fruitvliegjes dat deze afgesloten ruimte zal kunnen
bevatten?

3) Na hoeveel dagen verloopt de aangroei het snelst? Hoeveel fruitvliegjes zijn er dan
ongeveer?

4) Als we de logistische kromme van naderbij bekijken, kunnen we eigenlijk drie groeifasen
onderscheiden: in de beginfase is de groei min of meer exponentieel, in een tweede fase
verloopt de groei ongeveer lineair en in de slotfase kunnen we spreken van een
exponentieel geremde groei.

Stel voor deze drie fasen een functievoorschrift op.
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7. Sinusregressie

7.1 Eb en vloed

Opgave:

Op de webpagina http://getij.frbateaux.net/205 kan je voor Oostende onder andere de hoog-
en laagwaterstanden en de bijhorende grafiek raadplegen alsook de waterstand uur per
uur. Zo vonden we op 6 maart 2008 de volgende gegevens:

Donderdag 06 Maart 2008 utc+1 (week 10)

114N

e | Oostende

Waterstand uur per uur

Tijd
HW | 00h27
LW | 06h43
HW | 12h48
LW | 18h59

Ochtend
OHOD 4,37m
1HOO 4,35m
2HOO0 3,87m
3HO0 3,19m
4HO00 2,37m
EHOD 1,47m
6HOO0 0,81m
THOO 0,65m
8HOD 0,91m
9HOD 1,48m

10H00 2,41m
11H00 3,60m

Middag
12H00 4,55m
13HO00 4.78m
14H00 4.36m
15H00 3.64m
16H00 2.78m
17HO0 1,83m
18H00 1,07m
19H00 0,81m
20H00 1,01m
21H00 1,4Tm
22H00 2,21m
23H00 3,28m

(C)SHDH

=} z 16 1z 14 16 12 2a 22 24

1) Laat je GRM via sinusregressie het verband bepalen tussen de tijd en de waterhoogte.

2) Op welke momenten is er volgens het regressiemodel hoogwater en laagwater?
Vergelijk de gevonden resultaten met de gegevens hierboven.

3) Als de snelheid waarmee het water stijgt of daalt minstens 0,8 meter per uur bedraagt,
dan kan de stroming onderwaterturbines van een getijdencentrale doen draaien.
Om renderend te zijn, moet een getijdenstromingsturbine toch minstens 10 uur per
etmaal kunnen werken. Zou het zinvol zijn in Oostende een getijdencentrale te bouwen

met als doel groene energie op te wekken?



1) Sinusreqgressie

We zetten de uren in lijst L1 en de overeenkomstige waterstand (in meter) in lijst L2. We

bepalen het verband via sinusregressie:

L1 Lz Lz |SinFe3 LiaLza%d SinEE'EI (st
_ ) u=g*ksinthx+c
: 43 a=1, 97638576
% %’E b=.5H5361139
) i c=1.24535668
E 1&? d=2.59944974
L=

el

We vinden het volgende verband: h(t) =1,926.sin(0,506t +1,245) + 2,599 .

Merk op: het resultaat van ‘SinReg” wordt altijd uitgedrukt in radialen ongeacht de gekozen

instelling van de modus.

2) Hoog- en laagwater

/

Haxirur
"= E'-lz.'-'l:n:n:l'-l sy EZEREEE o

f’i

Haxira
n=iz, lIlEiEIIIEI sy EZEAZEE .

Volgens ons regressiemodel is er hoogwater om 0,64270004 uur (dit is om 0 uur 39 min) en

om 13,051209 uur (dit is om 13 uur 3 min).

u
AYE8EYE LY 57 E06E0H «
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Volgens ons regressiemodel is er laagwater om 6,8469545 uur (dit is om 6 uur 51 min) en om
19,255464 uur (dit is om 19 uur 15 min).

De gevonden tijdstippen vertonen een licht verschil met de werkelijke tijdstippen.

3) Groene energie

De turbines kunnen draaien van zodra de afgeleide van de sinusfunctie groter is dan 0,8 of
kleiner dan —0,8. De afgeleide is snel te berekenen:

h'(t) =1,926.0,506.c0s (0,506t +1,245) = 0,975.cos (0,506t +1,245).

We kunnen de GRM natuurlijk ook de afgeleide laten plotten zonder het voorschrift te
berekenen. We gaan vervolgens op zoek naar twee snijpunten:

Flokl Flatz Floks
~NzBrumAf9eleide
':'1"1 ;-:H::- :"‘::‘

~:EB.8

~yB-.5

x$5=

. E: =
~Mr= ﬁg

[

'l.llll'

X SniwEunk X
n=1ii.icz0g8 Y=.H

Wegens de symmetrie kunnen we de totale draaiduur van eventuele turbines snel vinden:
4.(11,152069 — 8,746095) = 9,623896 .

De turbines zouden dus bijna 10 uur per etmaal kunnen draaien.

Op basis van deze resultaten kunnen we stellen dat een getijdencentrale in Oostende
misschien wel renderend zou kunnen zijn. We moeten echter voor ogen houden dat we ons
enkel op de resultaten van één dag gebaseerd hebben.

Op diezelfde website kunnen we ook de grafiek van de waterstanden gedurende een week
opvragen. Van 3 t.e.m. 9 maart 2008 vonden we de grafiek hieronder. De pijl staat op 6 maart.

5.

l " CeISHOM |

L I L & |
T
1

We stellen vast dat tijdens de dagen die volgen op 6 maart de amplitude groeit. Op die
momenten zouden de turbines zeker meer dan 10 uur per etmaal kunnen draaien. Maar tijdens
de dagen véor 6 maart was de amplitude veel kleiner; de turbines zouden toen niet of
nauwelijks draaien. Een getijdencentrale in Oostende is dus wellicht nog niet voor meteen.
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7.2 Opdracht 8: astronomische daglengte

Op de website http://www.astro.oma.be/ kunnen we de uren van zonsopkomst en -ondergang
te Ukkel raadplegen. Hieronder kan je die uren aflezen op de 21%¢ van elke maand van het jaar

2008:
Datum Opkomst | Ondergang

21012008 | 08:34 17:14
21022008 | 07:45 18:09
21 032008 | 06:43 18:58
21 04 2008 | 06:35 20:48
21 052008 | 05:45 21:34
21 06 2008 | 05:29 22:00
21 07 2008 | 05:54 21:43
2108 2008 | 06:40 20:50
21092008 | 07:28 19:42
21102008 | 08:16 18:37
21112008 | 08:08 16:48
21122008 | 08:42 16:39

1) Bepaal met behulp van de GRM de best passende algemene sinusfunctie die de

2)

3)

4)

5)

6)

astronomische daglengte uitdrukt in functie van het dagnummer (de datum 1 januari krijgt
dagnummer 1). Onder astronomische daglengte verstaan we de tijd die verloopt tussen
zonsopgang en zonsondergang.

Stel dat functievoorschrift nu eens op zonder gebruik te maken van regressie.
Merk je een groot verschil?

Maak een schatting van de astronomische daglengte op 14 april. Controleer daarna je
antwoord met de gegevens die je vindt op de website http://www.astro.oma.be/ .

In de natuur leggen Kkippen eieren onder invlioed van daglicht en daglengte. De
hoeveelheid licht die de kip via het oog ontvangt, prikkelt een gedeelte van de hersenen.
Zo komen er hormonen in de bloedstroom die de eierstokken van de Kip activeren.
Als het minder dan 10 uur per dag licht is, dan zullen de Kippen geen of minder eieren
leggen. Welke periode van het jaar kunnen we aanzien als het legseizoen?

Maak een lijst op met de gemiddelde toename van de astronomische daglengte tussen de
opeenvolgende data in bovenstaande tabel.

Laat de GRM deze gemiddelde toenames uitzetten in een goed gekozen puntenwolk en
zoek de bijhorende regressiekromme.

Zoek een functie die de snelheid weergeeft waarmee de astronomische daglengte dagelijks
verandert.
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8. Oplossingen van de opdrachten

8.1 Fietstocht

Na 60 minuten heeft Willem 30,5 km afgelegd en Bert is dan 32,8 km ver t.0.v. het startpunt

van Willem. Na 90 minuten is Willem al 46,5 km ver en Bert 44,6 km.
Willem zal Bert dus inhalen en dat zal gebeuren na meer dan 1 uur rijden.

De tijden en bijhorende afstanden van Willem plaatsen we in de lijsten L1 en L2.

De tijden van Bert en de bijhorende afstanden (vanaf het startpunt van Willem) plaatsen we in

de lijsten L3 en L4.
We drukken de tijden uit in uur en de afstanden in kilometer.

L1 Lz L=z z L=z LYy LE y
(0| [ R [ FE 10 | e
ABBE? | 4.7 2B 16.7
E3EEE | A0 £ 15,8
E it B 7B zE.B
BEEET | 20 1 ¥z.B
Bxx% | Z6.7 1.8 | EP7
1 %05 1.E 4y 5
Lt =@ Lz =K
We laten de GRM de puntenwolken plotten:
Flotz  Floks Flokd EHE Floks VEHSTERE
1 1 Amln=g
gFe: B8 = d gFe: B8 = d AMmax=2<
o HEe HIH o HEe HIH nechaal=.1
Alidstila Alidstilz Ymin=-lo
Y1liastilz Y1liastily “Ymax=t4
Teken:B -+ Tekenio B “Y=chaal=18
Aares=1
a E
o, 1
o+" N
+0 .
+ &
] o
|—l—nl—l—l—l—l—l—l—l—l—l—l—l—l—l—l—l—l—l—l

Via lineaire regressie zoeken we de best passende rechten die het verband weergeven tussen

de tijd en de afgelegde weqg van Willem en Bert. Daarna zoeken we het snijpunt van beide

rechten:
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Willem:

LinkRegdax+kb L1, LinkReg

Lza%'1 g=g3x+h
a=31.11423571

=-. 1855934055
Fe=,9991 278571
=2 399553584 24
Bert:
LinkeaCax+by Lz, Linkeg
Luaz J=ax+h

=22, dEEEEEY
b=9.833333333
=, FIEEESDFIE
=. 9983414212

Snijpunt:

iFUnk
1.16zE0H1 Y=zB.064015

Willem haalt Bert in na 1,1625081 uur = 1 uur 9 min 45 sec.
Op dat moment heeft Willem 36,1 km gereden en Bert 26,1 km.
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Merk op:

Laten we ons nu nog wat beter concentreren op het rijgedrag van beide fietsers rond het
moment waarop Willem Bert inhaalt.
We beperken daartoe de lijsten tot de meting na 1 uur en de eerstvolgende meting:

Willem:
L1 Lz L 1| |lLinkeg9Cax+kb? Li.||Linkeg
1 %gg ______ Lza.%s= H=EE+E
" -EI= ]
m """ b=-14.3
re=]
=1
Liiz1=
Bert:
L= L4 LE | ILinFeg9fax+kby Lz, ||Linkea
1 ggg ______ Lua''y H=?§+E
. a=149.
i 7 b=13.2
re=1
r=1
Lz(z) =

Als we de richtingscoéfficiénten van Y1 en Y3 vergelijken, merken we dat Willem tussen de
60° en 70 minuut gemiddeld sneller rijdt dan over het hele parcours.

Bij Bert stellen we het omgekeerde vast. Dit blijkt uit de richtingscoéfficiénten van Y2 en Y4.
Dat betekent dat Willem Bert wellicht wat vroeger zal inhalen dan na 1 uur 9 min 45 sec.

Om dit te achterhalen, zoeken we het snijpunt van Y3 en Y4:

YEHSTER
amin=1
amax=1.25
Aschaal=.1 .
Ymin=3H
Ymax=4H
mres=] B=i A0EYO0E Y=34.0zEN1E

Willem haalt Bert in na 1,1084906 uur = 1 uur 6 min 31 sec.
Op dat moment heeft Willem 34,9 km gereden en Bert 24,9 km.
Deze conclusie zal wellicht realistischer zijn dan de conclusie die we eerder bekomen hebben.
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8.2 Bootje varen

1) Exploreren

De leerkracht maakt aan het bord een aantal keer een schets van de rivierbedding en laat
vervolgens de leerlingen enkele mogelijke assenstelsels aanbrengen.

Tijdens een bepaalde les kwamen de volgende zes mogelijke plaatsingen van de x- en y-as op
het bord:

(8.6}
0.0]

Il \Y

0.-6)

10,4

189} (8.4}
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2) Het eenvoudigste functievoorschrift

De leerlingen komen tot het besef dat het nodig is om het functievoorschrift te bepalen van de
parabool die de rivierbedding voorstelt.

Uit de bovenstaande zes gevallen moeten de leerlingen nu het geval uitkiezen dat leidt tot het
eenvoudigste functievoorschrift. Hierbij mogen ze geen gebruik maken van de grafische
mogelijkheden van de GRM.

Geval Il leidt tot het eenvoudigste voorschrift. De vergelijking van die parabool is van de
vorm y = ax’.

Aangezien (8,6) tot de parabool behoort, is 64a = 6. Bijgevolg: a = % = %

De vergelijking van de parabool is dus y = 3%)(2 :

3) Oplossing van het probleem

Het bootje heeft een minimale waterstand van 2 meter nodig om veilig te kunnen varen.

De x-codrdinaten van de snijpunten van de parabool y = %xz en de rechte y =4 zullen dus

bepalen waar het bootje kan varen.

(-8.6) (8.6)

00

De x-coodrdinaten van de snijpunten zijn snel te berekenen:

iX2 =4 o x'= 128 X =—6,531972647 of x =6,531972647 .

32
Verder is 8 - 6,531972647 =1,468027353.

Conclusie:

Om veilig te kunnen varen moet het bootje minimaal 1,47 meter van de oever blijven.
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4) Kwadratische regressie

Het probleem is dus opgelost. Maar toch hoeft deze oefening hier nog niet afgesloten te
worden. Er ligt immers nog een onontgonnen terrein voor ons open. Tijdens de exploratiefase
hebben de leerlingen immers zes mogelijke gevallen aangebracht. Het kan nuttig zijn om de
vijf niet besproken gevallen ook eens van naderbij te bekijken. We zouden hierbij vijf keer tot
dezelfde conclusie moeten kunnen komen, maar telkens via andere berekeningen. Dergelijke
aanpak zal de probleemoplossende vaardigheden en het inzicht van de leerlingen ongetwijfeld
ten goede komen. Functioneel gebruik van de GRM is uiteraard aangewezen. In dit gedeelte
van de oefening ligt de klemtoon immers niet meer op de rekenvaardigheid, maar op de
probleemaanpak. We zullen gebruik maken van kwadratische regressie.

Hieronder bespreken we de vijf overige gevallen.

Geval |
Vergelijking van de parabool: Het linker snijpunt met de
rechte y=-2:

L1 Lz Lz 1| [KwadrRega [
s _
- 2=, :
F— t'=E|'1-5 .
= i
Re=1 Ex“x__Jff

Lityi=

Het bootje moet dus minimaal 1,47 meter van de oever blijven.

Geval 11
Vergelijking van de parabool:  Het rechter snijpunt met de
rechte y=-2:

L1 Lz Lz 1| |FwadrEe3

-H T g=gx s Hhx+c

n N &=, BA9375

o . c=-5

Re=1

Lity=

8-6,5319726 =1,4680274
Het bootje moet dus minimaal 1,47 meter van de oever blijven.
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Geval 1V

Vergelijking van de parabool: Het positieve nulpunt:
L1 Lz Lz 1| |FwadrkEe3
-H S g=ax s +hx+c
n 4 a=.B3373
o | - b=u
------ c=-4
Fez=1
Licyi= ﬂﬂ?ﬁs?zﬁ =i

8-6,5319726 =1,4680274
Het bootje moet dus minimaal 1,47 meter van de oever blijven.

Geval vV
Vergelijking van de parabool: ~ Het linker snijpunt met de
rechte y =4:
L1 Lz Lz 1| |FwadrEea L s
0 " =gy &b+ ¥
B iy a=.\@3373 [ -
| b="1.3 Y
""" =6 :
Rz=1 :
sniJrunt |
RICYES =il WEEGEFY Y=Y

Het bootje moet dus minimaal 1,47 meter van de oever blijven.

Geval VI
Vergelijking van de parabool: Het kleinste nulpunt:

L1 Lz Lz 1| |FwadrEe3

0 S g=ax s +hx+c

B 4 a=.\@3373

il - b="1.3

""" =2
Fez=1
Licyi= gglp'-lllllillélilz?'-l =0

Het bootje moet dus minimaal 1,47 meter van de oever blijven.

Op een eenvoudige, maar bijzonder inzichtrijke manier komen we telkens tot dezelfde
conclusie!
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5) Verband tussen de verschillende functievoorschriften

Tijdens de theorielessen hebben de leerlingen geleerd dat parabolen met een vergelijking van
de vorm y=a(x-a)* + 8 kunnen bekomen worden door het horizontaal en/of verticaal

verschuiven van de parabool y =ax®. Het kan interessant zijn om die verbanden hier nog

eens aan bod te laten komen in de context van deze opgave. Uiteraard leggen we nu de GRM
opzij. Hier ligt immers de klemtoon op de rekenvaardigheden van de leerlingen.

We overlopen de vijf gevallen en stellen telkens vast dat de bekomen vergelijkingen
overeenkomen met de vergelijkingen die we via kwadratische regressie hebben gevonden.

. 3 .
De parabool in 111 bekomen we door de parabool y = §x2 met 6 eenheden verticaal naar
onder te verschuiven.

De vergelijking wordt dus y = 3—32x2 -6.

e De parabool in IV: de parabool vy :3—32x2 wordt met 4 eenheden verticaal naar onder
verschoven.

Vergelijking: y = 3—32x2 -4,

. 3 .
e De parabool in V: de parabool y :gx2 wordt met 8 eenheden horizontaal naar rechts
verschoven.

T 3 2 3 2 3 2 3
Vergelijking: y=—(x-8) = —Ix“ =16x+64)=—x"——Xx+6.
getijKing- y 32( ) 32( ) 32 2

e De parabool in | bekomen we door de parabool in V met 6 eenheden verticaal naar onder
te verschuiven.

- 3 , 3 3 , 3

De vergelijking wordt dan: —x° ——=X+6—-6=—X" ——X.

32 2 32 2

e De parabool in VI bekomen we door de parabool in VV met 4 eenheden verticaal naar
onder te verschuiven.
. .3 , 3 3 , 3
We verkrijgen als vergelijking: —Xx° ——=x+6—-4=—x"——Xx+2.
32 2 32 2
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8.3 Inkomensnivellering

Primaire inkomensverdeling Secundaire inkomensverdeling
Cumulatief Cumulatief Cumulatief Cumulatief
percentage van percentage van percentage van percentage van
de bevolking het inkomen de bevolking het inkomen
20 1 20 9
40 5 40 25
80 38 80 55
100 100 100 100
1) Lorenzcurven
L1 Lz Lz Y Flakz Flakz: Flakl Flak=
0 i 0 E it ;ﬁ al%
Z0 1 g upal o E el o b dh
@ W |E ey ey
160 100 Alidstila lid=stil1
____________ Hﬁll V1idst:ilz liast:il:=
Teken:f + ekanif] +
Lzlal =
AME IMA Flot: YEHSTEE
N1 B Amln=H
wHe= amax=18n
“ha= nechaal=16
wNy= Ymin=-3H
wHe= Ymax=12M
“NE= Yechaal=14
wMNe= alres=1

2) Ginicoéfficiénten

Door gebruik te maken van oppervlakten van driehoeken en/of trapezia:

e Primaire inkomensverdeling:
5000 20x1+(1+5)2o+(5+38}4o+(38+100)20
2 2 2 2
5000
e Secundaire inkomensverdeling:
5000 _(20 x9 (9+25).20 . (25+55).40 .\ (55+100).20j o

2 2 2 =1-222" 20,284
5000 5000

j =1- 2310 =0,538
5000
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Via regressie en een bepaalde integraal:

Blijkbaar kunnen we de Lorenzcurven hier best benaderen door vierdemachtsregressie. We

bekomen:

Primaire inkomensverdeling
(functie Y2):

Secundaire inkomens-
verdeling (functie Y3):

De Lorenzcurven:

daeMachtReg
y=gx"4+hx i+ +e
2. 6B41EE7FE -6
2. 81254
8%53333333

MEIHTW
HH
n

+e=H

daeMachtReg
g=gx4+hx i+ +e
E =4, 427B233E -6

=-7. 335833 4
c=. 8487291 667

=-. 1841666667
J==H

We berekenen tenslotte de Ginicoéfficiénten:

Primaire inkomensverdeling

VzaraH,

rumIntegdraal o1 -
168 ~5SHEA

. GAEE944 444

Secundaire inkomensverdeling

numIntegdraal (41—
¥3:H:E:

1686 » .~ SHEE
- 3139722222

De Ginicoéfficiénten bekomen via regressie zullen wellicht een exacter weergave zijn van de

werkelijkheid.
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8.4 Concentraties bij marktaandelen

Lijsten met de cumulatieve percentages: De Lorenzcurve:
L1 Le Lz K
0 LU ——
2.xx2 | 1B
EEhEE.'-' 4i.6

Tweedemachtsregressie (functie Y2):

KwadrEeg
g=ax c+hxtc
a=.8182&
b=-.H395

C=. EE
Fe=.99844167H3

Derdemachtsregressie (functie Y3):

JeMachtkRea

=3 F+hxe+ox+d
a=6. 125
b=.dA18%5

C=. 25

=B

Re=1 E

Vierdemachtsregressie kan hier niet toegepast worden aangezien het spreidingsdiagram
slechts vier punten bevat.

We stellen vast dat het hier niet veel uitmaakt of we nu tweede- of derdemachtsregressie
toepassen. We berekenen in beide gevallen de Ginicoéfficiént:

rumIntegdraal o1 - numIntegdraal (41—
YzamaE, 188 -58EA Y. ¥.8, 18858680
L . 332

We vinden in beide gevallen een Ginicoéfficiént gelijk aan 0,342.
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8.5 Draaiend fietswiel

1) Verband tussen de tijd en de snelheid met de tijd als onafhankelijke veranderlijke

Zonder regressie:

Aangezien het verband exponentieel is, kunnen we stellen dat v=25.a".
De groeifactor is eenvoudig te bepalen:

1
253%=84238=[%§T0zQ%B_

Bijgevolg: v = 25.0,988"

Met regressie:

L1 Lz L | |ExFRe9 Li.Lza%1 EEPEEE“

] -
i |5 3=24, 99719343
ﬁg 1ﬁ; b=.2279112873
B} 1z F-e=, 999993447
7L 10 = 9999549197
L1 B.Y
Lzi11=

De exponentiéle functies die we zonder en met regressie vinden, zijn ongeveer gelijk.

2) Verband tussen de tijd en de snelheid met de snelheid als onafhankelijke veranderlijke

Zonder regressie:

v = 25.0,088"
o 0988 =
25

log(0,988" ) = log| ——
o o) )
o tIogOQSS—Iog(lj

' ’ 25

" 10og0,988

(o logv—1log25
1og 0,988
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Met regressie:

LnkEea Lz.L1a:4:z (W g={=1=
g=z+b 1l
a=2ed. 6320735
b=-32. 21445435
pre=, 3993295447
p=-.9993543137
logv-log25 -log25 N logv —log25 Inv _ 266.63-8283.InV

= = +
log 0,988 log0,988 10g0,988 10g0,988 10g0,988.In10

We bekomen ongeveer hetzelfde verband als gevonden zonder regressie.

3) Verband tussen de grafieken

Als we werken in een orthonormaal assenstelsel, dan zouden de grafieken van Y1 en Y2
elkaars spiegelbeeld moeten zijn t.0.v. de eerste bissectrice. Dit tonen we hier aan.

We laten de GRM eerst de grafieken van Y1 en Y2 tekenen:

YEMSTER
amin=-15H
amax=15H
Aschaal=168
Ymin=-15H
Ymax=13H
Yschaal=1#
ares=1

Via ZVierkant maken we het assenstelsel orthonormaal. We stellen inderdaad vast dat de ene
grafiek het spiegelbeeld is van de andere t.0.v. de eerste bissectrice:

GEHEUGEH WEHSTER

= 1a Amin=-227 . 41935
2iZoom I Amax=227 . 41935,
SeZoom Uit nechaal=16
4: Z0ecimaal Ymin=-15H

ZWierkant. Ymax=15H

' 2Standaard Yachaal=16
VZEon1o Ares=1
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8.6 De wet van Boyle

1) Omagekeerd evenredig verband tussen volume en druk

Het totale volume V =V, +V, =20+V, (in ml) zetten we in lijst L1. De bijhorende gemeten
druk p (in hPa) plaatsen we in lijst L2.

Als de zuiger niet ingedrukt of uitgetrokken is, is het volume 20 ml + 30 ml = 50 ml en de
bijhorende druk is 1013 hPa.

L3 is het product van de lijsten L1 en L2:

L1 L& L= 1 L1 L& Lz 1
En iniz EOgEn 4O 1:zBE Eognn
HE 110 L Ll sk 1450 EOrEn
4 1:zgE EOg0n LE g ]
=k 1450 L an H4E Eosan
S | AL
k rHE EiggE h ____________

Lit? =55 Li81=

De producten p.V in lijst L3 lijken inderdaad ongeveer dezelfde waarde aan te nemen.

Hieruit concluderen we dat er een omgekeerd evenredig verband bestaat tussen het volume en
de druk.

2) De druk in functie van het volume

De beste benadering van p.V vinden we wellicht door het gemiddelde te berekenen van de
getallen in lijst L3:

Jamilz2
] | =

50684,375

We kunnen hier dus stellen dat p.V =50684,375. Anders gezegd: p = v
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3) Machtsregressie

_ 50684,375 kunnen we ook schrijven als p =50684,375.V .

Door machtsregressie toe te passen op lijsten L1 en L2 zouden we een functievoorschrift
moeten bekomen dat in overeenstemming is met p = 50684,375.V . We gaan dit even na:

MachtsFe9 LiaL:z Hachtsﬁeg

We vinden: p =49431,15087.V %9028 \wat  vrij goed overeenkomt met het
functievoorschrift dat we in 2) bepaald hebben.
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8.7 Fruitvliegjes

1) Het logistisch groeimodel

We plaatsen het aantal dagen in lijst L1 en het aantal fruitvliegjes in lijst L2. We passen
logistische regressie toe en kennen de logistische groeiformule toe aan functie Y1.

Log9istisch
H=Tfi1+aE“i'bxm

We kunnen het verband tussen het aantal dagen t en het aantal fruitvliegjes A(t) dus
8001,52

voorstellen als: A(t) = )
® 1+158,63.e 0%

2) Maximaal aantal fruitvliegjes

tIim A(t) =8001,52 . We mogen dus stellen dat deze ruimte maximaal ongeveer 8000

fruitvliegjes zal kunnen bevatten.

3) Snelste aangroei

De snelste aangroei kunnen we situeren ter hoogte van het buigpunt. Immers, voor het
buigpunt is de logistische functie versneld stijgend en erna vertraagd stijgend.
We gaan op zoek naar het maximum van de afgeleide functie:

Flotl Flotz Flots WEHSTER

=21 5179992 | Emin=E 3.7

422-01+158. 63495 (| Amax=4H.7

427ARZe "~ -, 23388 | | Aschaal=5

32534880 Ymin=-12H

~ezBErumAf3aeleide|| Ymax=42A

LI Y=chaal=5H T R

“Ma= Ares=1 M=z1.PY4NE  Y=HMBE.10ZEL

We stellen vast dat de aangroei het snelst verloopt na ongeveer 22 dagen.
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We bewaren dat aantal dagen in geheugenplaats A, keren terug naar de logistische functie en
duiden het buigpunt aan:

~~+H Y1=B001. 547080z 22 1+l
21.74438721 [

n=el.AUNEEF YEH000 P EEE

Wanneer de aangroei maximaal is, zijn er ongeveer 4000 vliegjes, dit is de helft van het
maximale aantal.

Men kan bewijzen dat de grafiek van de logistische groeifunctie puntsymmetrisch is t.o.v. het
buigpunt.

4) Drie groeifasen

FASE 1: EXPONENTIELE GROEI

Er is gegeven dat het aantal fruitvliegjes zich in de beginfase om de drie dagen verdubbelt.
De eerste fase is dus een exponentiéle groei waarvan de groeifactor per dag gelijk is aan

1
2% =1,25992105 ~1,26. We mogen dus stellen dat het aantal fruitvliegjes in de beginfase
benaderd kan worden door: A, (t) =50.1,26" .

We laten de logistische en de exponentiéle functie samen plotten en zoomen daarna ook eens
in om de zaken wat meer in detail te kunnen bekijken.

Flakl Flakz Flokz

~W1B3@aEl . 5173932

4220 1+158. 63496

4237VEA2e™ -, 233EA

rEagd 235343500

wWeESE*] 26T

W= —
wHy= =B EEY YW=-BY4.525B1
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FASE 2: LINEAIRE GROEI

Bij het logistisch groeimodel is het middenstuk (het gedeelte in de omgeving van het
buigpunt) nagenoeg recht. Dat middenstuk kan dus goed benaderd worden door de raaklijn in
het buigpunt. We laten de GRM die raaklijn bepalen:

FHTH OFSL Y1=B001.E1708EZE 1+l
WisTek [

Zilidne

JiHorizontaal

d:illerticaal
Faaklidnc [
: TekenF

7ArCeer ~=H

B. OOCH+ -513Y.3

We kunnen het aantal fruitvliegjes in de middenfase dus benaderen door:
A, (t) =466,1t —6134,3 .We laten de logistische en de lineaire functie samen plotten en
zoomen daarna ook eens in om de zaken wat meer in detail te kunnen bekijken.

Flokl Flotz Floks
~N1E888]1 . 5173992
d22,01+138. 63496
3386

H=zH.M19148 Y=7ZEE.ZE4H

FASE 3: EXPONENTIEEL GEREMDE GROEI

De laatste fase in de aangroei van de fruitvliegjes treedt in wanneer het maximale aantal bijna
bereikt wordt. Om het voorschrift van de bijhorende functie op te stellen, zullen we gebruik
maken van het feit dat de logistische groeifunctie puntsymmetrisch is t.o.v. het buigpunt.

Het buigpunt heeft bij benadering als codrdinaat: (21,74 ; 4000).
We laten nu de logistische functie tekenen samen met de horizontale rechte door 4000 en de
verticale rechte door 21,74.

s (a, 8000-b) ». .-'-___
4 -J/.J.'/'\43,48 —a; 8000 - b)
i 21,74 ; 4000)

. _q___'- (a, b)
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Het beeld van een punt (a,b) onder de spiegeling t.o.v. het punt (21,74 ; 4000) kunnen we als

volgt bekomen:

¢ loodrechte spiegeling van het punt (a,b) t.o.v. de horizontale door 4000:
* het eerste codrdinaatgetal blijft behouden;
* et tweede codrdinaatgetal b wordt: b +2.(4000—b)=8000-b.

We komen dus in het punt (a,8000 —b) terecht.
e |oodrechte spiegeling van het punt (a,8000 —b) t.o.v. de verticale door 21,74:
*  het eerste codrdinaatgetal a wordt: a+2.(21,74—a)=43,48—-a;

* het tweede codrdinaatgetal 8000 —b blijft behouden.
We komen dus in het punt (43,48 —a,8000—b) terecht.

Als de exponentiéle groei in de beginfase kan weergegeven worden door y =50.1,26", dan
betekent dit dat de exponentieel geremde groei in de eindfase kan voorgesteld worden door:

8000 -y =50.1,26"*"* < y=8000-50.1,26%""

o y=8000-50126%% [ 1
126

< y=8000-1156328,703 . 0,7936507937"

We kunnen het aantal fruitvliegjes in de slotfase dus benaderen door:
A, (t) =8000-1156328,7 . 0,79365' . We laten deze functie samen met de logistische functie
plotten en zoomen daarna ook eens in om de zaken wat meer in detail te kunnen bekijken.

Flotl Flokz Flotl
FE37ERe"™ -, 2338H
rE429534 852 )
~We=DEk], 2eTE
EH’3=4E-E-. 1x-5134,

~YyBEEEE-1156328
« C L P3RS

n=h0;? Y=AZ5H.7EL3
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8.8 Astronomische daglengte

1) Sinusregressie

We plaatsen de dagnummers in lijst L1 en de bijhorende astronomische daglengte in lijst L2.
We passen sinusregressie toe en kennen de formule toe aan functie Y1.

L1 Lz Lz L1 Lz Lz 1
| 86667 | oo __ 03 1E.817

o 104 Zah 14167

Bi 1z.2E ZBE 12233

11z 14217 ZHE 10.3E

| fE e | EeE

03 iE.B17 e

Licii =21 L1z =

Sinkeda
u=g*=s 1kt bx+c ) +d
a=4. 12882741682
b=.81&7 736515
c=-1.330234d655
d=12. 1684 7A3ZE

We laten de puntenwolk samen met de functie plotten:

2) Bepalen van het functievoorschrift zonder regressie

We gaan op zoek naar een functie met als voorschrift y = a.sin[b.(x—c)]+d.

We bepalen eerst de evenwichtsstand d en de amplitude a.
Als periode nemen we 366 dagen. Hieruit berekenen we b.

cLeiga+lzcla2n s
+0

12, 23333333
Lzcea-0+AH
. ZBF3I33333
2~ 366+E
LH1VIEF1VE

De parameter c¢ zal ongeveer gelijk zijn aan de dag waarop de lente begint. Bijgevolg: ¢ = 81.

We vinden dus de functie y = 4,28333.sin[0,01717.(x —81)]+12,23333.

Om na te gaan of dit voorschrift (ongeveer) overeenkomt met het voorschrift bepaald door
regressie, zullen we de formule herleiden tot de vorm y = a.sin (bx +¢)+d:
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y = 4,28333.5in[0,01717.(x — 81)] +12,23333
&y = 4,28333.5in(0,01717.x —1,39077) +12,23333

Dit voorschrift verschilt niet zoveel van het voorschrift dat we met sinusregressie vonden.

Deze conclusie wordt ook door de GRM bevestigd: als we Y1 en Y2 laten plotten, vinden we
nagenoeg dezelfde grafiek.

AME] Flotz Flok:
~Y184. 188274
45+ 1n’ . @

™ =

3) Astronomische daglengte op 14 april 2008

14 april is de 105% dag van het jaar 2008.

Y1 01852
1.5.989929517

Yz 1832
15.24861H69

Volgens het regressiemodel duurt de astronomische daglengte op 14 april 13 uur 55 min.
Volgens het functievoorschrift dat we zonder regressie hebben bepaald, is die daglengte
13 uur 57 min.

Op de website http://www.astro.oma.be/ vinden we dat op 14 april 2008 de zon opkomt om
6 uur 50 min en ondergaat om 20 uur 37 min. De astronomische daglengte bedraagt dus
13 uur 47 min. We stellen een verschil vast van 8 en 10 minuten.

4) Het legseizoen van kippen

We zoeken de snijpunten van Y1 met de horizontale door 10:

=

A 7 A
Thi-FUNE l\-""'—-’ Thi-iFUnk H""—-’

n=he. 307771 =10 n=c88.B7166 V=10
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Dag 47 is 16 februari; dag 299 is 25 oktober.
We mogen dus stellen dat het legseizoen duurt van half februari tot eind oktober.

5) Gemiddelde toename van de astronomische daglengte

De gemiddelde toename van de astronomische daglengte tussen bijvoorbeeld 21 januari en 21

februari gelijk aan 10,4 -8,6667 _ L2(2) —L2(1)

31 CL2) - L)
Tussen 21 februari en 21 maart is dit 1225-104 _ L2(3)-L2(2) .

29 L1(3) - L1(2)

cLzo2r=LazilaarCL

1023=L1<122
5532139785

cLze3Ir=Lazi2anrrCL

1030=L1222
HEZTI31834

Met de functie ALijst( kunnen we nu gemakkelijk L3 met de gemiddelde astronomische

A Lijst(L2
daglengten genereren: L3 = # :
A Lijst(L1)
sl id 5+,-:|_3:-f¢.|_145 L1 Lz Lz x| L1 Lz Lz 3
Lol 1 B.6667 | N33 17 16.547 | -.0z=3
3 104 | .0az79 FiE 1cEi7 | -nEEE
Bi 1z.ze | CogEuY EEl 14457 | 0By
11z 14717 | gz L 17.7%% | -nGz@
1hz 1c.Bi7 | C0EzER O 10,36 | -0EyE
173 16.E17 | -nzEx ITH B.BEEF | -
Z0E 16817 | -0ERE ICH 7.8
Lzihi=, A559] 39784 | [Lzdz =

In lijst L3 hebben we dus de differentiequotiénten van de gegevens in lijsten L1 en L2
opgenomen. Lijst L3 heeft echter 1 element minder dan L1 en L2. Dit is logisch; de 12 data in
lijst L1 bepalen 11 intervallen waarover we een differentiequotiént berekend hebben.

Nemen we als x-codrdinaten de middens van de intervallen bepaald door lijst L1 (dus de
middens tussen de 21° van elke maand) en als y-codrdinaten de differentiequotiénten, dan
krijgen we een goed beeld van de gemiddelde toename van de astronomische daglengte per
maand.

Een maand heeft gemiddeld 30 dagen. We maken dus geen grote fout als we elk element van
lijst L1 met 15 vermeerderen en het laatste element weglaten:
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Li+15-+L1 L1 Lz Lz 1|1 Lz Lz i
FEE| 8.6667 | .05591 1BH 16.517 | -.0z3z

[T iy LJazEre clB 117 | -0EzE
Be 125 | 08344 o L iy167 | ~.0BEN
izr 1217 | 0EEEE cH 223 | -.hezh

iz
icr 1817 | .0ZEEB =in in.z .
iBE 1e.517 | ~.0Ezz iii B.BEE" | ~.0Ez8
ciH 1E.B1i7 | ~.0EE: 7Ok

Litr =35 Litiey =

Inderdaad: in de periode rond de 36 dag (5 februari) van het jaar kunnen we stellen dat de
gemiddelde toename van de astronomische daglengte ongeveer 0,05591 uren per dag
bedraagt, dit is 3 min 21 sec per dag.

In de periode rond de 280 dag van het jaar bijvoorbeeld (6 oktober) zal de astronomische
daglengte met ongeveer 0,0628 uren per dag afnemen, dit is 3 min 46 sec.

We laten de GRM de puntenwolk plotten en de regressiekromme bepalen. Het voorschrift van
de regressiekromme kennen we toe aan Y3:

Flotz  Floks Sinkeqa
11t J=z*=1ntbx+c 2 +d
grpe: B L dh =, 5914533485
oMb HIH | b=.A1661756541 L .
Alidstila L= 2rhras3aad
Ylidstilz d=1.17247H3E -4
Teken:ill + -

6) Toename van de astronomische daglengte per dag

De snelheid waarmee de astronomische daglengte dagelijks verandert, wordt voorgesteld door
de afgeleide van de functie Y1. We laten de GRM deze afgeleide plotten samen met de
puntenwolk en de regressieckromme van de gemiddelde toenames van de astronomische
daglengte per maand:

A Flakz Flobs P Y

xR BEI 14583475 AS2dd51 227
Sasksint  BlE61T7E Yy (Z2EHE
34121158+, 2TETES2 e N - BEe33523495
55854858 +1. 1724

rEZALSYYSE -4

~NyBrumAf9eleide

':'1"1 a :"‘:: :"‘::‘

Er is bijna geen verschil tussen de grafieken van Y3 en Y4!
Als we ons baseren op de afgeleide van Y1, wordt de dag op 5 februari met ongeveer

0,0524481227 uur, dit is 3 min 9 sec, langer.
Op 6 oktober verkort de dag met ongeveer 4 min 6 sec.
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Het is interessant leerlingen van de tweede en derde graad vertrouwd te maken met allerlei vormen van
regressie. Tegen de achtergrond van hun kennis over verschillende soorten functies, kan het opstellen van
regressiemodellen in zinvolle contexten een grote meerwaarde betekenen. Functioneel gebruik van ICT is
hierbij uiteraard aangewezen. In dit cahier wordt gebruik gemaakt van de grafische rekenmachine TI-84
Plus.

Alle regressiemodellen komen in dit cahier aan bod. Aan elk regressiemodel wordt er een hoofdstuk
besteed. Hierin wordt telkens een voorbeeld uitgewerkt en daarna worden er één of meerdere opgaven
aangeboden. De oplossingen van de opgaven zijn te vinden in het laatste hoofdstuk.

In de uitgewerkte voorbeelden en de opdrachten komen niet alleen regressiemodellen aan bod. Er is ook
heel veel aandacht voor probleemoplossend denken en efficiént gebruik van de grafische rekenmachine.

De moeilijkheidsgraad van de opdrachten varieert zodat de lezer in dit cahier inspiratie kan vinden voor
zowel wiskundig sterke als wiskundig minder sterke leerlingen.

GEERT DELALEEUW is pedagogisch vakbegeleider wiskunde in West-Vlaanderen, medewerker van T3
Vlaanderen en leraar wiskunde aan het Technisch Instituut Heilige Familie te leper.

April 2008

© 2008 Dit cahier is bedoeld als lesmateriaal, mag hiervoor vrij gekopieerd worden kﬁ TEXAS
en kan gedownload worden via de website www.t3vlaanderen.be. INSTRUMENTS
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