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Einfiihrung

Diese Sammlung von Arbeitsblattern fiir den Stochastikunterricht soll dazu anregen, die vielfaltigen
Moglichkeiten des TI-Nspire™ CX (GTR) auch im Rahmen des Stochastikunterrichts zu nutzen.
Die Auswahl der Blatter erfolgte nach dem Gesichtspunkt, mdglichst viele verschiedene Themen
aus dem Stochastikunterricht — insbesondere aus Sekundarstufe || — anzusprechen, bei denen die
Visualisierung der Ergebnisse wesentlich zum Verstandnis beitragen kann.

Durch die getroffene Auswahl der Beispiele werden auch die Starken des Rechners sichtbar, des -

sen Menu-Auswahl wegen ihrer Vielfalt beeindruckend ist. Damit diese Vielfalt aber nicht zum Pro -

blem flr den Anfanger wird, sind die Arbeitsblatter so angelegt, dass die abgebildeten Screenshots
eine Anleitung bieten, mit den Mdglichkeiten zurecht zu kommen.

Zu den besonderen Mdoglichkeiten des TI-Nspire™ CX im Rahmen der Stochastik gehort die Nut-
zung des Gerats,

— als Taschenrechner (Calculator) mit zahlreichen Optionen einschl. dem L&sen von Glei-
chungssystemen sowie dem numerischen Lésen von Gleichungen,

— als Funktionsplotter (Graphs) mit den Werkzeugen zum anschaulichen Lésen von Gleichun-
gen,

— als Tabellenkalkulationsprogramm (Lists & Spreadsheet) mit allen wichtigen Listenoperatio-
nen einschl. Regression,

— als Grafikprogramm zum Erstellen und Auswerten von Diagrammen der Beschreibenden Sta-
tistik (Data & Statistics)

Es wurde darauf verzichtet, das Eintippen von Tastenfolgen aufzulisten (die notwendigen Informa-
tionen entnehme man den herunterladbaren Handblchern); andererseits werden durch die ab-
sichtlich groRe Anzahl von abgebildeten Screenshots die erforderlichen Einzelschritte zur Lésung
eines Problems deutlich gemacht. Insofern kdnnen die Arbeitsblatter auch dazu dienen, bestimmte
Funktionen des Rechners kennenzulernen. Screenshots ersetzen an vielen Stellen auch Erklarun-
gen von Rechenvorgangen, da diese aus den Abbildungen enthnommen werden kénnen.

Die Arbeitsblatter kbnnen die Verwendung von Schulbiichern nicht ersetzen, da auf die Theorie
nur im geringen Umfang und keinesfalls umfassend genug eingegangen werden kann; aus Grin-
den des Umfangs musste auch eine Auswahl an Fragestellungen getroffen werden, die nicht alle in
den Lehrplanen enthaltenen Anforderungen abdeckt. Da jedoch sehr unterschiedliche Themen des
Stochastikunterrichts angesprochen werden, werden Anregungen fur weitere Einsatzmdglichkeiten
des Rechners deutlich.

Die Arbeitsblatter kdnnen grob den drei Bereichen

— Simulation,

— Wahrscheinlichkeitsrechnung und Beurteilende Statistik sowie
— Erzeugen und Testen von Zufallszahlen zugeoordnet werden.

Sie sind so aufgebaut, dass zunachst ein Problem (Beispiel-Aufgabe) gestellt wird, dessen Losung
anschlieBend mithilfe des TI-Nspire™ CX erfolgt. Am Ende eines Arbeitsblatts sind weitere Frage-
stellungen aufgefiihrt, die ahnlich wie die ausgefiihrte Losung bearbeitet werden sollen. Die Lésun-
gen der anfangs gestellten Aufgaben sind in der Regel so ausfihrlich, dass die Arbeitsblatter auch
zum selbststandigen Lernen eingesetzt werden kénnen; durch die Ubungsaufgaben ist eine Kon-
trolle des Gelernten moglich.

Viel Freude bei der Arbeit mit dem TI-Nspire™ CX!

Leverkusen, im Januar 2013
Heinz Klaus Strick
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Stochastik mit dem TI-Nspire™ CX
Arbeitsblatt Nr. 1 Heinz Klaus Strick

Simulation — Entwicklung von relativen Haufigkeiten darstellen

Mithilfe des Zufallszahlengenerators soll der 1000-fache Munzwurf simuliert werden.

Mithilfe der Meni-Option 3: Daten / 1: Folge erzeugen werden die laufenden
Nummern 1, 2, ..., 1000 erzeugt und in Spalte A unter dem Namen Ifd_nr abge-
speichert, dann mit randint(0,1,1000) 1000 ganzzahlige Zufallszahlen (Nullen und
Einsen) in Spalte B. Die kumulierten Werte der 0-1-Folge werden dann mithilfe
der 7: Listenoperationen in der Spalte C abgelegt. Das k-te Element der Spalte C
gibt also an, wie viele Einsen bis zum k-ten Wurf einschlief3lich geworfen wurden.
Die zugehorigen relativen Haufigkeiten der Anzahl der Einsen in Spalte D erge-
ben sich, wenn man in das Befehlsfeld den Befehl kumsum/lfd_nr eingibt.

= I Dazu o6ffnen wir ein Arbeitsblatt der Tabellenkalkulation Lists & Spreadsheets.

Im Data&Statistics-Arbeitsblatt wahlt man die Variablen fur die horizontale und
vertikale Achse (Ifd_nr bzw. relh) sowie die Fenstereinstellungen. Man kann den
aus 1000 Punkten bestehenden Graphen noch durch den zur zugehérigen Wahr-
scheinlichkeit p gehérenden Graphen f1(x) = 0,5 ergdnzen (Meni: Analysieren,
Funktion zeichnen).

[ 1: Aktionen
B2: Einfugen
1353; Daten

X 4: Statistik

= 1: Aktionen (A Nicht gespeicherte — = 1: Aktionen P
[=12: Einfugen ] | [ 2: Einfugen I
1%53: Daten Pk Fometum=In || |8 Daten B 1: Folge erzeugen
X 4: Statistik b|2: Datenerfassung oL Anfangswerte): 1 | L_M|| X 4 Statistik b|2: Datenerfassung b
~ 5: Wertetabelle Fuallen no: ﬁ =1 5 Wertetabelle = Fullen
] 4: Léschen I — 2 4: Loschen
|5 Zufallszahl B I* s I Zufallszahl b
6: Listen Mathematik P nStegil - j: Listen Mathematik
7: Listenoperationen  b| lf Begenzung:[ ||| [3: Zufallsbindm |: Listenoperationen  b|.
8: Ergebnisdiagramm I ——— 4: Zufallsnormal i Ergebnisdiagramm
9: SchnellGraph 3 |CL<‘| |AbbFUCh| 5: Zufallsstichprobe
A —
&

. =squen(n=randint(0|

1 = 5 Wertetat 1

[ 1: Liste kumul
2. Differenzliste 4hl Bl
3: Erweitern athematik
4: Matrix In Liste konvertieren  [GratioRenip|
5: Links diagramm

vi|| |6: Mitte .l ™
7. Rechts TP

2 E 1: Plot-T b

Beschriftung: kumsum 52| 1: Entfernen
ags k 3 /2 Verschiebbare Gerade hinzufugen
[t 1 2 chsenabschnitt bei O fixier
li"n (W 4. Funktion zeichnen
e ms- Unter Funktion nrafmeren
{#f 6. Regression » 0.404
B 7: Residuen b i
04 & 8: Wert zeichnen 0.254

m“[i mal PDF anzeiger T ! Ry v T T T
200 400 600 800
A\ A: Spur Modus ifd_nr

o4

e Fuhren Sie die Simulation eines 600-fachen Wirfelversuchs durch, und stellen Sie die
Entwicklung der relativen Haufigkeiten der Anzahl der Sechsen dar.
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Stochastik mit dem TI-Nspire™ CX
Arbeitsblatt Nr. 2 Heinz Klaus Strick

Simulation — Bestimmung der absoluten Haufigkeiten der Ergebnisse

Mithilfe des Zufallszahlengenerators soll das 600-fache Wirfeln simuliert werden.

Es soll ermittelt werden, wie oft die einzelnen Augenzahlen beim 600-fachen
Wirfen aufgetreten sind. Die 600 erzeugten Augenzahlen werden in Spalte A
abgelegt. Durch die Option SchnellGraph wird ein Sdulendiagramm erzeugt.
Wenn die Darstellungsform eines Histogramms gewahlt wird, entsteht automa-
tisch eine Haufigkeitsachse. Die Hohen der einzelnen S&ulen lassen sich ab-
lesen, indem man mit dem Zeiger Uber die Saulen fahrt. Zusatzlich kann zum
besseren Vergleich eine Parallele zur x-Achse mit der erwarteten Haufigkeit er-
ganzt werden (Menu: Analysieren, Funktion zeichnen) oder auch die Anzeige der
relativen Haufigkeiten in Prozent oder als Dezimalzahlen (Dichte).

Markiert man das Befehlsfeld und driickt die [a1]-Taste und dann die r-Taste,
dann erneuert man eine Simulation.

= 1: Aktionen b Ly *Nicht gespeicherte = 1| EAN R S g [Ynicht gespeicherte —  L11ED)
1)2: Einfugen b ]

1353; Daten I 1: Folge erzeugen bl 1: Folge erzeugen

X 4 Statistik bli2: Datenerfassung I X 4. Statistik bli2: Datenerfassung I
5 5: Wertetabelle P Fullen % 5; Wertetabelle #|3: Fullen

4: Léschen 4: Loschen

: Zufallszahl b
. Listen Mathematik p
k Listenoperationen k|
!|Mr| diagramm

5: Zufallszahl b
6: Listen Mathematik P
7: Listenoperationen k|
8: Ergebnisdiagramm

3: Zufallsbinom
4. Zufallsnormal

5: Zufallsstichprobe hnellGraph
Al [ 4]

2
8
4
2
5
1

™l
(<[>

1] 2 1 Punktdiagramm
{0 4 i
I.wurfeln 2: Box Plot (Kastchengrafik) I.wurfeln I~

crandntl, 3 Histogramm |-y
=randink [+ 4 Normal=Wahrscheinlichkeits Diagramm FnR
[# 5: Streudia ramm 2
6: XY -Linienplot I
& 7. Punktdiagramm l
.= = Balkendi agramm
& S Tortendiagramm Ii_
i 7 T ¥ ¥ § § § I

g s

§ 4

i -

g s i . L

h 10 2.5 40 55 1 ™ 40 25 40 55 r—‘ 0 2 4
=2 wirfeln Al | =2 |< | b wilrfeln Al [=2 wurfeln

’— EJ_»-/W Datenpunkte —MH

I.WU"feln !@ £2lx] = 100 Al 1: HistogrammmaRstab b1 -0
I=randint(1, 2: Sauleneinstellungen b
=

l;: ;."- 1: Alle Bezeichnt ||'~Z\"'I'\I3I Dichte
=7_
I 3

[5.500, 6.500) 97 Punkte

o F‘:—

Haufigkeit

Aml\)-hu'l

e

I.wurfeln e
-randlnt(1

-
g _
B
B
B

5.500,6.500) 16.17%

|:# 5: X-Variable hinzufugen
_l 6 -Ergebnisliste hinzufugen
l ;= 7: X-Variable entfernen

I i 8: Y-Variable hinzufligen
I_IE 9: Y- Ergebnlsuste hinzufugen

I = =\ ble entferne
0 2 4 6 = L 1en
=2 1 wurfeln l Al b Al |=2

* Fuhren Sie eine 400-fache Simulation des Wurfs eines regelmé&Rligen Tetraeders durch,
und bestimmen Sie die Haufigkeit, mit der die einzelnen Augenzahlen auftreten.

Haufigkeit

Amll\)-hu'l

2 4
wiurfeln

A
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Stochastik mit dem TI-Nspire™ CX

Arbeitsblatt Nr. 3

Heinz Klaus Strick

Experimente mit selbst beschrifteten Wirfeln

Ein selbst beschrifteter Wiirfel soll 600-mal geworfen werden.

Die Augenzahlen des selbst beschrifteten Wiirfels mit den Augenzahlen 0, 0, 1,
2, 3, 4 werden in Spalte A eingetragen (widef). Mithilfe der Daten-Option

5: Zufallszahl / 5: Zufallsstichprobe (randsamp) wird festgelegt, dass die Liste
von Daten aus Spalte A verwendet wird, um 600-mal eine Stichprobe zu ziehen
(Ziehen mit Zuricklegen).

Wie im Arbeitsblatt Nr. 2 beschrieben, kann die Haufigkeitsverteilung in Form
eines Histogramms dargestellt werden.

= 1: Aktionen
[= 2: Einfigen
1323: Daten

X 4 Statistik

1: Zahl

2: Zufallsinteger
3: Zufallsbinom
4. Zufallsnormal

=1 5 Wertetabelle

P
4 : I'versuch =
P 1: Folge erzeugen —randsam|
b|2: Datenerfassung b . 180
3 Fullen I 6 g
4: Léschen 2 2| ||€ 120
|: Zufallszahl b l 112
[ Listen Mathematik I I ” 60
: Listenoperationen k|
g Ergebnisdiagramm I 0 0
: SchnellGraph |~ & c I ™ & 2 4 B
[¥Th versuch:=randsamp(wﬁdel‘,600:! ‘ 4 | ||| B | versue| 4 versuch

Den Vergleich der Augenzahlen zweier selbst beschrifteter Wirfel kann man so
durchfuhren, dass man jeweils die Differenz der Augenzahlen notiert.

Im folgenden Beispiel ist Wirfel 1 mit den Augenzahlen 0, 0, 4, 4, 4, 4 mit Wrfel
2 verglichen, auf dem die Augenzahlen 2, 2, 2, 6, 6, 6 eingetragen sind. Da die
Differenz der Augenzahlen aus 600 Wrfen erheblich haufiger positiv als negativ
ausfallt, kann Wirfel 2 als ,,guinstiger” angesehen werden.

fell] <

B vitdef Bversuc.. Bwizdef Bversuc.. Iol (l Ewizdet Bversuc.. B 2 I! diff e 45% i
=randsam)| =randsam[' \ =randsam|=versuchq F I =versuch2 ]
) 0 4 2 6 i 2 6 2 2 £ 30%
2 0 4 2 2| I [ 2 2 2 2 AE
3 4 0 2 2| || & 2 2 2 3 21| ™ =]
4 4 0 2 2| || 2 2 2 4 2 ]
5 4 4 6 2| || 6 2 2 § 2 —
] A A c c S c e ~ [ v 20 2 4 B
E | diff. =versuch2—versuchl ‘ 4 ‘ M| || £ | diff:=versuch2—versuchl ‘ 4 | P || E | diffi=v| 4 diff

* Vergleichen Sie die EFRON’schen Wrfel miteinander. Untersuchen Sie dazu jeweils die
Haufigkeiten, mit denen bei dem einen Wirfel eine héhere Augenzahl féllt als bei dem
anderen. Die Wiirfel sind wie folgt beschriftet:

Wiirfel
Wrfel

1:0,0, 4, 4,4, 4, Wiarfel 2: 3, 3, 3, 3, 3, 3;
3:2,2,2,2,6,6; Wurfel 4:1,1,1,5,5,5.
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Stochastik mit dem TI-Nspire™ CX

Arbeitsblatt Nr. 4
Ziehen mit Wiederholung

Heinz Klaus Strick

Mit dem Zufallszahlengenerator des GTR wird das Ziehen mit Wiederholung simuliert.

auf r, dann werden

Befehl geldscht.

neue Zufallszahlen erzeugt.

Benutzt man den Zufallszahlengenerator randint, um die Lottoziehung zu simulie-
ren, dann kann es vorkommen, dass eine Zahl mehr als einmal gezogen wird, da
der Befehl einen Ziehvorgang mit Zuriicklegen simuliert.

Klickt man erneut auf das Befehlsfeld oder driickt man auf die [«1])-Taste, danach

Markiert man die erzeugten Zahlen, dann kann man diese sortieren, um einen
besseren Uberblick zu erhalten; durch den Sortiervorgang wird der erzeugende

=randint(1, =randint(1, =randint(1|=randin£(1| =randint(1, =randint(1, =randint(1, =randint(1, i b =randint(1, =randint(1, =randint(1, =randint(1,
b 35 35 28 23 41 18 12| EGI o9 T 17 56 i
I 27 a4 17 46 46 40 10 47 1:Ausschneiden
= . 2:Kopieren il 31
i 32 19 11 31 25 36 12 36 Einfuaen 31 17’
4 45 6 3 17 5 1 39 7 &Fulen . =
5.7 a4 23
5 34 23 44 23 20 20 23 19] | [||—:£elen 10schen
=l 6:Sortierg. 7 40| 5
AN _ A0 ) an ™M = 10 12 00 R A
; 7:Farbe
D |104:=randint{1,49,6) [4]»][21]=26 [ 4] ALLA6 =53 4

}— Datenverlust

~ Bereich al:a6 orRngion

| | Durch diesen Vorgang werden eventuell Daten = Sortieren nach i

= | in den aktuellen Spalten Uberschrieben. 27 IZ] 45

S | Mochten Sie fortfahren? 32 31

I ’

: — i

= @ HAbbrechen” . — 1_

W = —— 34 |2i|| “AbbruchH 23
E 40 43 7 40 Lla 40 40 | & ac A0 A4 ac ™
ArAs |=35 [ 4[| _aras [=35 [<[»] |22]=17 [4]»

* Simulieren Sie 20-mal das 6-fache Ziehen einer Lottozahl als Ziehen mit Zurticklegen.
Wie oft kommt es vor, dass mindestens zwei der ,gezogenen*” Lottozahlen

Ubereinstimmen?

* Bestimmen Sie mithilfe der Pfadmultiplikationsregel die Wahrscheinlichkeit, dass man
beim Ziehen mit Zurticklegen 6 aus 49 lauter verschiedene Zahlen erhalt.
Vergleichen Sie den berechneten Wert mit dem Ergebnis der Simulation.

» Die Ziehung der Glickszahlen beim Lottospiel 3 aus n soll mithilfe des randint-Befehls

20-mal

simuliert werden.

Bei welcher Anzahl n

ist die Wahrscheinlichkeit fur die

mindestens zweifache Ziehung einer Zahl kleiner als 10 %?

© Texas Instruments 2013
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Stochastik mit dem TI-Nspire™ CX
Arbeitsblatt Nr. 5 Heinz Klaus Strick

Ziehung der Lottozahlen — Simulation des Rencontre-Problems (1)

Um das Ziehen ohne Wiederholung zu simulieren, muss im randsamp-Befehl ein zusatzlicher
Parameter eingefuigt werden.

Verwendet man den randsamp-Befehl, um eine Zufallsstichprobe vom Umfang k
vorzunehmen (vgl. Arbeitsblatt Nr. 3), dann werden aus der vorgegebenen Liste

— Ziehungen mit Wiederholung simuliert, wenn man nur randsamp(Liste, k)
eingibt,

— Ziehungen ohne Wiederholung simuliert, also tatsachliche Stichproben, wenn
man zusatzlich den Wahrheitswert 1 eingibt: randsamp(Liste, k, 1).

Die Abbildungen zeigen, wie man die Lottoziehung simulieren kann.

= BEE

|m » *Nichtgespeicherte < mm

ht gespeicherte <

¥ 5zahien ® : : - .
=squen(rI=randsam|
1 33 1 20
2 38 2 33 k
L 41 3 24
4 4 4 30
5 28 5 29
3 c >3 (5 c c ~
lozahlen:=squen(rr‘rr‘u,‘{1,49}‘{1}P‘ 4 ‘ 4 =randsamplilnzahlen,6,1) ‘ 4 ‘ 4

» Simulieren Sie das Genueser Lotto, die ,Mutter” aller Lottospiele, mit 5 aus 90.

Werden alle Elemente einer vorgegebenen Liste gezogen, dann ist durch die
Stichprobennahme eine Permutation der Elemente der Liste vorgenommen wor-
den. Durch Kopieren des Befehlsfelds der Spalte B kann man mehrere Permuta-
tionen gleichzeitig sichtbar machen.

Betrachtet man die Differenz zwischen den Elementen der urspringlichen Liste
und der permutierten Liste, dann kann man an der Differenz 0 leicht erkennen,
wie viele Elemente an ihrer urspriinglichen Stelle stehen (Anzahl der Uberein-
stimmungen oder Rencontre).

*Nicht gespeicherte — L] ~ *Nicht gespeicherte —

e

|~ zahlen = I
* =seqgen(n=randsam)| =randsam|=randsam|

1 4 2 1 1 4 N2 1 5. % 4

2 1 1

3 3 0

4 2 2

3 5 4 1
) ~ & ™ v
zahlen:=squen(rr‘mu‘{ 1,5},{1},1} ‘ 4 ‘ » =randsampizal|len,5,l) ‘ 4 ‘ » =permu-—zahlen ‘ 4 | b

« Flhren Sie 60 Simulationen der Permutation von 5 Zahlen durch und bestimmen Sie die
Haufigkeitsverteilung des Merkmals Anzahl der Ubereinstimmungen mit der urspringlichen
Reihenfolge 1, 2, 3, 4, 5.

© Texas Instruments 2013 5/40




Stochastik mit dem TI-Nspire™ CX
Arbeitsblatt Nr. 6 Heinz Klaus Strick

Simulation des Rencontre-Problems (II)

Beim Weihnachtswichteln von 30 Personen kommt es vor, dass Person Nr. k das Geschenk
Nr. k zieht, also ihr eigenes Geschenk. Eine solche Ubereinstimmung bezeichnet man als
Rencontre.

Mit dem Zufallszahlengenerator erzeugt man 30 Zufallszahlen aus dem Intervall
[0; 1. Diese reprasentieren die Personen Nr. 1 bis Nr. 30. Solange die
Geschenke noch nicht weitergegeben sind, werden auch die Geschenke durch
diese Zufallszahlen charakterisiert (der Inhalt von Spalte B wird also durch den
Befehl geschenke := personen erzeugt). Dann werden die Geschenke dadurch
.sortiert”, dass sie aus dem Bescherungssack gezogen werden. Bildet man die
Differenz := personen — geschenke, dann tritt die Differenz 0 auf, wenn eine
Person ihr eigenes Geschenk zieht.

Man kann nun die Zahlen in Spalte C anschauen und tberprifen, ob die Diffe-
renz null auftritt, oder man visualisiert die Differenz mithilfe des Schnellgraphs,
wobei man die horizontale Achse zoomen muss, um die Differenz null von
betraglich kleinen Differenzen unterscheiden zu kdénnen.

mm el 1.1 (i3 1:Ausschneiden G *Nicht gespeicherte =
: T . B |2:Kopieren A : B . :
person... = Bl person.. g3 Finfugen = person... = gesch.. =differenz ™
| =rand(30)|=personen * :rand(30) =P84 Fillen =rand(30) =personen
il 0.405021 0.405021 TTTvvevwns 7ellen l6schen [

[l 0.405021 0.105835] 0.299187

I 0.232319| 0.110696 0.121622
i 0.105835| 0.117741 -0.011906
E 0.960654| 0.121997 0.838658
] ﬁ 0.222632| 0.138306 0.084327

O ~ollllalaTawlele]

=0 20018667801159

Bo.117741 0. TR

0.232319 7: ;
B80.121997 012w

0.105835
0.960654
ﬁ 0.222632| 0222632

A peronn: =mnf30) 4| p 1

&l 1.1 ‘ &l 11 ‘ *Nicht gespeicherte <
Igdifferenz’ﬁ B cerson. %) W®arerenz
=personen * :rand(30) =personen I=personen
0.299187 0.214989 -0.143092 e |
- 28| -0.700783
I 0.121622 0.222774, 0,643323
s B 0.007313
i-0.011906 0.259277 0.460546 E -0.007313
B 0539658 02750671  p 0] 2 0‘101861
0.3 0.
8 0.084327 sedae o o 0.324943 0.085834 % 0470000 0
& T T T v T 7 . L (i
> & -0.06 000 0.08 R 4 - as -006 000 0.06
C | differe| 4 differenz | C | differe| 4 differenz

* Fuhren Sie die Rencontre-Simulation fur 10 Geschenke mehrfach durch, und z&hlen Sie,
wie oft das Ereignis mindestens eine Ubereinstimmung (Rencontre) eintritt.
Tragen Sie die Ergebnisse anderer Simulationen zusammen und ermitteln Sie so einen
Schatzwert fir die zugrunde liegende Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis mindestens
ein Rencontre.

+ Bestimmen Sie einen Schatzwert fiir die Wahrscheinlichkeit fir mindestens ein
Rencontre beim Anordnen von 5 Zahlen. Bestimmen Sie auch die exakte
Wahrscheinlichkeit.
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Zufallsregen — Bestimmen eines Schatzwertes fiur 1

Mithilfe des rand-Befehls erzeugt man die x- und die y-Koordinaten von 500
Punkten im Einheitsquadrat (0 < X, y < 1). Der Abstand der Punkte vom Ursprung
wird mithilfe des Satzes von PYTHAGORAS berechnet (Spalte C).

Man kann dann uberprufen, wie viele von diesen Punkten einen Abstand vom
Ursprung haben, der kleiner ist als 1, indem man die Liste mit den Abstanden in
Spalte D kopiert und diese Liste sortiert. In der hier dargestellten Simulation zeigt
sich, dass 398 der 500 Punkte innerhalb des Viertelkreises mit Radius 1 liegen,
vgl. Abb. 3.

In der grafischen Darstellung des zugehérigen Data&Statistics-Arbeitsblatts sind
die 500 Punkte sowie der Viertelkreis mit Radius 1 abgebildet (vgl. Abb. 1).

bl <)

L%

= xkoord B m
| =rand(500,=rand(500mkoor|
il 0.087894| 0.842748 0.847319
H 0.224762| 0.360245 0.424611
H 0.457695| 0.686416 0.825016
l 0.394414/ 0.626012 0.739901
ﬁ 0.401169| 0.965706 1.04572

and(500; =rand(500 = ¥ (xkoor (
.388013| 0.486755 0.622482 0.8999633

!‘,548097 0.794446 0.965171 0.999929_
m‘.885216 0.571766 1.05381 1.0012
m‘,696299 0.298088 0.757422 1.0025_
m‘,571057 0.086827 0.57762 1.00445

=0.8473 1886774&5

000204060810 12 1416
xkoord

C | abstand: =J xkoord > +ykoord> D1.D500

* Bestimmen Sie den Anteil der Punkte, die innerhalb des Viertelkreises liegen.
Welcher Schatzwert ergibt sich hieraus fur m?

* Wiederholen Sie die Erzeugung der Zufallspunkte und die Abfrage, so dass Sie
insgesamt 1000 Punkte im Einheitsquadrat erzeugt haben. Welcher Schatzwert fur 1t
ergibt sich jetzt?

Machen Sie eine Prognose (Sicherheitswahrscheinlichkeit 95 %): Mit welcher relativen
Haufigkeit wird ein Zufallspunkt im Viertelkreis liegen, wenn

n = 2000:
n = 3000:
n = 4000:
n = 5000:
n =10000:
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Das klassische Geburtstagsproblem

Wie groR} ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter n zufallig ausgewahlten Personen mindes-
tens zwei am gleichen Tag Geburtstag haben? Wie grol3 muss n gewéhlt werden, damit es
sich lohnt darauf zu wetten?

_ Zur Losung der Frage betrachtet man das Gegenereignis Die n Personen haben
' I lauter verschiedene Geburtstage. Die Wahrscheinlichkeitsberechnung kann dann

iterativ erfolgen. Im Lists&Spreadsheet-Arbeitsblatt wird zunachst in Spalte A die
Anzahl n der betrachteten Personen als Zahlenfolge erzeugt (hier: von 1 bis 50),
dann in Spalte B die Rekursionsformel fur die Berechnung der Wahrscheinlich-
keit fir das Gegenereignis:

P(n Personen haben verschiedene Geburtstage) = 365 564 5’63 . 5366 N ,
365 365 365 365

was zur Rekursionsformel fir den GTR fuhrt:
366 —n
365

Verwendet man in der Rekursionsformel die Dezimalzahlen 365. und 366., dann
werden die Wahrscheinlichkeiten als Dezimalzahlen angegeben.

u(n) = Ou(n-1), n 011, 2, ..., 50}

Die grafische Darstellung des zugehdrigen Data&Statistics-Arbeitsblatts zeigt die
Abnahme der Wahrscheinlichkeiten. Aus dem gezoomten Koordinatensystem
kann man ablesen, dass fur n = 23 die Wahrscheinlichkeit flr das Ereignis n
Personen haben verschiedene Geburtstage kleiner ist als 50 %, d. h. die Wahr-
scheinlichkeit fir das Gegenereignis Unter n Personen haben mindestens zwei
am gleichen Tag Geburtstag ist dann grof3er als 50 %.

~
1 1 I 1 1
2 2| 364/365 2 2 099726
: 3/132132/1... g 3 0.9917%
4 44783178.. 4 4 0983644
Clagnsan V[Q el W o e LY 4 7!97 [z
{366—1'1 fo g {366__" ; | — T T T T T T T T T
B wahrsth:=squenL = uln=1)np B wa.hrsch:=squenL = uln-1)m» 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
365 [4]» 365, 4[], Ifd nr
* Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach n Wirfen KR *Nicht gespeicherte < £/

mit einem regelmafigen lkosaeder mindestens eine Augen-
zahl doppelt gefallen ist? Von welcher Anzahl n lohnt es
sich darauf zu wetten? Wie wirde ein vorsichtiger Wetter
verfahren?

* Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter n zufallig
ausgewahlten Personen mindestens zwei im gleichen 0.0
Monat Geburtstag haben? Wie groR muss n gewahlt 14 16 18 :‘gd' 2 24 26 29
werden, damit es sich lohnt darauf zu wetten? =
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Simulation des Geburtstagsproblems

Beim klassischen Geburtstagsproblem geht es allgemein um die Giberraschend schnelle
Wiederholung von Zufallszahlen (sogenannte Kollision).

Am Beispiel des Dodekaederwurfs kann man demonstrieren, dass die Wahr-
scheinlichkeit fur eine Kollision bereits fir n = 5 groRer ist als 50 %.

Dazu werden mithilfe des Zufallszahlengenerators 13 Dodekaederwirfe simuliert
(denn spéatestens nach 13 Wirfen muss es eine Wiederholung geben) und in
Spalte B eingetragen. In Spalte A wird die laufende Nummer notiert.

Um eine neue Simulation durchzufiihren, muss das Befehlsfeld der Spalte B
angeklickt und («]-r eingegeben werden; die zugehdrige Grafik &ndert sich dann
automatisch.

Die grafische Darstellung erfolgt in einem Koordinatensystem, in das zuséatzlich
noch Parallelen zur x-Achse eingetragen sind (als Graphen von konstanten
Funktionen; der Funktionsterm wurde entfernt).

*Nicht gespeicherte < mm | . ~ mm

A

=seq_gen(rI=randiRt(1|

1

= - z
dodeka =randint(1,12,13) [4]» Ifd_nr

D

» Erlautern Sie, wie man an den Darstellungen erkennen kann, ob und wann eine
.Kollision* eingetreten ist.

» Die Wahrscheinlichkeit, dass bereits nach funf Wirfen eines Dodekaeders eine Kollision
eingetreten ist, betragt 61,8 %. Vergleichen Sie diese Wahrscheinlichkeit mit der relativen
Haufigkeit, die sich aus 20 Simulationen ergibt.
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Simulation des Sammelbilder-Problems

Beim klassischen Sammelbilder-Problem geht es um die Frage, wie viele Versuche bendtigt
werden, bis alle Sammelbilder einer Serie gezogen worden sind. Um die Wahrscheinlichkeit
zu bestimmen, dass man genau k Versuche bendétigt, bis jedes der n gleich-wahrscheinlichen
Ergebnisse eines Zufallsversuchs mindestens einmal aufgetreten ist, sind aufwéndige Rech-
nungen erforderlich (vgl. Arbeitsblatt Nr. 38).

Am Beispiel des Hexaederwurfs kann man sich verdeutlichen, dass in der Regel
mehr als 12 Wirfe bendtigt werden, bis jede der Augenzahlen mindestens einmal
aufgetreten ist. Dazu werden mithilfe des Zufallszahlengenerators 20 Hexaeder-
wurfe simuliert und in Spalte B eingetragen. In Spalte A ist die laufende Nummer
notiert.

Die grafische Darstellung erfolgt in einem Koordinatensystem, in das zuséatzlich
I - | | noch Parallelen zur x-Achse eingetragen sind (als Graphen von konstanten
J Funktionen; der Funktionsterm wurde entfernt).

~ 1l g 1. . < 1 *Nicht gespeicherte = mm

L 1 = - ©-8—8— 5 — e e66—e —6—6-
- 5 Til oo —@ T4 e & ¢
2 2 4 2 le & 5 & o0 ——
ﬁ 3 2 = 2 = S e—¢ |- 2—e S
4 4 — = =
5 5 6 4 g
= = T T T T T T T T T T T T T T T T T T
= = s ‘ = 2 4 6 8 10 12 14 16 18 2 4 6 8 10 12 14 16 18
B | hexaeder:=randint{1,6,20) [ 4 [ b Ifd_nr Ifd_nr
*Nicht gespeicherte — mm d 1. *Nicht gespeicherte — mm

= &—e 5 & — 5 = -
T 4re e— (3 ¢ e 24 ©—©
3] © 3]
x x e 00— |x e e €
€24 s o e o ¢ 24e e = <218 &

—© © © e ©

0 0 0
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 2 4 6 8 10 12 14 16 18 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Ifd_nr Ifd_nr Ifd_nr

» Bei welchen der dokumentierten Beispiele liegt nach 20 Wrfen eine vollstandige Serie
vor?

* Fuhren Sie die Simulation des 20-fachen Wirfelns 50-mal durch und Uberprifen Sie,
wie oft nach 12 Wurfen [15 Wiirfen, 18 Wirfen] eine vollstdndige Serie vorliegt.
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Hypergeometrische Verteilung — Wahrscheinlichkeit flr Lotto-Gewinne

Die Wahrscheinlichkeit, im Lottospiel 6 aus 49 genau k richtige Tipps zu haben, betragt

6) ( 43
P(X =k) :[kjtgg"‘]. Binomialkoeffizienten werden mithilfe des nCr-Befehls erzeugt.

6

In Spalte A werden die méglichen Werte der Zufallsgréf3e X: Anzahl der Richti-
gen eingetragen (hier als Folge erzeugt) , in Spalte B wird die zugehorige Wahr-
scheinlichkeit berechnet, indem man im Befehlsfeld den Term eingibt (in Spalte
C die Wahrscheinlichkeiten als Dezimalzahlen).

Der Erwartungswert einer Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnet sich als
Summe von Produkten aus benachbarten Zellen der Spalten A und C. In Spalte
D werden die Produkte gebildet, die Summe der Elemente von Spalte D ist in
Zelle E1 angegeben. Im Mittel kann man 0,73 Richtige erwarten!

Die grafische Darstellung erfolgt als Histogramm. Geht man mit dem Zeiger tber
Ij die Rechtecke, dann kann man die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten ablesen.

*Nicht gespeicherte < mn

. =seqgen(n=ncr(6,Ifd_=hyp*1. : d
0435461/9.] 0.43595] | =
2 1/68757/16... 0.413019 2 Ergebnistste: [ nyp_sez ) |
el 244075/33.. 0132378 3 Anzeige Ein:
4 38815/499.. 0.01765 4 (o] (o]
5 4645/6658... 0.000969 5 —
£ A2 02208 falaTalaTal Ie] ™ A £ 4202208 [aWalalaTaklel
€1 | =0.43596497551169 |4 v ]l e[ hyp_dez=hyp 1.

| Bhp ®hyp_dez = prod

1=ncr(,fd_=hyp*1.  =Ifd_nr*hy
| 4354519, 0.435965 0] 0.73a654]
B 68757/16., 0.413019) 0.413019
B 4407573, 0.132378 0.264756
B 8s15/400., 001765 0.052951
Bl 645/6658.., 0000969 0.003874

il 1212902 | n nnnndol n nnnnon il

E1 | =sumldz.a7) [4]»

¢ Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler beim Austeilen der Karten im
Skatspiel 0, 1, 2, 3, 4 Asse erhalt.

* In einem Kurs sind 15 Madchen und 10 Jungen; eine Stichprobe vom Umfang 5 wird
genommen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fir die méglichen Zusammen-
setzungen der Stichprobe.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Stichprobe reprasentativ, d. h., werden
genau 3 Madchen und 2 Jungen gezogen?
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Binomialverteilung — grafische Darstellung

Binomialverteilungen sind als statistische Verteilungen im Menu aufrufbar.

Wenn man die vollstandige Verteilung haben mochte, muss man in Spalte A die
maoglichen Werte von k erzeugen (als Folge der naturlichen Zahlen von 0 bis n),
in Spalte B tber Meni 4: Statistik / 2: Statistische Verteilungen zu D: Binom Pdf
die zugehorigen Werte der Verteilung.

Die grafische Darstellung erfolgt als Punktdiagramm. Geht man mit dem Zeiger
Uber die Punkte, dann kann man die zugehdérigen Wahrscheinlichkeiten ablesen.
Wenn man die Verteilung als Ergebnisdiagramm in Form eines Histogramms
darstellen méchte, muss beachtet werden, dass die Einstellung der Saulenbreite
(= 1) und der Ausrichtung (= Lage des ersten Rechtecks) stimmt (um in dieses
Menl zu kommen, muss man auf (] und MenU tippen = Maus-Rechtsklick).

A = [
Formel: u(n)= | L M9 Invers x2... —~
oramgswercer[o || W [AF Pt TENTI | ep—
2 o | I || 28558 reungen.. p| [l 2 Voo
I " CilnversF.. valle. .. » Wahrscheinlichkeit, p:
e ] e
I nStep: ﬁ E:Binom Cdfr... B (apticitd)
| Beglenzung [ || ||| |F: Geometrische Pdf... | | i |?|| '\:\bb,uch|
5 = G:Geometrische Cdf... L
|o | |abbruch| |l |H:Poisson P... ~ >
A —h =l | » | |I: Poisson Ca... [4]»

(X Nicht gespeicherte =

‘ .anzerf _J— I 0.18. ® F-J_SJ2 Einflgen I [
=squen(r|=binompd1 i (VNP 1353: Daten B{1: Folge erzeugen

L N 1 X 4: Statistik k{2 Datenerfassung b

0| 0.000037 o 0124 2 o 15 Wertetabelle P2 Fullen

I 1| 0.000487 % : & (5,0.074647) 2 1/ 0.0004|4: Léschen

2 2| 0.003087 0.06 2 0003q5 Zufalszahl
] . ® @ 6: Listen Mathematik p

: 3| 001235 1 @ ® 7: Listenoperationen P

5 4 0034991 0.00+

(&1 c nn7AcA7 v

B | binwk =binompdr{20,0.4) [«]»

*Nicht gespeicherte < (] ;1,717 »  *Nicht gespeicherte —
x x
S H [500¥=TE 00) 0.0746
35 0.16 b= ]
0.064
0.08 ]
0.00 0.00 ,
0 4 8 12 16 20 24 4 8 12 0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20

==] anzerf anzerf anzerf

* Bestimmen Sie die Binomialverteilung fir n =50 und p = 0,3 und stellen Sie diese mithilfe
eines Histogramms dar.
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Formel zur Berechnung des Erwartungswerts einer Binomialverteilung

Der Erwartungswert pu einer ZufallsgroRRe ist allgemein definiert als das mit den Wahrschein-
lichkeiten gewichtete Mittel der Werte der Zufallsgrof3e, bei Binomialverteilungen also als

U =E(X)= ik [binompdf(n, p,k) = ik EEEJ [p“ [@1-p)™™

Dies stimmt auch mit dem Maximum der Verteilung tUberein (in das Punkte-
diagramm ist zusétzlich noch die Gerade mit x = 80 eingezeichnet).

Der Erwartungswert der Binomialverteilung mit n = 200 (vgl. Zelle A1) und p=0,4
(vgl. Zelle A2) berechnet sich als Summe von Produkten aus benachbarten
Zellen der Spalten B und C. In Spalte D werden die Produkte gebildet, die
Summe der Elemente von Spalte D ist in Zelle E1 angegeben. Im Mittel kann
man 80 Erfolge erwarten, was gemal der Haufigkeitsinterpretation der Wahr-
scheinlichkeit plausibel ist.

Hinweis: Der Erwartungswert einer Binomialverteilung kann auch direkt mit dem
Calculator berechnet werden.

=squen(r1=binompd1

=seqger =binompdf =anz*biny

0/4.26825€.. ¢
1/5.691e-43

04.26825E... 0.
1 5.691e-43/5.691€-...

23.77503E...
3/1.66101E...

2.3.77503E..7.55006...
31.66101€...4.98304...

4/5.45366E..

45.45366€..2.18147..

L4 495059

Z 49240

1
2
3 /2 Versch|ebbare Gerade hlnzufugen
4 ieren

5 /\J & Furiciion zelehoen

0

{iA\5: Unter F

[¥f 6: Regression )

|1_/‘I f iduen »

PN = Wert zeichnen

Normal PDF anzefgen

A%, A: Spur Modus

vl =80
kL g (e ncrl200,- (0.4)%- (0.6)200-4)
0.045] o|%
e o
2 0.030] o | S A 80.
o (2]
0.015.] e e 200 80.
j 'Z“ (- binomPdf{200,0 4,k))
0.000
B T T T T T T T k=0
40 60 80 100 120 T
anz 2/99

» Berechnen Sie fur verschiedene Werte von n und p
jeweils den Erwartungswert E(X) gemaf3 Definition und
bestétigen Sie so die gultige Berechnungsformel:

=seqgel =binompdf =anz*biny

H=EX)=n"-p. 0/1.48807E.. 0.
13 112.2321€-... [2.2321E...
Beachten Sie: Zur Berechnung missen nur die X 2/1.66849€...3.33699...
Werte in den Zellen A1 und A2 geédndert werden. 38.28686¢...2.48606...
4.3.0765€-...1.2306E...

clnanca A CCoN4 (W

Ar.A2 ]300 [«]»
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Kumulierte Binomialverteilung

Die kumulierte Binomialverteilung entsteht durch Kumulieren der Wahrscheinlichkeiten der
Binomialverteilung.

Mdoglichkeit 1: Man berechnet zunachst die Werte der Binomialverteilung
(binompdf) und kumuliert dann diese Wahrscheinlichkeiten (direkt den Befehl
cumulativesum eingeben oder tber den Daten-Befehl 7: Listenoperationen /
1: Liste kumulierter Summen, vgl. Abben. 1 und 2.

Moglichkeit 2: Man gibt den Befehl binomCdf direkt ein, vgl. Abb. 3.

theoretisch alle Werte 0, 1, ..., n annehmen kann, dass aber Ergebnisse in der
N&he des Erwartungswerts die grof3ten Wahrscheinlichkeiten haben (am
kumulierten Graphen daran zu erkennen, dass die Wahrscheinlichkeiten in einer
vergleichsweise kleinen Umgebung um p von der kumulierten Wahrscheinlichkeit
0 auf die kumulierte Wahrscheinlichkeit 1 anwachsen.

Der abgebildete Graph zeigt, dass die ZufallsgroRe X: Anzahl der Erfolge zwar

. Man beachte: Ruft man den binomcdf-Befehl Gber das Meni auf (4: Statistik / 2:
£ Statistische Verteilungen / E: BinomCdf), dann erscheint eine Eingabemaske, in
man eine untere und eine obere Intervallgrenze eingeben muss. Gibt man den
Befehl direkt ein, dann kann man eine untere Grenze eingeben, muss es aber

nicht. (Um Intervall-Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen, muss man also nicht wie
bei anderen Rechnern Differenzen bilden.)

E 1: Aktionen 4]~ R *Nicht gespeicherte <
1_§ E:tf:: = il Banz  Skumbin =

;4 Statistik =Sque=binompdf(a1l=cumulati L =Squen(rI=binomcd1
=" 5 Wertetaballe bl 250 0| 1.88153e-39 1.88153E... ‘ 250 0/1.88153€...
‘: T 03 1 201592637 2.03473.. E 12.03473¢...

. Difterenzliste
3: Erweitern 2| 1.07564&-35/1.09598E... ﬂ 2 1.09598E...

i s 3 3.81083e-34.3.92043¢... 4 313.92043..

5: Links 4/ 1.00851e-32 1.04771E... || ﬁ 41.04771€...
6: Mitte [ T Lo T~ - P L e B o B il [ e ke ™
7: Rechts kumbin: =cumulativesum({binw) ‘ 4 | b | | €| kumbin: =binomcdfia 7,22 anz) ‘ '1 ‘ 2

binomCdf{250,0.2,80) 0.777241

binom Cdf!, 250,0.3,60,80) 0.762504
: binomCdf250,0.3,59) 0.014737
0.0 ] 4 0.0 ;mJ
T T T T T T ¥ T ¥ T T T ¥ T T T T T ¥ T T T T T T —‘
0 40 80 120 160 200 240 45 55 65 75 85 95 105 ™
anz N anz N 3/99

* Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fir

n =200, p=0.4:

P(70 < X < 85) = P(X > 75) =

P(X < 90) = P(X 2 81) =
P(X<78) = P(75< X <85) =
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Optimierungsproblem mit zugrunde liegender Binomialverteilung

Wegen der Kapazitat der eingesetzten Flugzeuge kdnnen fir eine bestimmte Flugverbindung
maximal 92 Platze gebucht werden. Dennoch nimmt die Fluggesellschaft mehr Buchungen
an, da im Mittel 10 % der Buchungen nicht wahrgenommen werden. An jeder Buchung ver-
dient die Fluggesellschaft 50 € (auch bei den Fluggéasten, die nicht erscheinen, denn diese
mussen eine No-Show-Gebihr zahlen). Falls eine Buchung angenommen wurde, aber der
Passagier nicht mitfliegen kann, muss nach EU-Recht eine Entschadigung von 250 € gezahlt
werden. Bei welcher Anzahl von Buchungen ist der Gewinn der Fluggesellschaft maximal?
(Aufgabe entnommen aus Elemente der Mathematik)

Das Tabellenblatt wird so angelegt, dass die Anzahl der angenommenen
Buchungen in Zelle al eingetragen wird, z. B. 100. In Spalte B wird eine fort-
laufende Nummerierung erzeugt, und zwar tber 100 hinaus, damit die Anzahl
der vorgenommenen Buchungen auch erhéht werden kann (vgl. Abb. 1).

In Spalte C wird die Wahrscheinlichkeit dafur berechnet, dass genau k
Buchungen tatsachlich durchgefuhrt werden; fur k = al ergibt sich die Wahr-
scheinlichkeit O (vgl. Abben. 2 und 3).

In Spalte D wird der Gewinn berechnet, und zwar fur k < 92 durch G(k) =k - 50
und fir k > 92 durch G(k) =k - 50 — (k — 92) - 250; diese Definition wird jeweils in
Zelle d1 bzw. d94 eingegeben und mit drag&drop auf die tiefer liegenden Zellen
Ubertragen. In Spalte E wird dann das Produkt von Gewinn und zugehdoriger
Wahrscheinlichkeit berechnet, und die Summe in Zelle a2 sichtbar gemacht.

Durch Variation der Werte in Zelle al findet man heraus, dass der grol3te Gewinn
bei n = 99 angenommenen Buchungen zu erwarten ist.

N % watwsch ®gewinn l i e % watwsch ®gewinn e . i % watwsch ®gewinn
|=ser|gtr1rrl binarmpd =seugtmr|=hnnnmn5‘ seugtmrl hlnnmnE‘ =seqgenin=binampdt
100 0 1100 0 100 0 1100 0 = - 100 0 1.e100] 0
- - - - 99 0000295 2850, || fm - L d
47561 1 9e08 50 47561 1 9e08 50 01 47561 1 9e98 50
—— - = 100/ 0.000027 2600 : i —— |
B 2/4.0095¢- 100 | B 2/4.0095¢- 100, u = — || § 2/4.0095¢- 100,
= Py = = Py ( 0 250 = Py =
H 31 17673 150 H 31 17673 L | H 31 17673 150
= | — 102 0. 2100 — |
[ 42,5727 2004 | @ 4257272 = 4257272 200
-t 10‘ 1’- L 4 A4CCT, -~ o W5
-[m -nqgmfnnu{b 110}{0} 1) [ 4/ h | -[wnh'n'hnhmﬂmpd.ﬂﬂfﬂ'lnn! 4 h | wnh'n'h«hir-ﬂmpd.ﬂﬂfﬂ'lnn! 4 h | -M' o [ 4|» |
- l IRR

™ ol rd‘-n'lnn o
b 1qurn (N =binormpdt =wahrsch]

=gengenin=binompd!

=gengenin=binompd!

91 0,130416 0 & | 0 1100 0
= 92 0114823 50 45696 1 see 50
w 93 0.8 100 4 0095e- 100
95 94 0,05 150 1 7681%¢ i 150
F a5 0033966 3950 | 2005145436 | 200/ |
[ Dod [=92 50-2%8 bwe=93) e .| P Talv]

" wahrsch ® gewinn
=gengenin=binompd!

watrsch = gewinn l (i

% atwsch ® S gEwinn l (i
=gengenin=binompd!

=gengenin=binompd!

0 1e98 0 ) 0 0 1.e-101 0
1| 8.82e96 50 1 88 50 N 33 1 9.0%9:50 50
3 1007 239 0o | M 2 4.0805¢- 100
15(:' { 15(, { H k 311,21488¢ 150
42 46981e | & 42678816 200/ |

—mem —— g

4 '| A2 -wm[]l"nl:' - 4 '| A2 -wm[]l"nl:' - . [‘ '|

» Bestimmen Sie die optimale Anzahl von akzeptierten Buchungen fir eine Maschine mit
200 Platzen.
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Stochastik mit dem TI-Nspire™ CX
Arbeitsblatt Nr. 16 Heinz Klaus Strick

Mindestens ein Erfolg bei einem n-stufigen B ERNOULLI-Versuch

Das Ereignis Mindestens ein Erfolg ist das Gegenereignis zum Ereignis Lauter Misserfolge,
d. h. zum Ereignis Kein Erfolg.

Beispiel: Wie oft muss ein Wiirfel mindestens geworfen werden, damit mit einer Wahrschein-
lichkeit von mindestens 90 % mindestens eine Sechs gefallen ist?

Die Wahrscheinlichkeit fir keinmal Augenzahl 6 beim n-fachen Wiirfeln ist
P(X =0) = (5/6)".

Daher betrachtet man den Graphen der Funktion f1 mit f1(x) = 1 — (5/6)"; sowie
den Graphen der vorgegebenen Sicherheitswahrscheinlichkeit f2 mit f2(x) = 0.9
und bestimmt mithilfe der Option 6: Graph analysieren / 4: Schnittpunkt die
gesuchte Mindestanzahl: n = 12.6, d. h. n = 13.

Alternativ erstellt man eine Wertetabelle mithilfe der Tabellenkalkulation
Lists&Spreadsheet. Man kann ablesen, dass fur eine Stufenzahl von n = 13 die
vorgegebene Wahrscheinlichkeit von 90 % Uberschritten wird.

Als weitere Alternative bietet sich die Verwendung des numerischen Gleichungs-
|6sers (Meni: 3 Algebra / 1: Numerisch I6sen) an, durch den die Losung
n = 12.63 gefunden wird.

k 1: Aktionen Ir *Nicht gespeicherte < mm { | 1.2 3 *Nicht gespeicherte < mm
m‘ . i A — i ] N
W 2: Ansicht : . 4 Mstufenzahl  Hwik &
#3: Graph-Eingabe/Bearbeitung P W =seq(n,n,1,50) =1-(5/6)"stufenzahl
% 4: Fenster Moo (126 0.9) fg)x )
A%, 5: Spir wl . (5Y , 112.6,0.9) m‘r'\=1—|3\ 10 0.838494
\;j 6 Graph C';.g.':m 1: Nullstelle S 16 1 0.865412

fin 20 Minimum

7: Tabell§ ™ ;-
o~ 3 Maximum ] f2lx/=0.9 12 i
::‘g: S;n;n £ Schnjipunk 13| 0.906536]

11 9: Einste (5 dy/dx 14 K).922113

| b= 6 Integral 94 " 5 ac A ozenne ~
5 5 |© 7: Analyse von Kegelschnitten | [5 s T T T K =g || B13 |=0.90653612101282 [4]»

fcin

‘ =09,n
/ |

i
nSc>1ve|l 1—|

16

1799

* Untersuchen Sie, wie oft man mindestens ein regelméafiiges Ikosaeder (das ist ein
20-flachiger regelmafiger Korper) werfen muss, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 95 % mindestens einmal Augenzahl 1 auftritt?
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Stochastik mit dem TI-Nspire™ CX
Arbeitsblatt Nr. 17 Heinz Klaus Strick

Formel zur Berechnung der Varianz einer Binomialverteilung

Die Varianz V(X) einer Zufallsgrof3e X ist allgemein definiert als die mittlere quadratische
Abweichung der Werte der Zufallsgré3e vom Erwartungswert p, bei Binomialverteilungen

also durch V(X) = Zn:(k — {)? binompdf(n, p,k) = Zn:(k —H)? EEEJ [p* [1-p)"™

k=0 k=0

Die Varianz der Binomialverteilung mit n = 250 (vgl. Zelle A1) und p=0,4

(vgl. Zelle A2) berechnet sich als Summe von Produkten, die aus benachbarten
Zellen der Spalten B und C berechnet werden. In Spalte D werden die Produkte
gebildet, die Summe der Elemente von Spalte D ist in Zelle E1 angegeben.

Die Varianz berechnet hier als V(X) = 60.

. Hinweis: Die Varianz einer Binomialverteilung kann auch direkt mit dem
i Calculator berechnet werden.

=seqger =binompdf =binw*(ar

1 250 03.44995¢..3.44995.] 60

=sque1=bin0mpdq=binw*(a|
1 250 013.44995¢.,3.44995", 60,

=seqger =binompdf =binw*(ar

1 250 013.44995¢..3.44995.. 60,

i 0.4 15.74991€..5.63549... 04 15.74991€e...5.63549.., i 0.4 15.74991€...5.63549.,
W 100. 24.77243€../4.58344... 100. 214.77243€...4.58344.., E 100. 24.77243€../4.58344...
E 3 32.63014€¢..2.4747¢.. 32.63014¢..2.4747¢.., E 32.63014€¢..2.4747¢..
ﬁ 4.1.08274€../9.97853... 4/1.08274€..9.97853... ﬁ 4.1.08274€../9.97853...
5 __£ o cc42a. 2 oncd ™
abw: =binw- (anz—ai}z { 41 b E1 |=sumlabw] [T{ b

20
g l{x-100)2 ncr250,4)- (0 4% (0 6125
k=0

60.

™
2/99

» Berechnen Sie fur verschiedene Werte von n und p jeweils die Varianz gemaf Definition
und stellen Sie eine Berechnungsformel fur V(X) auf.
Uberprifen Sie die Formel durch Wahl von beliebigen Werten von n und p.

n=200und p=0,5 n=300und p=0,5
n=200undp=04 n=200und p=0,6
n=300undp=0,1 n=300undp=0,9

Beachten Sie: Zur Berechnung mussen nur die Zellen A1 und A2 gedndert werden.
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Stochastik mit dem TI-Nspire™ CX
Arbeitsblatt Nr. 18 Heinz Klaus Strick

Radius von 90 %-Umgebungen

Die Wahrscheinlichkeiten von symmetrischen Umgebungen kénnen mithilfe kumulierter
Wahrscheinlichkeiten berechnet werden: Erhdht man systematisch den Radius der
Umgebung um den Erwartungswert, dann tberschreiten die Wahrscheinlichkeiten fur die
grofRer werdenden Umgebungen irgendwann vorgegebene Wahrscheinlichkeiten.

Beispielsweise gilt fir n = 200 und p = 0.25, also p = 50:
P(X =50) = P(49,5 < X < 50,5) = 0,065;
P(49<X<51)=P(485=< X< 51,5)=0,193; ...

P(41 < X <59) =P(40,5 £ X £59,5) = 0,880;

P(40 = X <£60) =P(39,5 <X <60,5) =0,914

d. h. man muss eine Umgebung mit Radius 10,5 betrachten, um mindestens
90 % der Ergebnisse des BERNOULLI-Versuchs zu erfassen.

Die grafische Darstellung der Funktion, bei der dem Radius einer Umgebung die
Wahrscheinlichkeit dieser Umgebung zugeordnet wird, ist erganzt durch eine
Parallele zur Radius-Achse zur Wahrscheinlichkeit 90 %. So kann man an der
Grafik ablesen, welcher Radius erforderlich ist, um ca. 90 % der Ergebnisse
eines BERNOULLI-Versuchs zu erfassen.

Die letzte Abbildung zeigt den Verlauf des Graphen fur n = 150 und p = 0.4.

® adius Bwk_umg =
=sque|=binomcd]

® adius Bwk_umg =
|=sque|=binomcdf

| Formel u(n)= | n+05 Ll

S Wl 2000 05 006503 Wl 200 05 00653

o e — | 1/4 1.5 0.193383 1/4 1.5 0.193383
nsten 1| 25 031675 25 031675
Begrenzungi[:| Il 3.5| 043223 3.5| 043223
4.5 0537498 4.5 0537498

[ =l i o W ~ieTalewisl v

wk_umg; =binomcdf(a la2al a2-r¥ [T[ b

ccl neonama il

radius: =squen':n+0,5,n,u, { 0al - a2» [T[ b

|2_|;J| |Anbruch| ~| &

*Nicht gespeicherte — {TH

=seqgel =binomcdf

0.9 .7 T 10I7

7.5 0.779648 I
8.5 0.835306 ] ]
9.5 0.879678 0-3j o.3j

I ‘IOSl 0.914107 i

11.5 0.940105

> 0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
[T{ 4 radius radius

» Bestimmen Sie die Radien der 90 %-, 95 %-, 99 %-Umgebungen um den Erwartungswert
fur n =300, p=0,4 [n =400, p =0,5].
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Stochastik mit dem TI-Nspire™ CX
Arbeitsblatt Nr. 19

Entdecken der Sigma-Regeln

Heinz Klaus Strick

Die Streuung einer Verteilung um den Erwartungswert wird mithilfe der Standardabweichung
o0 gemessen. Daher werden im Folgenden die Radien der Umgebungen als Vielfache der
Standardabweichung o angegeben.

kommen.

Die Tabelle zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten wird um eine Spalte
erweitert, in der die Werte Radius/o, also die standardisierten Radien
eingetragen werden.

Beispielsweise wird fir n = 200 und p = 0.25 ein Radius von mindestens 1,710
bendtigt, um auf eine Gesamt-Wahrscheinlichkeit von mindestens 90 % zu

Entsprechend kann auch die grafische Darstellung des funktionalen Zusammen-
hangs zwischen standardisiertem Radius und der Wahrscheinlichkeit der
zugehdrigen Umgebung zum Ablesen des notwendigen Vielfachen von o
benutzt werden.

1112

B radius =wk_umg = stdra...

=seqgel =binomcd!]=radius/(|

“radius =

*Nicht gespeicherte —

wk_umg @stdra.. &

m =seqgel =binomcdf =radius/(

200

o2

0.5 0.06503 0.08165
1.5 0.193383/0.24494..

2.5 0.31675/0.40824..
3.5 0.432230.57154...

A - =

75
8.5

0.779648 1.22474
0.835306 1.38804 I

9.5
10.5

0.879678 1.55134

0.914107' 1.71462'

D | stdradius: =

radius

al-a2 |1-a2)

1.5

"mgﬂn L] [

D11 |=1.71464

* Tl oo

0.940105 1.87794
A A 00

‘O‘Gr

Y1 r v [ v v [ v ¥
12 1.8 2.4
stdradius

Der Radius zur 90 %-Umgebung von u betragt ungeféahr r = 10,5. Misst man den Radius in
Vielfachen von o, dann ergibt sich also: P(p— 1,710 < X< pu + 1,710) =90 %.

* Bestimmen Sie die Radien der 90 %-, 95 %-, 99 %-Umgebungen um den Erwartungswert
— dargestellt als Vielfache der Standardabweichung o — fir zehn selbst gewahlte Werte

von n bzw. p.

selbst gewahlte Werte von

notwendiger Radius fur

n p

90 %-Umgebung

95 %-Umgebung

99 %-Umgebung
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Stochastik mit dem TI-Nspire™ CX
Arbeitsblatt Nr. 20 Heinz Klaus Strick

Sigma-Regeln und Boxplots

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Binomialverteilung kann man auch in Form eines
Boxplots darstellen; dabei wird durch die Box (das Rechteck) etwa 50 % der Ergebnisse
reprasentiert.

Die Darstellung der Verteilung kann als Histogramm, Punktdiagramm oder Box-
plot erfolgen. Nachdem das Boxplot gezeichnet wurde, wurden die Begrenzun-
gen der Box (unterer und oberer Median) nachtraglich auch in das Histogramm
bzw. das Punktdiagramm eingetragen (Menu: 4: Analysieren / 8: Wert zeichnen).

= ] Die Wahrscheinlichkeitsverteilung kann in Tabellenform bestimmt werden.

Die Wahrscheinlichkeit fir das durch die Box reprasentierte Intervall betragt nur
ungefahr 50 %, hier: ca. 53,7 %, wie man im Calculator-Meni nachrechnen kann.

Der Radius der Umgebung betragt r = 4.5, ausgedruckt als Vielfaches von o:
r=0.730.

{0 E3 || 1213 ‘ » *Nichtgespeicherte = {8
anz binw 1
=sque|=blnompd-1 0.06 4 '.F...
4 (o]
200 01.02861E... ] .' D.
0.25 1 6.85743k... £ 0,031 o .
22.27438.. 2 %,
(2]
35.00364€... 0.00 1 ..' '\‘
48.21431€... |

£4 07 A

EEREEIEED: 'ichtoespeichere —  {IEAN ¢« [EEREBIEEN: Nichtoeseeichere — {1

T T T T T

T T T T
42 44 42 44 46 48 50 52 54 56 58
= =) S| anz
m| *Nicht gespeicherte = Lol | 1 » *Nicht gespeicherte — bol] <]
Wahrscheintichkeit, p:
|ok| |Abbruch|
¥ ¥
0/99 1/99

* Bestimmen Sie die LaAnge der Box — gemessen in Vielfachen der Standardabweichung o —
fur verschiedene Werte von n und p.
Zeigen Sie, dass ungefahr gilt: P(u—0.670 < X < u + 0.670) =50 %.
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Arbeitsblatt Nr. 21 Heinz Klaus Strick

Approximation der Binomialverteilung durch die Normalverteilung

Binomialverteilungen, bei denen die LAPLACE-Bedingung (o > 3) erfillt ist, lassen sich durch

eine geeignete Normalverteilung mit den Parametern p=n - pund o =./np {1-p)
approximieren.

Fur n =200 und p = 0,25 ergibt sich u=50 und 0 =6.1237.

x-p

JE{/ZT

durch die zur Binomialverteilung gehérenden Punkte.

verwenden (U= a3, o = a4).

Der Graph der stetigen Funktion ¢,,c mit ¢, ,(X) = 1 ] EéTJ verlauft

Es ist nicht moéglich, im Funktionsterm der approximierenden Funktion auf die
Inhalte von Zellen der Tabelle zurtickzugreifen, d. h. die Zellenbezeichnungen zu

*Nicht gespeicherte — {TH

=seqgen(n, =binompdf(al,: I 0.06 °s°w°°,
: 4 (=]
200 0 1.02861e25 " | o . N
B o 1 685743624 £ 003 by .
S 2| 227438622 1 o %,

(o]
- XEA| 3 500364621 0,00 Lot on
S 4/ 821431620 '
= e ~ T T T T T T T T T

-- : 30 35 40 45 50 55 60 65 70
g |=a1 a2 (1-a2) KIEC anz

*Nicht gespeicherte = {'lﬂ

~ . -II )
x-=5u |

1 £5(x) = 0.065147 e

30 35 40 45 50 55 60 65 70
anz |

» Veranschaulichen Sie die Approximation der Binomialverteilung mitn =300 und p =0,4

[n =250 und p = 0,1] durch eine geeignete Normalverteilung.
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Arbeitsblatt Nr. 22 Heinz Klaus Strick

Flachenbestimmung bei der Dichtefunktion einer Normalverteilung

Die GAuss’sche Dichtefunktion ist die Dichtefunktion einer Normalverteilung mit den
Parametern g = 0 und o = 1. Intervall-Wahrscheinlichkeiten erh&lt man bei einer normal-
verteilten Zufallsgréf3e durch Integration der Dichtefunktion Gber das betr. Intervall.

Die einfachen Sigma-Regeln, also die Regeln fir Umgebungen, deren Radius
glatte Vielfache von ¢ sind, kbnnen Mal3zahlen von Flachen mithilfe der numeri-
schen Integration bestimmt werden.

Im Calculator-Menu findet man die numerische Integration unter
4: Analysis / 2: Numerisches Integral.

*MNicht gespeicherte — f']ﬂ il 1.1 *Nicht gespeicherte — f']ﬂ

0.1+
3 0.1
u\ 1: Aktionen » *Nicht gespeicherte — {Wm
$s52; Zahl b . A
s n 1 0.682689
x=3: Algebra b | ) )|
# [ -
@05 x |d_\‘
-1
"2 09545
( |
1 0.5 2
e 0.5x |d.\'
2w |
S| 42 [
0/99 N 2/99

» Bestimmen Sie mithilfe der numerischen Integration der GAuss’schen Dichtefunktion die
Wahrscheinlichkeiten fur folgende Umgebungen des Erwartungswerts:

P(L-0,50<X<u+0,50)=
P(p—150<X<pu+1,50)=
P(p—250<X<pu+250)=

P(L—30s<sX<su+30)=
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Anwenden der Formeln von M OIVRE-LAPLACE

Sofern die LAPLACE-Bedingung ¢ > 3 (dies ist eine Faustregel) erfullt ist, kbnnen Wahrschein-
lichkeiten von binomialverteilten Zufallsgrof3en naherungsweise berechnet werden:

Bei der Integralen Naherungsformel wird die Wahrscheinlichkeit fir Ergebnisse eines
BERNOULLI-Versuchs, die in einem Intervall a < X < b liegen, mithilfe der MaRRzahl der Flache
unter dem Graphen der zugehorigen normalverteilten Dichtefunktion bestimmt, also mithilfe
der Integralfunktion ®:  pa<x <b)= q:(b *05- ”j - q;(a ~05 "")

ag ag
Bei der lokalen Naherungsformel wird die Wahrscheinlichkeit fir ein einzelnes Ergebnis
eines BERNOULLI-Versuchs mithilfe des zugehorigen Funktionswerts der GAauss’schen

Dichtefunktion ¢ bestimmt:  p(x =) :i@{k;ﬂj

Im Calculator-Meni 5: Wahrscheinlichkeit / 5: Verteilungen / 2: Normal Cdf 6ffnet
sich ein Fenster, in das die Parameter eingetragen werden kdénnen; dabei
kénnen statt der Werte auch die unausgerechneten Terme fur pund o
eingegeben werden. In den Abben. 1 — 3 ist fir n = 100, p = 0.5 die Berechnung
von P(43 < X <57) angegeben, zum Vergleich auch die exakte Berechnung.

Analog erfolgt die Eingabe fir die ndherungsweise Berechnung der Wahrschein-
lichkeit fur ein einzelnes Ergebnis: P(X = 32) fir n = 100 und p = 0.3; hier ist auch
eine Berechnung mithilfe der integralen Naherungsformel moglich, vgl. Abb. 6.

*Nicht gespeicherte — {TH el 1.1 i3 *Nicht gespeicherte — {TH

bin| Untere Schranke: 4] ] Anz. Versuche, n _ 0.866386
Obere Schranke: Il wanrscheintichkett, p: binomCdf}100,0 5,43,57) 0.866789
n:l 4 (100%0 5% 5]‘ _I Obere Schranke:
[ox| [Abbrucn| ok |Abbruch|
N i (N v &
" 2/59 S 2/99

*Nicht gespeicherte — (’lﬂ *Nicht gespeicherte — {TH *Nicht gespeicherte — {TH
Al : A =]

no:
bin! Untere Schranke:
i Gl SUs R UEUE i = ,
' EN
— — o 4'(211|
OK| |Abbruch QK| |Abbruch — ———
|_” I ruc | |_H I ruc | ‘@’ “Abbluch}
Olggj N 1 IQI;J < 2!93,-}
* Vergleichen Sie die exakt bzw. naherungsweise berech- ‘ el gespeichen = m
neten Wahrscheinlichkeiten fiir n =200 und p = 0.4: nomPdf(32,30,(21 ) 0.079148
P(X =75) = nomCdfl31 5,32 5,30,/21 | 0.079021
binomPdf{100,0 3,32) 0077611
P(76 < X < 88) = B
( ) |
P(X<83) =
P(X > 78) =
|y aq]
399
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Bestimmen von 95 %-Umgebungen um den Erwartungswert

Wenn die LAPLACE-Bedingung o > 3 (eine Faust-Regel flur eine gute Approximation einer
Binomialverteilung durch die Normalverteilung) erftllt ist, dann kann man mithilfe der Sigma-
Regeln Umgebungen um den Erwartungswert bestimmen, z. B. die 95 %-Umgebung von u
mithilfe der Regel: P(p— 1,960 < X < u + 1,960) = 0,95.

Muss man mehrere solcher 95 %-Umgebungen bestimmen, dann lohnt sich die
Anlage eines Rechenblatts: Nacheinander werden im jeweils 1. Feld eingetragen:
Wert fur n; Wert fur p; Formeln fur y, fur o, fir unten := p — 1.960 und fir oben :=
K+ 1.960 sowie fur binomcdf(n,p,unten, oben). Wenn man dann in Zelle a2 und
b2 weitere Parameterwerte eintragt, muss man nur noch die Zellen Uber den zu
berechnenden Groélen markieren und nach unten ziehen (drag & drop).

Man kann das Rechenblatt auch dazu benutzen, um die Wahrscheinlichkeit ftr
nach aufRen gerundete Umgebungsgrenzen zu bestimmen: Dazu kopiert man die
betreffende Zeile und ersetzt die beiden Werte von unten und oben durch die
nach aulRen gerundeten Werte, um auf diese Weise auf eine Sicherheitswahr-
scheinlichkeit von Uber 95 % zu kommen.

Den folgenden Screenshot ist zu enthehmen:

n=300,p=0.3: P(74.4... < X £ 105.5...) = P(75 < X < 105) = 0,9494... < 95 %
n=250, p=0.4:P(84.8...<X<115.1..) = P(85 < X < 115) = 0,9548... > 95 %
n=300, p=0.3: P(74 < X < 106) = 0,9626... > 95 %

“|» rﬁ]-d-l 5 di
3 THich gespeichens =

B 90,79372.7 31055 c 1
< N 25 0. < ‘ -

rc;_ﬂ binomedfiad,bl,e101) [« :‘| rnm [=az bz [« :‘| rcm: [az b1 [« :‘| rcmr [az b1 [« :‘|
..l. I .'.I: -

0ra372. 7444510550 0/0484 | B 74431055 0ases

S7.7458. 8451 1151, 0.9548.. o2 74 106 095%

2 ‘ 2

: | —

rcmr [=az b1 [« '|r£26.-‘|'-“4 [aT¥]

* Bestimmen Sie die 95 %-Umgebungen fur

n =360, p = 1/6: n =400, p = 1/4:

n =200, p=0.5: n =240, p = 2/3:
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Arbeitsblatt Nr. 25
Mindestens k Erfolge bei einem n-stufigen B

Heinz Klaus Strick

ERNOULLI-Versuch

Nur etwa 60 % der angerufenen Personen einer telefonische Zufallsstichprobe sind bereit,
Fragen zu einer Meinungsbefragung zu beantworten.

Wie viele Personen mussen mindestens angerufen werden, damit mit einer Wahrscheinlich-
keit von mindestens 90 % tatsachlich mindestens 1000 Personen befragt werden kénnen?

Mithilfe der Integralfunktion mit variabler oberer Grenze der GAuss’schen Dichte-
funktion lassen sich die gesuchten einseitigen c-Umgebungen bestimmen.

Hier ist ein Bereich gesucht, in dem mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens
90 % das Ergebnis des Zufallsversuchs liegt. Ein solcher Bereich ist das Intervall
mit unterer Grenze p — 1.280, d. h. es gilt: P(X =2 p— 1.280) = 90 %, vgl. Abb. 1.

Zur Losung der Aufgabe muss flr p = 0.6 untersucht werden, fir welches n gilt:
p—1.280 =1000,d. h.n- 0.6 -1.28 - Vn0.6[0.4 = 1000.

Dies kann mit grafischen Methoden geschehen, indem man den Schnittpunkt des
Graphen der Funktion f mit f(x) = x - 0.6 — 1.28 -4/x [0.6 [0.4 mit dem Graphen
von g(x) = 1000 bestimmt, vgl. Abb. 5.

Alternativ kann auch die inverse Normalverteilung zur Bestimmung des benétig-
ten Vielfachen von o verwendet werden (Meni 6: Statistik / 5: Verteilungen /

3: Inverse Normalverteilung), vgl. Abben. 2 - 4.

Die Gleichung p — 1.280 = 1000 kann auch mithilfe des numerischen Gleichungs-
|6sers des GTR bestimmt werden, vgl. Abb. 6.

Zur Kontrolle kann dann durch exakte Berechnung der Wahrscheinlichkeit tiber-
pruft werden, ob der mithilfe der Sigma-Regel bestimmte Mindestwert von n auch
tatsachlich die Bedingung erfullt.

Nicht ges - il ] 11 1: Aktionen »
1: Normal Pdf. .. » 210, B
- 2: Normal Cdf... | kel
£20x)=0 /_ 3: Inverse Non'nalvrteilun N ) 0.899351
2x)=0 i
& tPd.., s nwece || | imomd F5EM an
/ 5:tCdf... echnungen... I 5 ] e D 15
1 ( >
. Y i 3| |7: ¢ Pdf.. fik » :
1.2 | x ) —
(-1.28,0.1] f & | |[Bxecer. n 4 |ok] | Abbruch|
f1ix)= e 0.5 x| g 19 Invers ... 3 = ‘
/B U] |AF Pdf... ile. . b A
"LJ-10 X Is I 3199
¢ m P *Nicht gespeicherte <> L] ~ I| 1.1 : ¢ m P *Nicht gespeicherte <> 1]~
& L =
55 [ || 15007 nSolve(0.67-1.28 n- 0.6 0.4 =1000,1)
{ 1709.9, 1000 1709.88
T binomCdf|1710,0.6,1000,1710)  0.904392
f4(x)=1000 , .
I binomCdf!1709,0.6,1000,1709) 0.899251
N L]
Ul 100 13{x)=x 0.6-1.28 Jx- 0.6-0.4
~ A < - i 2 X il
99 || [3%0 Tico 2000 S

 Erfahrungsgemanr werden nur 80 % der gebuchten Ubernachtungen eines Hotels auch
tatsachlich wahrgenommen. Wie viele Buchungen sollte das Hotel hochstens annehmen,
wenn in maximal 5 % der Falle eine Uberbuchung eintreten darf?
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Arbeitsblatt Nr. 26 Heinz Klaus Strick

Bestimmen von Umgebungen des Erwartungswerts ohne Sigma-Regeln

Mithilfe des numerischen Gleichungslosers oder einer grafischen Methode lassen sich ver-
schiedene Problemstellungen bearbeiten.

Man kann als Funktionsterm einer Funktion auch die Funktion der kumulierten
Binomialverteilung eingeben und mithilfe der Schnittpunkt-Bestimmung (6: Graph
analysieren / 4. Schnittpunkt) kritische Werte zu vorgegebenen Wahrscheinlich-
keiten bestimmen.

Abb. 1 zeigt fir den 200-fachen BERNOULLI-Versuch mit p = 0.3 die Bestimmung
einer einseitigen 90 %-Umgebung, d. h. es gilt: P(X > 68) < 10 %.

Abb. 2 zeigt fir den 250-fachen BERNOULLI-Versuch mit p = 0.4 die Bestimmung
des Radius r = 13 einer zweiseitigen Umgebung um den Erwartungswert
=250 - 0.4 =100, in der mindestens 90 % der Ergebnisse liegen, d. h. es gilt:
P(87 < X <113) 290 %.

Abb. 3 zeigt die numerische Losung der Gleichung P(u —x < X < 4 + X) = 0.9 mit-
hilfe des Befehls: nSolve(binomCdf(300,0.4,120-x,120+x)=0.9,x=5).

Man beachte, dass eine Fehlermeldung erscheint, wenn man keinen Startwert fur
den Suchalgorithmus eingibt (hier willkirlich: x = 5). Die Lésung x = 14 bedeutet:

P(106 < X < 134) = 90 %.

Analog zeigt Abb. 4 die numerische Losung der Gleichung P(X < x) = 0.9 mithilfe
des Befehls: nSolve(binomCdf(400,0.2,0,x)=0.9,x=85).

Auch hier erscheint eine Fehlermeldung, wenn man keinen Startwert flr den
Suchalgorithmus eingibt (hier willktrlich: x = 85). Die Losung x = 90 bedeutet:
P(X <90) =90 %.

*Dokument2 —

'7“ : Y I 1 . )
12 f£1ix)=binomCdt(200,0.2,0,x] 27 =09
, o
1 f2x)=009 { 68,0.904) | _— 113,0.906)
ﬁ = L8
) 01+
0.1 — ; X
. 5 12 3 20
0L 1 1000y 3+ £3(x)=binomCdf{250,0.4,100-x, 100+x]
1112 8 *Dokument2 —
$lvelbinomCdf{300,0.4,120x,120+x)=0.9.x) []| | nSolve(binomCds(400,0.2,0,x)=0.9.x)
"Fehler; Bereichsfehler” "Fehler: Bereichsfehler"
«(binomCdf{200,0.4,120—x, 120+x)=0.9,x=5) nSolvelbinomCdi{400,0 2,0,x)=0 9,x=85)
14, 90.
binomCdf{300,0.4,106,134) 0912711 binomCdf{400,0 2,0,90) 0.903933
binomCdf{200,0.4,107,123) 0.888564 binomCdf{400,0.2,0,89) 0.88158
\ I
™ %]
L3 4/99 4/99

* Bestimmen Sie eine ein- bzw. zweiseitige 90 %-Umgebung von p fur die Binomial-
verteilung mit n = 360 und p = 1/6 mithilfe der grafischen bzw. numerischen Methode.
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Arbeitsblatt Nr. 27 Heinz Klaus Strick

Bestimmen der Operationscharakteristik eines zweiseitigen Tests

Fur die zweiseitige Hypothese p = 0,5 einer binomialverteilten Zufallsgrof3e ergibt sich auf
dem 95 %-Niveau fir n = 300 ein Annahmebereich von A ={133, 134, ..., 167}. Die Wahr-
scheinlichkeit fur einen Fehler 2. Art ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis
eines Zufallsversuchs im Annahmebereich A liegt, obwohl dem Zufallsversuch die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p; zugrunde liegt.

Das Tabellenblatt wird wie bei einer Tabellenkalkulation erzeugt:

Man gibt in Zelle Al einen Startwert fir das unbekannte, dem Zufallsversuch
zugrunde liegende p1l an, in Zelle A2 einen nachsten Wert. Man markiert beide
Zellen und geht mit dem Zeiger in die untere rechte Ecke der zweiten Zelle.
Dann zeigt sich ein ,dickes” Kreuz, was darauf hinweist, dass das Rechenblatt
bereit ist, eine arithmetische Folge anzulegen; man erhalt diese Folge durch
Herunterziehen.

In Zelle B1 tragt man dann den gewinschten Befehl zur Berechnung der Wahr-
scheinlichkeit fur das Intervall (den Annahmebereich) an, wobei die zugrunde
liegende Erfolgswahrscheinlichkeit pl in Zelle Al steht. Durch drag&drop wird
dieser Befehl auf die gewiinschten Zellen von Spalte B Ubertragen.

Die Operationscharakteristik zeigt den funktionalen Zusammenhang zwischen p;
und Pp = p1(A). Aus dem Graphen oder der Wertetabelle konnen einzelne Werte
fur B konkret abgelesen werden.

*Nicht gespeicherte — L] ~ y *Nicht gespeicherte —

0.48 0.904908
85 049 0944228
B8, os|ogsesn2
0.51) 0.944228
0.52 0.904908

Nnca nodsdc4 ™

0.25| 2.67e1 3!

026
0.27
0.28
029

A n
B1 | =binomedf(200,a7,133,167)

*Nicht gespeicherte <

o O

0.55 0.613349
0.56] 0.475879]
0.57| 0.340774
0.58 0223153
0.58| 0.132548 ~
B32 | =binomcdfl300,432,133,167) |4 [»

oz 1

* Bestimmen Sie den Annahmebereich fur die Hypothese p = 0,3 fur eine Stichprobe vom
Umfang n = 400 auf dem 5 %-Niveau.

* Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art, falls dem Zufallsversuch tat-
sachlich p1 = 0,35 zugrunde liegt.

» Bestimmen Sie die zugehdrige Operationscharakteristik.
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Arbeitsblatt Nr. 28 Heinz Klaus Strick

Bestimmen einer Entscheidungsregel beim einseitigen Hypothesentest

Bei einem Wiirfel wird vermutet, dass Augenzahl 6 haufiger auftritt als es der Wahrschein-
lichkeit p = /¢ entspricht, d. h. vermutet wird p > 1/6. Um dies statistisch zu ,beweisen®, muss
man vom logischen Gegenteil der Vermutung ausgehen und die Hypothese p < 1/6 testen
(die zugrunde liegende Erfolgswahrscheinlichkeit ist héchstens gleich /).

Dazu soll der Wirfel 240-mal geworfen werden. Wenn Augenzahl 6 dann extrem haufig
auftritt, kann die getestete Hypothese p < 1/6 verworfen werden. Extrem héufig bedeutet,
dass die Anzahl der Sechsen in einem Bereich oberhalb des Erwartungswerts liegt (am obe-
ren Ende der Verteilung), dem insgesamt hdochstens eine Wahrscheinlichkeit a zukommt.

: Zu einem vorgegebenen maximalen Fehler 1. Art von a < 0,05 ist der kritische
£ Wert K gesucht, fiir den gilt: P(X > K) < 0,05 fiir alle p < /. Dazu wird fiir
verschiedene Werte von p, die héchstens gleich /g sind, ein geeigneter Wert von
K gesucht.

Mithilfe des numerischen Gleichungslésers (der Losungsalgorithmus wird willktr-
lich bei K = 240 - /s = 60 gestartet) findet man (nach Uberpriifung) heraus, dass
fur p = 1/6 die Bedingung P(51 < X < 240) = P(X > 50) < 0,05 erfullt ist.

Fur kleinere Werte von p, z. B. fur p =0.16, p = 0.15, p = 0.14 ist die Bedingung
erst recht erfillt, wie man in Abb. 2 ablesen kann.

Deshalb gilt die Entscheidungsregel: Verwirf die Hypothese p < /g, falls beim
240-fachen Warfeln mehr als 50-mal Augenzahl 6 fallt.

Alternativ kann der kritische Wert auch mithilfe der (einseitigen) Sigma-Regeln
bestimmt werden; hier also mithilfe von P(X > u + 1.640) = 0,05, vgl. Abb. 3.

I T \ & | binomcdi240,0.16,51,240) 0.019244 & 1 15
nSolve| binomCdf| 240,k 240|=0.05, k=60 | : ‘ 240 —+1.64 |240- = =
| L6 / / binomCdf{240,0.15,51,240) 0.005913 6 6 6
50. binomCdff,240,0.14,51,240) 0.00143 o f‘df“740 - _40“ 0.052984
—,50,2
N * 0.052084 M| | e
binomCdf| 240,~,50,240
Lo © ! fo1 “ 0.027552
inomCdf| 240,~,51,2
' o 1 pap— bmomu:lf‘l_ew,é, 1240
binomCdf| 240,—,51,240
| 6 ] |
‘v fg,; fg;;
/%9 N /99

» Bestimmen Sie eine Entscheidungregel zur einseitigen Hypothese
(1) p<0.5,n=160,a=<0.05

(2)p=20.2,n =300, a <0.10

(3) p > 0.75, n = 500, a < 0.05

(4) p £ 1/4,n =400, a < 0.10
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Arbeitsblatt Nr. 29 Heinz Klaus Strick

Bestimmen eines 95 %-Konfidenzintervalls

345 von 1000 befragten Personen vertreten eine bestimmte Meinung. Bestimmt werden
sollen alle Anteile p, in deren zugehériger 1,960-Umgebung von p das Stichprobenergebnis
liegt. Der Ansatz Das Stichprobenergebnis unterscheidet sich um héchstens 1,96 ovon 4,
welcher der Rechnung zugrunde gelegt wird, ist also nur mit einer Wahrscheinlichkeit von
95 % richtig.

Gesucht sind alle Erfolgswahrscheinlichkeiten p fur die gilt:

1000p —196 (3/1000 [p [{1- p) < 345 < 1000p +1,96 4/1000 [p [{1- p) .

Im Extremfall gilt also: 1000p —1,96 El/lOOO (p[(1-p) =345 bzw.
1000p +196 [4/1000 [p [{1- p) =345

Diese Gleichungen kdnnen grafisch mithilfe der zugehdrigen Funktionen um dem
Schnittpunkt-Befehl bestimmt werden.

Das 95 %-Konfidenzintervall ist 0,317 < p < 0,375 (zur sicheren Seite runden,
also nach innen). Fur p = 0,317 liegt das Stichprobenergebnis X = 345 am obe-
ren Ende der 1,960-Umgebung von W, fir p = 0,375 am unteren Ende.

Mithilfe des numerischen Gleichungslésers (Menu 1:Algebra / 1: Numerisch
Losen) kbnnen die Lésungen der beiden Gleichungen ebenfalls bestimmt
werden.

*Nicht gespeicherte — (’lﬁ

*Nicht gespeicherte = (’lﬁ k 1; Aktionen I

131 2: Ansicht 3
£ 3: Graph-Eingabe/Bearbeitung P
1 4; Fenster

A5 Spur e el - k
\+EiGraph| = | Nullstelle

L [
97: Tabell M 20 Minimum [ 10.316,345 )
f3lx)=245 A8 Ge m"‘é‘;"' il | (0275 345) M3lx)=245
lx]=245 o 8: Geom) -, =" \ (0.375,345) Ximado

. 111 9: Einste| 4 ; v
1000-x (1-x) {0 5: dy/dx 100 1 £2(x)=1000x+1.96- {1000 x [1-x) ,

01] o1 . f|[o1] o1 |6 Integral 0.1] 0.1 1
f1lx]=1000"x-1.96 {1000 x* [1-x] f{© 7: Analyse von Kegelschnitten f1lx]=1000"x-1.96 {1000 x* [1-x]

boo Ry

£2(x)=1000 x+1.96

' 1: Aktionen i T = il
L52: Zahl A ' . Al
B T R nSolvel 1000 x-1.96- \flooo-x (1-x! =345
{62 4:|2: System linearer Gleichungen lésen. .. 0.375006
@ 5 |3: Polynomwerkzeuge | || nSolvel 1000 x+1 96- J1000: x- {1-x) =345»
X 6: Statistik Ir 021618
[28]7: Matrix und Vektor b
$¢8: Finanzen 3
9: Funktionen und Programme I
] [
0/99 212

* Bestimmen Sie ein 90 %-Konfidenzintervall fir eine Stichprobe vom Umfang n = 500 und
das Stichprobenergebnis X = 400.
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Arbeitsblatt Nr. 30

Mindestumfang einer Stichprobe — der 95 %-Trichter

Heinz Klaus Strick

Fuhrt man einen Munzwurf (also p = 0.5) n-fach durch, dann liegt mit einer Wahrscheinlich-
keit von 95 % der Anteil X/n der Wappen im Intervall [ 0.5 — 1.96a/n ; 0.5 + 1.960/n ].

An der Wertetabelle der zugehdrigen Funktionen, die den sogenannten 95 %-
Trichter fur die relativen Haufigkeiten bilden, kann man ablesen, wie breit dieses
Intervall ist, z. B. ergibt sich fur n = 200 das Intervall [ 0.4307 ; 0. 5693 ], d. h.
mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % unterscheidet sich die relative Haufigkeit
X/n fur Wappen von der Wahrscheinlichkeit p = 0.5 fir Wappen um ca. 6,9 %.

Wird umgekehrt der Mindestumfang einer Stichprobe gesucht, damit eine
zugrunde liegende Erfolgswahrscheinlichkeit auf ... Prozentpunkte genau
geschatzt werden kann, dann findet man diesen Wert durch entsprechende
Verfeinerung der Wertetabelle, z. B. genugt ein Stichprobenumfang von n = 385,
um mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % die zugrunde liegende Erfolgswahr-
scheinlichkeit auf 5 Prozentpunkte genau zu schatzen.

*Nicht gespeicherte —

1353: Daten P
X 4 Statistik I

-100] 100 1000

(’lﬂ E 1: Aktionen (I Nicht gespeicherte —
[£1] 2: Einflgen BC C

il <)

L

= 1: Aktionen

2: Spalte l6schen

| |H=3: Funktion auswahlen...

(4: Ausdruck bearbeiten

(A Nicht gespeicherte =
1: Zu Lists & Spreadsheet wechseln

LS Funktionseinstellu pgen bearbeiten. ..

3 2.0.192965 1.19296
4 3.-0.065803  1.0658
5 4 001 099
] N NA1731_N ARRIRG ___™
A [«]»] |2 | 4 Tbi

,=2 Tabellenanfang: | 0.

x fl0di= ¥ 200:= ¥

‘i

X H00i= Yi2(x)i= ¥

0.5-1.96* 0.5+1.96* 0.5-1.96* 0.5+1,96*
A A A
0.] Wlﬁ 10| 0402 0.598 383 0.449924/ 0.550076
_ Unabhangig: K EJ 0.430704 0.569296 @- 0.44999 0.55001
2.0 L 300 0.44342 0.55658 ‘ 385 0.450055] 0.549945
214 onaniz T [T, CEC -,
3. — 400 0.451 0.549 ‘ 386 0.450119| 0.549881
4, |O_E||Abbluch| 500 0.456173 0.543827 | 387 0.450184 0549816
Wans swaammancri-w = ™ N A5Qaa7? N SANNNR ™ N ASN2AR N 5AQ752 ™
1. [ 4] v o402 | 4] » | |[o:54994542476089 [4]»

* Bestimmen Sie den Mindestumfang einer Stichprobe fiir eine Schatzung von p auf 1 Pro-
zentpunkt genau, wenn man weifl3, dass p = 0.3 (Sicherheitswahrscheinlichkeit 90 %).

* Fuhren Sie die Simulation eines 1000-fachen
Munzwurfs durch, und stellen Sie die Entwicklung
der relativen Haufigkeiten der Anzahl der Wap-
pen dar. Erganzen Sie die Grafik durch Eintra-

gung des 95 %-Trichters.

*Nicht gespeicherte =

el <

0 200

—
400
Ifd_nr

T
600 800
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Durchflihrung eines Alternativtests

In einem Spielautomat dreht sich ein Glicksrad mit 40 gleich gro3en Sektoren, von denen
entweder 10 (also 25 %) oder 24 (also 60 %) der Felder rot und die Ubrigen grin gefarbt
sind. Man gewinnt, wenn das Glicksrad auf einem rot gefarbten Sektor stehen bleibt.

Welcher der beiden Falle vorliegt, soll durch 20-fache Durchfihrung des Spiels
Uberpruft werden. Dazu werden die beiden in Frage kommenden Binomialvertei-
lungen bestimmt, also fur p; = 0.25 und fur p, = 0.6.

Die Erwartungswerte sind pg; =20 - 0.25=5und p, = 20 - 0.6 = 12. Daher er-
scheint es verntinftig, die Entscheidungsregel so anzulegen, dass der kritische
Wert in der Mitte zwischen den beiden Erwartungswerten liegt, also K = 8.5.

Die zu den Verteilungen gehdrenden Punktdiagramme kdnnen in einem
gemeinsamen Koordinatensystem dargestellt werden. Dazu muss im Menu-
Punkt 2: Plot-Eigenschaften / 8: Y-Variable hinzufiigen auch die Variable Fall2
berticksichtigt werden; dann werden die Punkte des Punktdiagramms auto-
matisch in zwei Farben gefarbt. Die Grafik wurde noch durch den kritischen Wert
K = 8.5 erganzt (4: Analysieren / 8: Wert zeichnen).

Mithilfe der Funktionen des Calculator-Menus kdnnen die Wahrscheinlichkeiten
fur Fehler 1. und 2. Art berechnet werden.

0 0.003171 1.09951E... 1 0 0.0031711.09951E.. o o
1/ 0.021141 3,29853k... 2 1 0.021141/3.29853¢.. = ®
2 0.066948 0.000005 2 0.066948 0.000005 006] @ © @
3 0.133896 0.000042 3 0.133896 0,000042 1 le o
4/ 0.189685 0.00027 5 4 0.189685 0.00027 00010 ~000000000¢
A |: ot a oo L R o Watal Eato V] ~| & '= alelale el Bl o Walaliala ¥R L 6 é 4f. é é 1b ‘|T2 1f4 1TS 1T8 zb
B | falll:=binompdf(20,0.25,anzahl) | 4 [ » || || ¢ [fall2:=binompdi{20,0 6,anzanl) [ 4[» anzahl
=11 Datenpunkte verbinden # [l > ‘Dokument2 <
g 742 Histogramm-Eigenschafien g binomCdf{20,0 25,9,20) 0040925 ||
441 ox—Plot=Wi r n : )
el ; binomCaf{20,0.6,0,8) 0.056526
,l.=_“"=.;3 T flgen
i B8 [ > hinzu
12 7: X-Variable entfernen
4 8: Y- Variable hinzufugen
B8 9; Y-ErgebMsliste hinzufugen
& A:Y-Variable entfernen 1T T & T T T T
0 246 81012141618 20 —
v anzahl 2/93

» Formulieren Sie eine Entscheidungsregel zum kritischen Wert K = 8.5.

» Geben Sie fur die Hypothese H;: p; = 0.25 [ Hz: p2 = 0.6 ] die Wahrscheinlichkeit fur einen
Fehler 1. bzw. 2. Art an.

» Das Glicksrad wird 30-mal gedreht. Bestimmen Sie den kritischen Wert fir die Hypothese
Hi: p1 = 0.25, wenn die Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler 1. Art hochstens 5 % betragen
soll, sowie die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art.
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Bestimmen der Parameter p und o bei einer normalverteilten Zufallsgrofie

Zur Kontrolle werden 30 Huhnereier, deren Gewicht als normalverteilt angenommen wird,
aus Packungen gewogen und in einer Haufigkeitsverteilung in Klassen erfasst (dabei
bedeutet z. B. Gewicht x =70 g: 69.5 < x < 70.5 g).

Gewichting | 64 |65 |66 |67 |68 |69 | 70| 71|72 |73
Anzahl 2113|414 |7 |6]2|]0]|1

Die Daten werden in ein Tabellenblatt eingegeben, dann kénnen tber das
Meni 4: Statistik / 1: Statistische Berechnung / 1: Statistik mit einer Variablen
die KenngroRen der Haufigkeitsverteilung bestimmt werden:

Mittelwert x = 68.3 und Stichprobenstreuung s, = 2.07

Das Histogramm der Haufigkeitsverteilung (mit den vorgegebenen Klassen der
Breite 1 g) erhalt man tber 3: Daten / 8: Ergebnisdiagramm

Normalverteilung der Zufallsgréf3e X: Gewicht des Eies aus der zugrunde liegen-
den Gesamtheit vorausgesetzt, kénnen dann Wahrscheinlichkeitsaussagen tber
Intervalle gemacht werden:

P(65.5 < X <69.5)=63,1 % ; P(X>68.5) =46,2 %; P(X < 67.5) =35,0%

*Nicht nesneichere =—

% Statistik mit einer Variable

X1-Liste: [ 'gewmhﬁ

64 Haufigkeitsliste: I
65 Kategorieliste: [::I
66 Mit Kategorien: ::‘ I
67 1. Ergebnisspalte: |g4f)
|E|| ‘Abbluch‘
I [y [ Y] P

*Nicht gespeicherte — \ 1,1 | 13 ‘ » *Nicht gespeicherte —

i normCdf{65 5,69.5,68.3,2.07) 0.630862 =
=OneVar( normCdf{68 5,80,68.3,2.07) 0461515
2 Titel |‘3tatistik I E normCdfls0,67 5,68 3,207 0.349573
1 % 683 | ||[|R |
3 £X 2049 | |||
4 Ix? 140075.
4 $X:= Sn-.. | 2.10336
2 e 206001 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 X
E] |="5tatistik mit einer Variable" ‘ 4 ‘ L4 gewicht 3/99

* Bestimmen Sie Mittelwert und Stichprobenstreuung der (als normalverteilt ange-
nommenen) Kérpergrél3e fur 6 Monate alte Kinder aus einer Stichprobe:

GroBeincm | 56 | 57 |58 |59 |60 | 61|62 |63 |64 | 65|66 |67 6869|7071
Anzahl (12|22 |0|1 (4|2 |7 |7 |3|4]2|3|0]1

« Bestimmen Sie: P(63.5 < X <68.5), P(X > 63.5), P(X < 67.5)
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Erzeugen von Zufallszahlen durch einen linearen Kongruenzgenerator

Zur Erzeugung von Zufallszahlen werden haufig lineare Kongruenzgeneratoren verwendet,
das sind rekursiv definierte Folgen des Typs xn+1 = (a-X, + b) mod c.

Die Koeffizienten a, b, ¢ [J N werden so gewahlt, dass folgende Bedingungen erfillt sind:

(1) Die Koeffizienten b und c sind teilerfremd.
(2) a-1ist Vielfaches von jedem Primfaktor von c.
(3) Falls c Vielfaches von 4 ist, dann ist a-1 Vielfaches von 4.

Man kann beweisen, dass dann eine Folge von natirlichen Zahlen erzeugt wird, in der alle
naturlichen Zahlen 0,1, 2, ..., c-1 genau einmal auftreten, und erst nach c Iterationsschritten
wiederholen sich die Glieder der Zahlenfolge. Dividiert man die so berechneten natirlichen
Zahlen durch c, dann erhélt man eine Dezimalzahl aus dem Intervall [ O ; 1 [, die als Pseudo-
Zufallszahl verwendet werden kann. Die Brauchbarkeit einer Rekursionsvorschrift zur Erzeu-
gung von Zufallszahlen kann durch verschiedene Testverfahren tberprift werden.

Beispielsweise wird durch die Rekursionsvorschrift xp+1 = (5:-%, + 17) mod 32 eine
Folge erzeugt, die aus den natirlichen Zahlen 0,1, 2, 3, ..., 31 besteht.

(Hinweis: Mithilfe des Befehls remain(a,b) wird der ganzzahlige Rest der Division
von a durch b bestimmt.)

Da die Rekursionsvorschrift die lineare Zuordnung x — 5x + 17 enthalt (wobei
die Werte maximal 31 werden durfen, andernfalls werden sie um 32 vermindert),
liegen die Punkte, deren Koordinaten aus benachbarten Folgegliedern bestehen,
auf zueinander parallel liegenden Geraden, vgl. Abben. 4-5.

*Nicht gespeicherte = ﬂ-lm

1

Pe°

T

1 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 41
nr

Ifd_

°

0 °

[ .o
0 4

| BRGER LR LN WL LIS LR |
8 12 16 20 24 28 32
folge1

* Untersuchen Sie, ob durch die Rekursionsvorschrift X,+1 = (29-x, + 5) mod 512 eine
Folge erzeugt wird, die aus den natirlichen Zahlen 0,1, 2, 3, ..., 511 besteht.
Wie kdnnen die Folgenglieder dieser Folge in Ergebnisse eines Wirfelversuchs
umgewandelt werden?
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Arbeitsblatt Nr. 34

Poker-Test fur Zufallszahlen

Heinz Klaus Strick

Beim Pokerspiel bewertet man die
Zusammensetzung eines Blatts, das aus
funf Karten besteht.
Der Wert eines Blatts berticksichtigt die
Wahrscheinlichkeit, mit denen die
verschiedenen typischen Bilder auftreten.

Analog wird beim Poker-Test fur Zufalls-
zahlen das Ergebnis des 5-fachen Wirfelns

betrachtet. In der Tabelle rechts

(entnommen aus Elemente der Mathematik)
sind die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten

angegeben.

Migliche Bilder beim

Loy Beispiel Wahrscheinlichkeit
RRari{one: pair) SR8 {g_:-sé-ss-r.-s_ 46,30%
2paare (two poive) | [ (6 6 G D {;—”%Egﬁuza.lﬁ%
Dreier (three of a kind) | [ I 10 ) 6B [??':f"‘_ e
Full house . Bea a‘s,as% 1

IStmight ‘ i ﬁ E ﬁns,uo%

Four of a kind BEEEE 1 512%
Five of a kind BEEEE e
T [Py

Die Abbildungen zeigen die Simulation des 5-fachen Wirfelns sowie die Aus-

wertung mithilfe des Schnellgraphs im Meni-Punkt 3: Daten. An diesen Bildern
kann man unmittelbar ablesen, ob eines der drei besonders haufig auftretenden
Bilder (one pair, two pairs, three of a kind) aufgetreten ist.

Durch Anklicken des Befehlsfelds in Spalte B wird ein neues Bild erzeugt.

11
B%id_or Mo B2

=seqger =randin

7
2 2
3
4
5

1.1
Bitq_nr Bpilg

=seqger =randin

T T T T T T T T
102030 4050

Ifd_nr

o 1 1T
1020304050
Ifd_nr

h

Ty 1 v 1_v 11
102030 4050
Ifd_nr

+ Erlautern Sie, wie sich die Wahrscheinlichkeiten fir die einzelnen Bilder berechnen.

* Welche besonderen Bilder sind in den o. a. Simulationen erzeugt worden?

» Erzeugen Sie mithilfe des GTR 100 solcher 5-Tupel und zahlen Sie, wie oft die Bilder one
pair, two pairs, three of a kind und sonstige auftreten. Beurteilen Sie die Zufalligkeit der
erzeugten 5-Tupel mithilfe eines Binomialtests fir die einzelnen Bilder.
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Anzahl der Runs beim Munzwurf

Beim Munzwurf kdnnen nur zwei Ergebnisse auftreten: W oder Z; dabei kdnnen die einzel-
nen Ergebnisse auch mehrfach aufeinander folgen. Interessant ist zu untersuchen, wie oft
ein Wechsel zwischen W- und Z-Sequenzen erfolgt. Die Anzahl der Runs ergibt sich aus
der Anzahl der Wechsel zwischen W- und Z-Sequenzen erhéht um 1 (fur die erste auftreten-
de Sequenz), beispielsweise enthalt die folgende Sequenz eines 20-fachen Minzwurfs
insgesamt 13 Runs: WW | Z |W | Z|W | ZZ |W | Z | WW | ZZZ |W | ZZ | WW.

Man kann zeigen, dass die Zufallsgrof3e R: Anzahl der Runs beim n-fachen Minzwurf bis auf
den Summanden 1 Ubereinstimmt mit der Verteilung der Zufallsgré3e X: Anzahl der Wappen

beim (n-1)-fachen Munzwurf, d. h., dass gilt: pjp =% - (n-1) + lund or =% - Vn-1.

Auf dem Rechenblatt ist in den Spalten A und B die Simulation eines 20-fachen
Munzwurfs protokolliert. Bildet man die Differenzliste der Liste B, dann kann man
an den Werten -1 bzw. 1 erkennen, ob ein Wechsel stattgefunden hat. Damit
diese Liste grafisch dargestellt werden kann, muss sie dieselbe Lange haben wie
die Ausgangsliste, daher wird die Liste am Anfang noch durch die 1-elementige
Liste {1} erweitert. Aus dem Schnellgraphen kann abgelesen werden, dass bei
dieser Simulation 5 + 6 = 11 Runs aufgetreten sind.

Betatigen des Befehlsfelds in Spalte B liefert eine weitere Simulation.

; E 1: Aktionen (I Nicht gespeicherte —
E L _, I |51 2: Einflgen M. B, B ;
erganzt o f=ic g
: =squen(r|=randint(0|=6li5t(mw=augment( ' ‘3 gta;t‘?;ik :; E[;ﬁen:;esi?ﬂé il =squen(n=randint(0|=6li5t(mU\1=augment( '
. 1 N1 1 1| || [E5: wentetahelle »l= £ | 1 1 1 1
H 2 0 0 1 . Liste kumulierter Summen H 2 0 0 -1
H ; Differenzliste | H
A 0 i 0111 [3: Erweitern 3 0 1 0
l 4 1 0 1 1 Matr l 4 1 0 ]
ﬁ 5 1 - 0 5: Links ﬁ 5 1 -1 0
; - n n _4 ™6 Mitte Sraph v & = A ~ L~
5 | muwurf =randint(0, 1,20) [ 4 » ] |7: Rechts \
[ 1: Aktionen . X
Bi2Enfigen  HE B B4 & Berganzt 'S |Mait  Berganz B2
1553: Daten i1 Folge erzeugen — s . ' 2 — -
% 4: Statistik I'2: Dateneitassony. Ml h =seqgen(n=randint(0, -Gllst(muvl-augrnentl Blist(muw =augment(
5 Wertetahelle b3 Ei 1 1 -1 1 -1 1
1: Liste kumulierter Summen ) 0 0 1 I 0 -1
2: Differenzliste ht 1B — @
3 0 1 ol & 1 0 e :
it . S 9] 9]
4 Matrix in ste konvertieren | ERSRINN] 4 1 0 1|[| & 0 1| S o
5: Links diagramm 5 1 -1 0 H -1 0 o o
6: Mitte raph ¢ & o a L o <™ 10 00 10
7: Rechts ] :rgﬁmt:=augment{{ l}.dilﬂ ‘ 4 | L (W2 er;émt:=augz>| 4 | b erganzt

* Wie viele Runs sind in der rechts dargestellten Simula-
tion aufgetreten?

* Wiederholen Sie die Simulation 50-mal und erstellen so §
eine Haufigkeitsverteilung fir die Anzahl der Runs beim s
20-fachen Munzwurf. Welche Ergebnisse kann man als §
signifikant abweichend von pg = 10,5 bezeichnen? = -
J HR =1 KIE O]
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Durchfihrung des Maximum- und des Permutationstests

Beim so genannten Maximum-Test zur Uberpriifung der Qualitat von Pseudozufallszahlen
wird untersucht, an welcher Stelle das Maximum von t Zahlen liegt. Wenn die Werte ,zufallig”
sind, tritt das Maximum an jeder Stelle t mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf.

Beim so genannten Permutationstest wird untersucht, in welcher Weise die t Zahlen permu-
tiert sind. Wenn die Werte ,zufallig” sind, tritt jede der mdglichen t! Permutationen mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit.

Fall t = 3: Das Maximum eines Tripels von Zufallszahlen kann vorne stehen, in
der Mitte oder hinten — sofern der Fall gleicher Zufallszahlen ausgeschlossen
werden kann.

In Abb. 1 wurde das Ziehen ohne Wiederholung von drei Zahlen aus der Menge
{1, 2, 3, ..., 100} simuliert.

Maximum-Test: Im Beispiel der Ziehung liegt das Maximum in den Spalte B, C
und E an 3. Stelle, in Spalte D an 2. Stelle, in Spalte E an 1. Stelle.

Permutationstest: Es gibt insgesamt 3! = 6 Mdglichkeiten, drei Zahlen a, b, ¢ zu
permutieren: (1) a-b-c, (2) a-c-b, (3) b-a-c, (4) b-c-a, (5) c-a-b, (6) c-b-a.

Im Beispiel der Ziehung liegen vor: Fall (1) in Spalte B und C, Fall (2) in Spalte D,
Fall (3) in Spalte E und Fall (6) in Spalte F.

In Abb. 2 wurde drei Listen mit (je 100) Zufallszahlen aus dem Intervall [0 ; 1 [
| erzeugt und elementweise die drei moglichen Vergleiche durchgefihrt:

— Ist das Element aus Spalte A kleiner als das Element aus Spalte B?
— Ist das Element aus Spalte A kleiner als das Element aus Spalte C?

— Ist das Element aus Spalte B kleiner als das Element aus Spalte C?
Aus den Wahrheitswerten true bzw. false ergibt sich, welcher Fall vorliegt.

‘AN’ UL | *Dokument2 <
[J:gmenge_ I “ _ , .'.:': uﬁ f
* =53qg3ﬂ|m|=rand =rand =rand =rand ® =rand(1=rand(" =rand(
11 31 11 89 456/ 50
2 45| 36| 95 45| 27
3 87 4 92 81 16
4
5

= =] = Rl A~

=a[l<|=a[]< =b[]<
Wo.163..[0.675..0.276. true |true false
%

Blo.818.. 0.270..0.155.. false false false
90.576.. 0.888..0.562..rue false false |
B0.720.. 0.200..0.365.. false false true
|| [Blo.649.. 0.821..0.836..true true true

BN DA 0 D4 faWale ~S00 N £, £l

P <>

K

*  Wie kann man aus der Kombination der Wahrheitswerte (23 = 8 mogliche Félle)
erschlie3en, an welcher Stelle das Maximum liegt bzw. welche der sechs moglichen
Permutationen?

* Fuhren Sie die Experimente, wie sie durch Abb. 1 bzw. Abb. 2 beschrieben sind, durch
und werten Sie 100 zuféllig erzeugte Tripel mithilfe des Maximum- bzw. des Permuta-
tionstests aus. Wann wére ein Ergebnis als signifikant abweichend anzusehen?
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Arbeitsblatt Nr. 37

Heinz Klaus Strick

Untersuchung des funktionalen Zusammenhangs zwischen Zufallszahlen

Aus n+1 Zufallszahlen ag, a1, a, as,

..., ap kann man n Paare (ag;a1), (a1;a2), ..., (@n-1;an)
bilden und in einem Koordinatensystem darstellen. Man kann dann untersuchen, ob ein

funktionaler Zusammenhang zwischen den Zufallszahlen besteht (Reihen-Korrelationstest).
Wenn kein solcher statistischer Zusammenhang vorliegt, misste der Korrelationskoeffizient
der Zahlenpaare nahe bei null liegen.

Koordinaten.

Wir betrachten eine Folge von 101 erzeugten Zufallszahlen (Liste0). Die ersten
100 Zahlen werden in Listel tbernommen (bl := al, dann drag&drop), die
Elemente a2 bis al01 in Liste2.

Zu der entstehenden Punktwolke mit Koordinaten aus (Listel | Liste2) wird eine
Regressionsgerade bestimmt, ebenso zu den Punkten mit vertauschten

Der Korrelationskoeffizient ergibt sich als geometrisches Mittel der beiden Gera-
densteigungen: r = —\/(—0,014556) [{—0,01367) = —-0,0141. Diese Mal3zahl kann
man auch direkt mithilfe des Befehls corrMath( listel, liste2) berechnen.

Dokument2 —

*Dokument2 —

Hliste1  Sliste2

I8 257084 0.257084] 0.716989
98] 716989 0.716989 0.468134

w,477201

0o 049

# =rand(101
o 0.867613 ll 0.943597 0.943597] 0.908319]
98] >57084 0257084 B 0908319 09083191 !
198 716989 0.716989 B 0146688 0.145688) i
08 465134 0.468134 B 0514702 0514702 [
0.40581 0.40581

08 465134 0.468134) 0.477201

2: Lineare Regression (a+bx) anzeigen
3: Median—-Median anzeigen

4: Quadratische Regression anzeigen
5: Kubische Regression anzeigen

6: Regression vierter Ordnung anzeigen
7: Potenz—-Regression anzeigen

8: Exponential-Regression anzeigen

9: Logarithmische Regression anzeigen
A: Sinus—-Regression anzeigen

v

liste2

*Dokument2 —

F =y . e
0.94 ,o' oo ® : o 1) o 0‘9; b & 0 0:3.07 .\+0%48£695. °
1 g° o0 © ] ° ° @ © o
{1 e ° o o208 1 % e e ? o0, "
064 |oogqy =.-0 014556° x+0.516%01eg o — 06l [¢) " o o
- 2o s _ T ® gbg - A
1] e :',w e ° . 2 | p——- Ty s
0.34 é o? o’ S 0.3 . oa o 2]
l e o © 848 . I ° g & o o
@ ® < 1l 9@ e o
001 e & o o o ® 001 Pe ®° P, &
Y T T Y T b T T T ¥ T T ¥ T ¥ T Y T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
liste liste2

guadrat und untersuchen Sie, ob ein funktionaler
Zusammenhang der Punktkoordinaten erkennbar ist.

Erzeugen Sie 500 [1000] Zufallspunkte im Einheits-

corrMatliste 7, liste 2)

-0.0

1 -0.014106

14106 b

|

199
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Heinz Klaus Strick

Wahrscheinlichkeitsverteilung beim Warten auf eine vollstandige Serie

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fur das Vorliegen
einer vollstandigen Serie nach k Stufen kann mithil-
fe einer Ubergangsmatrix berechnet werden. Das
folgende Ubergangsdiagramm stellt das Warten auf
eine vollstandige Serie beim Wirfeln dar. Dabei
stehen in den Kastchen die mdglichen Zustande
des Prozesses (z. B. bedeutet 3, dass drei
verschiedene Ergebnisse aufgetreten sind):

Die in der Tabelle rechts stehenden Werte geben
die Wahrscheinlichkeiten dafiir an, dass nach k
Versuchen der Zustand 1, 2, 3, ..., 6 erreicht ist,

z. B. ist zu entnehmen, dass die Wahrscheinlich-
keit, dass nach 12 Wirfen jede der sechs verschie-
denen Augenzahlen mindestens einmal aufgetreten
ist (= Zustand 6), 43,78 % betragt.

1

2

3

1

0

0

0,1667

0,8333

0

4
0
0

0,0278

0,4167

0,5556

0

oOojolwo

0,0046

0,1620

0,5556

0,2778

ojoloo|®»

0

0,0008

0,0579

0,3858

0,4630

0,0926 0

0,0001

0,0199

0,2315

0,5015

0,2315 10,0154

0,0000

0,0068

0,1290

0,4501

0,3601 10,0540

0N RAWN =X

0,0000

0,0023

0,0690

0,3646

0,4501]0,1140

©

0,0000

0,0008

0,0360

0,2776

0,4966 | 0,1890

-
o

0,0000

0,0003

0,0185

0,2031

0,5064 | 0,2718

-
-

0,0000

0,0001

0,0094

0,1446

0,4897 | 0,3562

-
[\ ]

0,0000

0,0000

0,0048

0,1011

0,4563|0,4378

=y
w

0,0000

0,0000

0,0024

0,0698

0,4139]0,5139

-
£

0,0000

0,0000

0,0012

0,0477

0,3682 | 0,5828

=y
(4]

0,0000

0,0000

0,0006

0,0324

0,3227 10,6442

=y
2]

0,0000

0,0000

0,0003

0,0219

0,2798 | 0,6980

-
~

0,0000

0,0000

0,0002

0,0148

0,2404 | 0,7446

=y
©

0,0000

0,0000

0,0001

0,0099

0,2053 | 0,7847

-
0

0,0000

0,0000

0,0000

0,0067

0,1744 10,8189

N
o

0,0000

0,0000

0,0000

0,0045

0,14750,8480

N
-

0,0000

0,0000

0,0000

0,0030

0,1244 10,8726

N
N

0,0000

0,0000

0,0000

0,0020

0,1047 10,8933

N
w

0,0000

0,0000

0,0000

0,0013

0,0879|0,9108

N
£

0,0000

0,0000

0,0000

0,0009

0,0737 10,9254

Die Ubergangsmatrix kann uber die -Taste als 6x6-Matrix eingegeben und

mithilfe von :sto+: unter einer selbst gewéhlten Variablen abgespeichert werden,
ebenso der Startvektor als 6x1-Matrix. Hier sollte die Dezimalzahl 1.0 eingetippt
werden (statt der nattrlichen Zahl 1), damit die Wahrscheinlichkeiten fir die ein-
zelnen Zustande als Dezimalzahlen und nicht als Briiche angezeigt werden.

w6 0 0 0 0 0
5% 12 0 0 0 0
0 23 12 0 0
0 0 1222 0 0
| o |vo|va|e” |~ |{za ({88 5 | {8 0 0 0 U356 0
ol |Suo' | B8] | e | [B] (N £o | o | 4o | $Eo o 0 0 0 16
| B | o | | Dl [

—h

[ 013;[

0/99

*Nicht gespeicherte —

+ Erlautern Sie, wie die in der Tabelle oben rechts atls s
stehenden Wahrscheinlichkeiten mithilfe eines GTR 0.00477
berechnet werden kénnen. e

« Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fuir das Vorliegen ]
einer vollstandigen Serie nach 30 Wirfen [36 Wrfen] |

k 5
1799
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Anhang: Ubersicht tiber einige Rechnerbefehle

Heinz Klaus Strick

Zahlenfolge erzeugen
Folgen von Zahlen kdnnen erzeugt werden

— im Lists & Spreadsheets—Modus mithilfe des Menus:
3: Daten/ 1: Folge erzeugen

— im Calculator-Modus durch Eingabe des Befehls

f

. !
ceqlx?x18) {1,49,16,25,36,49,64}

1 I
seq| —.x,1, IOJ
X /

Q111111111
2345678910

seq(Folgenvorschrift, Variable, Startwert, Endwert) oder seqlx.x,2,10,2) {2.46810}
seq(Folgenvorschrift, Variable, Startwert, Endwert, Schrittweite)
vgl. Beispiele rechts.
Da der Befehl fur die Erzeugung rekursiv definierter Folgen
kompliziert ist, sollte das Menu benutzt werden.
Zufallszahlen erzeugen rand() 0.947736
Zufallszahlen kénnen erzeugt werden rand(4)
— im Lists & Spreadsheets—Modus mithilfe des Men(s: {0-3_783_25'0-4 3008,0 477872,0 119817
3: Daten / 5: Zufallszahl randInti 1,3/ 2
— im Calculator-Modus mithilfe des Mends: randinti1,3,5) (31121}
5: Wahrscheinlichkeit / 4: Zufallszahl - -‘
der durch Einaabe ei toh randBin{10,0.3) 2
oder durch Eingabe eines entspr. Befehls. randBinl 10,0 3] .
[ 1: Aktionen I 1: Aktionen ‘ - 21 a
o Flergan b 4052 Zah randamf_lg,o.,,;.f {52213}
1953: Daten x= 3: Algebra randNorm({100,5) 91.4307
¥ 4 Statistik Pt {62 4: Analysis randNorm({100,5) 101 546

@ 5 Wahrscheinlichkeit  [1: Fakultat (1)
X 6 % 2: Permutationen
g 7: 3: Kombinationen

$e8g: |2 Ganzzahl 4 Zufallgzahl

5 5: Wertetabelle »|

| zufaliszahl B
i: Listen Mathematik P

2: Zufallsinteger

3: Zufallsbinom : Listenoperationen I | || [ 9: §3: Binom 5: Verteilungen... I
4; Zufallsnormal Er mm 4 Nc?rmal |
5: Zufallsstichprobe hr [ 5: Stichprobe ™

Al [¥] 6: Ausgangsbasis 0/99

Zu unterscheiden sind
— Zufallszahlen aus dem Intervall [0 ; 1 [: rand()

— ganzzahlige Zufallszahlen nach Eingabe von kleinstem und
groltem Wert: randint(UntGrenze, ObGrenze)

— binomial- oder normalverteilte Zufallszahlen nach Eingabe
der Parameter: randBin(n,p) bzw. randNorm(,0)

— Zahlen aus einer vorgegebenen Liste (Stichprobe als Ziehen
mit oder ohne Zuricklegen): randSamp(Liste, Anzahl) bzw.
randSamp(Liste, Anzahl,1)

vgl. Beispiele rechts.

randNorm{100,5, 4/
{92.5369,93.0196,89.9709,102.602 }

randSamp({1,2,48},3) {aa1}

randSampl, { 1,2 4,8},5:* { 1.2,8,4,8}

randSamp({1,2,48},3,1) {281}

randSampl, { 1,2,48 },3, 1) { 3,2,4}

randSampl{1,2,48},41) {1824}
{1248} 5,

randSampl,

"Fehler: Bereichsfehler"

Hinweis: Fehlermeldung, da beim Ziehen ohne
Zurilcklegen nicht 5 Elemente aus einer 4-
elementigen Menge gezogen werden kénnen.

Soll mehr als eine Zufallszahl ausgegeben werden, dann ist die RandSeed 123 Fertig
gewiinschte Anzahl zu erganzen. RandSeed 1t Fertig
Damit die Folge dererzeugten Zufallszahlen nicht immer mit dem 1 Fertig
. . . . RandSeed —

selben Startwert beginnt, sollte jeder Nutzer eine eigene 3
Ausgangsbasis mithilfe des Befehls RandSeed Zahl wéhlen.
Binomialkoeffizienten berechnen nCr{49,6) 12983816
Binomialkoeffizienten kdnnen berechnet werden nCri6,4) nCri43,2) 645
— im Calculator-Modus mithilfe des Menus: nCr{49,6) 665896

5: Wahrscheinlichkeit / 3: Kombinationen nCri6,4) nCri43,2) ) 0.000969
oder durch Eingabe eines entspr. Befehls, vgl. Beispiele rechts. nCr{49,6)
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Stochastik mit dem TI-Nspire™ CX
Anhang: Ubersicht tiber einige Rechnerbefehle

Heinz Klaus Strick

Binomialverteilung

Wahrscheinlichkeiten einer binomialverteilten Zufallsgrof3e
kénnen berechnet werden

— im Lists & Spreadsheets—Modus mithilfe des Menus:
4: Statistik / 2: Statistische Verteilungen

— im Calculator-Modus mithilfe des Menus:
5: Wahrscheinlichkeit / 5: Verteilungen oder auch
6: Statistik / 5: Verteilungen

oder durch Eingabe eines entspr. Befehls:
binomPdf(n,p) gibt die vollstandige Verteilung zurtick
binomPdf(n,p,k) = Wahrscheinlichkeit fir k Erfolge

f 1 i
binomPdf| 3,~ |
Lo4)

{0.421875,0.421875,0.140625,0.015625 }

‘ N 0.421875
binomPdf| 3,~,1|
L4 )

Kumulierte Binomialverteilung

Kumulierte Wahrscheinlichkeiten einer binomialverteilten

Zufallsgrofie konnen durch Eingabe eines entspr. Befehls

berechnet werden:

binomCdf(n,p) gibt die vollstandige Verteilung zuriick

binomCdf(n,p,k) = Wahrscheinlichkeit fir hdchstens k Erfolge

binomCdf(n,p,a,b) = Wahrscheinlichkeit fir mindestens a und
hdchstens b Erfolge

Nur die Intervall-Wahrscheinlichkeiten (also binomCdf(n,p,a,b) )
kénnen mithilfe der Menu-Optionen berechnet werden:

— im Lists & Spreadsheets—Modus: 4: Statistik / 2: Statistische
Verteilungen

— im Calculator-Modus: 5: Wahrscheinlichkeit / 5: Verteilungen oder
auch 6: Statistik / 5: Verteilungen

binomcdf{3,0.4)  {0.216,0.648,0.936,1. }

binomCdf{10,0.4,4) 0.633103

0.666472

binomCdf{10,0.4,3,5)

Normalverteilung

Einzelwerte oder (Intervall-) Wahrscheinlichkeiten einer normal-
verteilten Zufallsgrof3e konnen berechnet werden

— im Lists & Spreadsheets—Modus mithilfe des Menus:
4: Statistik / 2: Statistische Verteilungen

— im Calculator-Modus mithilfe des Ments:
5: Wahrscheinlichkeit / 5: Verteilungen oder auch
6: Statistik / 5: Verteilungen

oder durch Eingabe eines entspr. Befehls:

normPdf(x,x, 0) = Funktionswert der GAuss’schen Dichtefunktion
an der Stelle x,

normCdf(a,b,u, 0) = Wahrscheinlichkeit fir das Intervall [a ; b]

M, o missen nicht eingegeben werden, wennp=0und o =1
(standardisierte Normalverteilung): normPdf(x), normCdf(a,b)

Anz. Versuche, n: | 10
Wahrscheinlichkeit, p: | 0.4
Untere Schranke: | 3

Obere Schranke; ’S :I
|?|| | Abbruch|
normPdf(0) 0.398942
normPdf{-1) 0.241971
normPdf!{ 2] 0.053991
normPdf{50,50,5) 0.079788
normPdff49,50,5] 0.078209
normPdf{51,50,5) 0.078209
normCdff-1,1) 0.682689
normCdf(-2,2) 09545
nommCdf{39 5,60.5,50,5) 0.964271

AR

Hinweise auf alle verfiigbaren Befehle und
deren Syntax findet man im Katalog.
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