3

V.

Zur optimalen Anzeige dieses PDF-Portfolios sollte es in Acrobat

oder Adobe Reader ab Version 9 geoffnet werden.

Adobe Reader jetzt herunterladen



http://www.adobe.com/go/reader_download_de


Materialien fiir
TI-Nspire™ CAS mit Touchpad Handheld, TI-Nspire™ CX CAS Handheld,

TI-Nspire™ CAS Software

Benno Frei, René Hugelshofer, Robert Marki

Lineare Funktionen und
Gleichungen

Dynamisch und CAS-gerecht

= Fiir Gymnasien (9./10. Schuljahr)
und hohere Berufsschulen

= Reichhaltige Auswahl von Aufgaben und
Anwendungsbeispielen, kurze Theorie

= Umgang mit Parametern

= Gauss-Algorithmus

= Lineare Optimierung

IF WIS
INSTRUMENTS

lhre Erfahrung. Unsere Technologie. Mehr Lernerfolg.





Benno Frei, René Hugelshofer, Robert Marki

Lineare Funktionen und Gleichungen
Dynamisch und CAS-gerecht

& 2011 Texas Instruments

Dieses Werk wurde in der Absicht erarbeitet, Lehrerinnen und Lehrern gesignete Matenalien
fur den Unterricht an die Hand zu geben. Die Anfertigung einer notweandigen Anzahl von
Fotokopien fur den Einsatz in der Klasse, einer Lehrerforthildung oder sainem Saminar ist
daher gastattet. Hierbei ist auf das Copyright von Texas Instruments hinzuweisen. Jede
Yerwertung in anderen als den genannten oder den gesatzlich zugelassenen Fallen ist ohnea

schriftliche Genehmigung von Texas Instrumeants nicht zulassig. Alle Warenzeichen sind
Eigentum ihrer Inhaber.





Vorwort

Das Unterrichtsmittel , Lineare Funktionen und Gleichungen” enthalt nebst kurzen theore-
tischen Einschiiben vor allem eine reiche Auswahl an Aufgaben von verschiedenem Schwie-
rigkeitsgrad so wie viele Anwendungen aus verschiedenerlei Gebieten. Die Unterrichtsse-
quenz eignet sich deshalb fiir viele Ausbildungstypen und Leistungsniveaus. Die Lehrper-
son kann gemdss Lehrplan und Interesse der Studierenden die geeigneten Themen und
Aufgaben auswéhlen.

Beim Thema , Lineare Funktionen” werden Studierende zum ersten Mal mit der systemati-
schen Behandlung einer Funktionenklasse konfrontiert. Die charakteristischen Eigenschaf-
ten der linearen Funktionen sind durch Parameter bestimmt. Schieberegler erweisen sich
dabei als niitzliches Hilfsmittel zur dynamischen Darstellung und Verdnderung der Funk-
tionen in Abhéngigkeit der Parameter.

Im 1. Kapitel wird die lineare Funktion in verschiedenen Erscheinungsarten dargestellt. Die
Punkt-Steigungsform fiihrt bei den meisten Aufgaben schneller zum Ziel und wird deshalb
bevorzugt verwendet. Der Rechner wird dabei vor allem fiir die graphische Unterstiitzung
benutzt. Bei vielen Aufgaben miissen auch Gleichungen gelost werden, diese sind aber in
der Regel einfach und kénnen meistens ebenso schnell ohne Rechner gelost werden.

Im 2. Kapitel steht die Losung von Gleichungssystemen im Mittelpunkt. Es sollen zwar
einige Aufgaben auch ohne Rechner gelost werden um das Losungsverfahren zu begreifen.
Aber gerade beim Losen von Gleichungssystemen bringt der Rechner eine grosse Zeiter-
sparnis. Diese kann man nutzen um vermehrt angewandte Aufgaben zu l6sen. Davon findet
man eine grosse Anzahl aus verschiedenen Anwendungsgebieten.

Kapitel 2.6 befasst sich mit Ungleichungssystemen mit zwei Variablen und Linearer Opti-
mierung. Diese kdnnen graphisch mit dem Rechner sehr gut dargestellt werden. Schiebe-
regler sind auch hier ein effizientes Instrument um die Zielfunktion dynamisch darzustel-
len.

Alle Aufgaben und Losungen sind als TI-Nspire™-Dateien verfiigbar. Die Aufgabendateien
ermoglichen das individuelle Arbeiten mit elektronischen Arbeitsblédttern. Die Losungsda-
teien zeigen wie die Aufgaben CAS-gerecht gelost werden konnen. Diese Dateien finden
Sie auf der TI-Materialiendatenbank unter

www.ti-unterrichtsmaterialien.net.

Das vorliegende Heft kann als pdf kostenlos von der TI-Materialdatenbank heruntergela-
den und ausgedruckt werden. Im Text und den Bildern werden zum Teil Farben verwendet.
Diese sind aber so gewdhlt, dass auch im Graustufendruck eine gute Qualitdt gewédhrleistet
ist. Diese Unterrichtssequenz kann auch in gedruckter Form bestellt werden unter
www.ti-activities-shop.net.
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1 Die linearen Funktionen

1.1 Beispiel zur Einfiihrung

Der Preis bei einer Taxifahrt in Ziirich setzt sich zusammen aus einer Grundtaxe von 6.00
CHF und einem von der gefahrenen Strecke abhidngigen Preis von 3.50 CHF pro km. Dazu
fithren wir die folgenden Variablen ein:

x: Anzahl der gefahrenen km

y: Zu bezahlender Preis in CHF.

Funktionsgleichung
Der zu bezahlende Preis berechnet sich nun gemaéss

y=35x+6

Einer Fahrstrecke der Lange x km ist damit eindeutig ein Preis von y = 3.5x + 6 zugeordnet.
Eine solche Zuordnung wird durch einen Pfeil dargestellt:

x—y=35x+6
Statt von einer eindeutigen Zuordnung spricht man in der Mathematik von einer Funktion.
Die Zuordnungsvorschrift, hier die Gleichung y = 3.5x + 6, heisst Funktionsgleichung.

Wertetabelle

Bei unserer Funktion x — y = 3.5x + 6 ist jedem Wert von x (x > 0) eindeutig ein Wert
von y zugeordnet. Dadurch entstehen unendlich viele geordnete Zahlenpaare (x,y). Stellt
man eine Auswahl solcher Zahlenpaare dar, erhdlt man eine sogenannte Wertetabelle.

Tabelle 1.1: Wertetabelle fiir die Funktion x — y = 3.5x + 6

x [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
yl6 95 13 165 20 235 27 305 34 375 41

Graph der Funktion

Zeichnet man in einem x-y-Koordinatensystem die Punkte ein, deren Koordinaten den in
der Tabelle 1.1 berechneten Werten von x und y entsprechen, dann erhélt man die Abbil-
dung 1.1
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\y F
54 i 5
I A / +
Abbildung 1.1: Darstellung der Abbildung 1.2: Graph der Funktion
Wertetabelle 1.1 x— Yy =35x+6

Offensichtlich liegen alle Punkte auf einer Geraden. Es wird anschliessend gezeigt, dass alle
Punkte, welche zur Funktion x — y = 3.5x 4 6 gehoren, auf dieser Geraden liegen. Diese
Gerade heisst Graph der Funktion. Aus dem Graphen der Funktion kénnen wir im Prinzip
zu jedem beliebigen x-Wert den zugehorigen y-Wert ablesen und umgekehrt.

Funktionsvariablen und Parameter

Die beiden Variablen x und y sind die eigentlichen Funktionsvariablen. Die Variable x
heisst unabhingige Variable, sie kann im Prinzip beliebig aus dem Definitionsbereich gewéahlt
werden. Der Definitionsbereich ist der Bereich der moglichen x-Werte, in unserem Beispiel,
zumindest theoretisch, x > 0. Der Wert der Variablen y kann dann aus dem gewihlten Wert
von x berechnet werden, y heisst deshalb auch abhingige Variable.

Betrachtet man nun verschiedene Taxi-Unternehmen, so werden die meisten eine analoge
Struktur der Tarifgestaltung haben, d.h. eine Grundtaxe und einen Preis pro gefahrenen
km. Die Grundtaxe und der Preis pro km konnen aber von Unternehmen zu Unterneh-
men variieren. Man sagt auch, dass die Form der Preisgestaltung dieselbe sei, nur der Inhalt
(Grundtaxe und Preis pro km) variiert. Wir konnen nun auch diese Grossen mit Variablen-
namen bezeichnen. Wir bezeichnen die Grundtaxe mit q und den Preis pro km mit m. Im
Unterschied zu den Funktionsvariablen x und y haben die Variablen m und q fiir jedes
Taxi-Unternehmen einen festen Wert, sie bestimmen die konkrete Gestaltung des Preises
(den konkreten Inhalt der Form). Die Variablen m und q heissen Formuvariablen oder Para-
meter. In diesem Sinne kénnen wir sagen: Die Tarifgestaltung eines Taxi-Unternehmens hat
die Form

y=mx-+d.

x : Anzahl gefahrener km, y : Fahrpreis, q : Grundtaxe, m : Preis pro km.
Werden fiir die Parameter m und q bestimmte Zahlenwerte angenommen (die Form erhalt
einen Inhalt) dann erhélt man die entsprechende Funktion.

Aufgabe 1.1
Ein Auto hat einen Benzinverbrauch von 5 1 pro 100 km. Der Tankinhalt ist 60 1. Stelle als
Wertetabelle, mit einer Funktionsgleichung und grafisch dar
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1.2. Definition und Darstellung der lineare Funktion

a) den Benzinverbrauch in Abhdngigkeit der gefahrenen km.

b) den Tankinhalt in Abhingigkeit der gefahrenen km.

1.2 Definition und Darstellung der lineare Funktion

Beispiel

Wir betrachten die Funktion x — y = 2x + 3. Oft geben wir einer Funktion einen Namen,
z.B. f oder g oder f; etc. Wenn wir die Funktion aus dem obigen Beispiel etwa mit f be-
zeichnen, dann schreiben wir f : x — y = 2x + 3 oder abgekiirzt f(x) = 2x + 3. Es ist dann
etwa f(7) =2-74 3 = 17. In Worten: der dem x-Wert 7 zugeordnete Funktionswert oder
y-Wert betragt 17.

Die drei Darstellungsarten einer linearen Funktion

Wir konnen jede lineare Funktion (und wie wir spédter sehen werden viele andere Funktio-
nen) auf drei verschiedene Arten darstellen:

e Algebraisch mit einer Funktionsgleichung,
e numerisch mit einer Wertetabelle und

e graphisch mit einem Funktionsgraphen in einem Koordinatensystem.

Beispiel
e Algebraisch : f : x — y = 0.5x + 1 oder f(x) = 0.5x + 1.
e Numerisch: Wertetabelle

Tabelle 1.2: Wertetabelle fiir die Funktion x — y = 0.5x + 1

x| 3 2 1 0 1 2 3 4
y|05 0 05 1 15 2 25 3
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e Graphisch: Siehe Abbildung 1.3

Abbildung 1.3: Graph der Funktion x — y = 0.5x + 1

Ist bei einer linearen Funktion eine Darstellungsart gegeben, dann kénnen die beiden an-
dern ermittelt werden.

Aufgabe 1.2
Gegeben ist die Funktion f : x — y = —0.5x — 1. Bestimme eine Wertetabelle im Bereich
—4 < x < 4 und zeichne den Graphen.

Aufgabe 1.3
Eine Klasse mietet einen Raum fiir eine Party fiir 220 €. Der Eintrittspreis ist 5.5 €.

a) Driicke den Gewinn als Funktion der Anzahl verkaufter Tickets aus.

b) Zeichne die Funktion und bestimme den Punkt bei welchem die Klasse Profit aus der
Party schlagt.

Aufgabe 1.4

a) Ein Flugzeug startet von Ziirich (400 m . M.) nach New York. Es steigt pro Minute
gleichmassig um 500 m. Stelle die Flughohe (in m ii. M.) in Abhéngigkeit der Zeit
als Wertetabelle (fiir die ersten 20 Minuten), als Funktionsgleichung und grafisch dar.
Wann wird die maximale Flughthe von 10 km erreicht (in der Graphik ablesen).

b) Ein anderes Flugzeug befindet sich in 11.5 km Hohe. Es setzt 280 km vor Ziirich
zum gleichméssigen Landeflug an und landet 23 Minuten spater auf dem Flughafen
Zirich. Stelle

I) die Horizontaldistanz bis zum Flughafen II) die Flughohe
in Abhéngigkeit der Zeit als Funktionsgleichung und grafisch dar.
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1.3. Die Steigung einer Geraden

1.3 Die Steigung einer Geraden

Um die Steigung einer Geraden zu bestimmen, wahlt man auf ihr zwei beliebige verschie-
dene Punkte A(xa,ya) und B(xg,yg) und bestimmt die Differenzen der x- und der y-
Koordinaten:!

Ax=xp—xA Ay =Yg —Ya.
DEFINITION

Unter der Steigung einer Geraden versteht man den Quotienten

_AYy _ys—ya
Ax XB—XA'

Steigungsdreieck

Das rechtwinklige Dreieck mit der Hypote-
nuse AB und achsenparallelen Katheten in
der Abbildung 1.4 heisst Steigungsdreieck.
Da bei einer gegebenen Geraden alle mogli-

chen Steigungsdreiecke zueinander dhnlich
sind, ergibt sich stets dasselbe Verhaltnis ,{
m = 2Y, die Steigung ist also unabhéngig -~

ad

von der speziellen Wahl der beiden Punkte

. Qi A
A und B. Abbildung 1.4: Steigung m = 7%

Steigungswinkel
Der spitze Winkel o zwischen der x-Achse und der Geraden heisst Steigungswinkel. Er weist

dasselbe Vorzeichen auf wie die Steigung. Aus der Abbildung 1.4 entnimmt man:
_ Ay

Fiir den Steigungswinkel « gilt tan(«) = 73 = m.

Aufgabe 1.5
Bestimme mit Hilfe von zwei beliebigen selbst gewdhlten Punkten die Steigung und den
Steigungswinkel der beiden Geraden

a) y=2x—5 b) y:—%x+2.

Aufgabe 1.6
Einfluss von Parametern

a) Gegeben ist die Funktion f1(x) = mx + 1.
Verdndere den Parameter m mit Hilfe eines Schiebereglers. Notiere deine Beobach-
tungen.

'Um die Differenz zweier x- resp.y-Werte zu bezeichnen, ist es iiblich, das Symbol Ax resp. Ay zu verwenden.
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b) Gegeben ist die Funktion f2(x) = %x + 4.
Verdndere den Parameter q mit Hilfe eines Schiebereglers und beschreibe deine Be-
obachtungen.

¢) Beschreibe die Bedeutung der Parameter m und q in der Funktion f(x) = mx + q.
Ergénze dazu die Liicken im nachstehenden Satz.

SATZ
Die Gerade mit der Gleichung y = mx + q hat die Steigung ... und schneidet die .. .-Achse
im Punkt (0, q).

Beweis: Wir betrachten zwei beliebige Werte x; und x, mit x; < x;. Die zugehorigen Funk-
tionswerte sind dann y; = mx; + q und y> = mx, + q. Berechnen wir nun die Steigung,
dann ergibt sich:

@_mxz+q—(mx1 +4q)  mxz—mx;  m(x2—xq)

Steigung =
gung Ax X2 — X1 X2 — X1 X2 — X1

Der y-Achsenabschnitt ergibt sich fiir x =0: y = q.

Aufgabe 1.7
Liegen die 3 Punkte A, B, C auf einer Geraden?

a) A(*])*])) B(S)])) C(13)2)
b) A(=1,2), B(9,-3), C(7,-2)

1.4 Nullstelle oder x-Achsenabschnitt

Die Stelle (d.h. der x-Wert) bei welcher der Funktionswert y den Wert 0 annimmt, heisst
Nullstelle der Funktion. Graphisch erhilt man die Nullstelle beim Schnittpunkt der Geraden
mit der x-Achse. Rechnerisch erhélt man die Nullstelle von y = mx + q indem man y =0
setzt und nach x auflost. Man erhalt:

Die Nullstelle resp. der x-Achsenabschnitt von y = mx + q ist bei p = x¢ = %

Aufgabe 1.8
Gegeben sind die beiden Funktionen f(x) = —%x +2und g(x) =3x—3.5

a) Zeichne die Graphen der beiden Funktionen in einem Koordinatensystem!

b) Berechne f(—6) und g(2)!

¢) Fir welchen Wert von x wird f(x) =5; 1; 0?

d) Fiir welchen Wert von x ist f(x) = g(x)? (Rechnerische und graphische Losung)
e) Fiir welchen Wert von x ist f(x) — g(x) = 16.5?

f) Bestimme die Nullstellen der beiden Funktionen.
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1.5. Bestimmung der Geradengleichung

Aufgabe 1.9
Eine Funktion f sei definiert durch die Gleichung f(x) = 2x + 1

a) Bestimme f(4); f(—1) und f(u)
b) Bestimme x, wenn f(x) =9
¢) Bestimme f(x — 2) und f(2x + 3)

d) Skizziere in einem Koordinatensystem die Graphen von y; = f(x), y2 = f(x) — 2,
y3 = f(x — 2) und ys4 = 2f(x) und notiere deine Beobachtungen.

1.5 Bestimmung der Geradengleichung

In den vorangehenden Beispielen hatte die Geradengleichung stets die Form y =m-x+ q,
m : Steigung, q : y-Achsenabschnitt. Diese Form heisst Normalform oder auch y-Abschnitts-
Steigungs-Form. Im Folgenden wird die allgemeinere Punkt-Steigungs-Form hergeleitet, wel-
che in vielen Anwendungen und Aufgaben die Losung vereinfacht.

Beispiel

Eine Gerade ist gegeben durch einen Punkt P(2,3) und die Steigung m = 2.5.
Fiir einen beliebigen Punkt Q(x,y) auf der

Geraden muss gelten:

d.h. die Steigung der Geraden durch P und
Q muss m = 2.5 sein.

Formt man diese Gleichung um dann erhalt
man:

y—3=2.5(x—2) oder

y=25(x—2)+3.

Man kann diese Gleichung direkt hinschrei-
ben, denn sie enthilt nur die Koordinaten
des gegebenen Punktes und die gegebene
Steigung der Geraden. Diese Form heisst Abbildung 1.5: Punkt-Steigungs-Form
deshalb Punkt-Steigungs-Form der Geraden-

gleichung. Bei Bedarf kann die y-Abschnitts-

Steigungs-Form (Normalform) daraus auch

ermittelt werden, sie lautet y = 2.5x — 2.

Ersetzt man in obiger Herleitung den festen Punkt P(2,3) durch einen allgemeinen Punkt
P(xp,yp) dann ergibt sich entsprechend die allgemeine Punkt-Steigungs-Form.

(© Texas Instruments 2011 7
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SATZ
Die Gleichung der Geraden durch den Punkt P(xp,yp) mit der Steigung m lautet in Punkt-
Steigungs-Form:

z_gp' = moder y —yp = m(x —xp) oder y =m(x —xp) +yp
— AP

Bei Bedarf ladsst sich die Gleichung in die Normalform resp. y-Abschnitts-Steigungs-Form
Yy = mx + q bringen.

Ist eine Gerade durch zwei Punkte gegeben, dann ermittelt man zuerst die Steigung und
formuliert dann die Geradengleichung gemiss dem obigen Satz.

Beispiel
Gerade gegeben durch die Punkte A(2,1) und B(4,5).

Man bestimmt zuerst die Steigung m = %% = % = % =2.
Anschliessend kann die Geradengleichung formuliert werden, wobei die Koordinaten eines
der gegebenen Punkte eingesetzt werden (hier A):

y—1=2(x—2)odery=2(x—2)+1.
Wird die Normalform benétigt, dann erhélt man y = 2x — 3.

Aufgabe 1.10
Gegeben sind die beiden Funktionen f(x) = %(x —3)+2und g(x) =—2(x—3) + 2.

a) Weshalb kann man ohne jegliche Rechnung den Schnittpunkt der Graphen der beiden
Funktionen angeben?

b) Zeichne die Graphen der beiden Funktionen in einem Koordinatensystem!

Aufgabe 1.11
Bestimme die Gleichungen der folgenden Geraden (Punkt-Steigungs-Form und Normal-
form):

a) Gerade durch den Punkt P(2,3) mit der Steigung m = —%,

b) Gerade durch die Punkte A(—2,1) und B(3,3),

¢) Gerade durch den Punkt Q(3,1) welche parallel ist zur Geraden mit der Gleichung
y =5x —10.

Aufgabe 1.12

Zeichne die Gerade mit der Gleichung y = 7x + 2 und spiegle diese an der x-Achse, der
y-Achse sowie an der Geraden mit der Gleichung y = x (sogenannte 1. Winkelhalbierende)
und bestimme die Gleichungen der gespiegelten Geraden.
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Aufgabe 1.13

Gegeben sind die Graphen von fiinf linearen Funktionen. Bestimme zu jeder Funktion die
Funktionsgleichung und die Nullstelle.

Aufgabe 1.14

Gelegentlich gibt man die Gleichung einer Geraden in einer andern Form als y = mx + q
odery =m(x —u)+van.

a) Die Gleichung 2x — 5y = 10 beschreibt ebenfalls eine Gerade. Begriinde dies und gib
die Geradengleichung in der Form y = mx + g an.

b) Die Gleichung % + § = 1 ist ebenfalls die Gleichung einer Geraden. Begriinde dies
und gib sie in der Form y = mx + q an. Wo liegen die Achsenabschnittspunkte?

c) Die Geradengleichung in der Form - + % = 1 heisst «Achsenabschnittsform». Be-

griinde dies und gib die Geradengleichung y = 1x + 2 in der Achsenabschnittsform
an.

Aufgabe 1.15

Bestimme die gefragten Elemente in den nachfolgenden Figuren

A={—2,7)

B={11,-3)

P(3, -3

y—Achsenabschnitt q?

‘ Steigung m von g? g
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h ; .
45° 60° .
= A -
Bl-2, -3
Steigungen von g und h?
i . leAchsenabschnitt p°

7x—9y+126=0

' Achsenabschnitte p,g=?

3x—5y+c=0 2x—3y+4=0
2.4

B [ ol X
c=?
/ Ax=?

g) h)

i) j)
Aufgabe 1.16

Notengebung: Bei der Berechnung der Note bei einer Priifung wird meistens eine lineare
Funktion verwendet.

a) Note aus erreichter Punktzahl. Im Schweizer-System setzt man fest: Fiir M Punkte er-
hilt man die Note 6, fiir 0 Punkte die Note 1. Bestimme fiir M = 20 und fiir beliebiges
M die Gleichung der linearen Funktion x — y, wobei x die erreichte Punktzahl und
y die Note bedeuten.

b) Note aus Anzahl Fehlern: 0 Fehler ergibt die Note 6, F Fehler die Note 1. Bestimme
fiir F = 30 und fiir beliebiges F die Gleichung der linearen Funktion x — y, wobei x
die Anzahl Fehler und y die erreichte Note bedeuten.

¢) In Deutschland ist tiblicherweise die beste Note die 1 und die schlechteste Note die 6.
Lose a) und b) fiir dieses System.

10 © Texas Instruments 2011





1.5. Bestimmung der Geradengleichung

Aufgabe 1.17
Die steilste Zahnradbahn der Welt fahrt von Alpnachstad bei Luzern (497 m 1i.M.) auf den
Pilatus (2132 m 4.M.) und legt dabei eine Strecke von 4618 m zurtick.

a) In der Werbung wird eine durchschnittliche
Steigung von 38% angegeben. Stimmt diese
Angabe?

b) Wie gross ist der Steigungswinkel?

c) Wie lang ist die Bahnstrecke auf einer Land-
karte mit Massstab 1:50000?

d) Gib die Funktion an, welche die Hohe der
Bahn (m #.M.) in Abhéngigkeit der Hori-
zontaldistanz angibt und zeichne den Gra-
phen.

e) Wahle einen Ausflugsberg in der Ndhe und
vergleiche die Steigung der Zufahrtsstrasse
mit der Steigung der Pilatusbahn (Routen-
planer benutzen).

Aufgabe 1.18

Der hochste Bahnhof Europas befindet sich auf dem Jungfraujoch auf 3454 m .M. Die
Bahn startet auf der kleinen Scheidegg (2061 m 1i.M.) und legt 9336 m bis zum Jungfraujoch
zurick.

a) Wie gross ist die durchschnittliche Steigung und die prozentuale Steigung?
b) Berechne den durchschnittlichen Steigungswinkel.

¢) Vergleiche mit der Steigung der Pilatusbahn.

d) Die Zwischenstationen sind FEiger-
gletscher (2320 m .M.), Eigerwand
(2864 m .M.) und Eismeer (3158 m TN A oo curce
i.M.). Die Streckenlingen ab Klei- VL L R
ne Scheidegg betragen: Eigergletscher
21km, Eigerwand 4.4km, Eismeer
5.7km, Jungfraujoch 9.5km. Zeichne
ein Streckenprofil und berechne die
prozentualen Steigungen in den Teil-
abschnitten.

Aufgabe 1.19
Zwei Taxiunternehmen A und B haben folgende Tarife: A: Grundtaxe 6 € und 2.10 € pro
gefahrenen Kilometer, B: Grundtaxe 7.80 € und 1.80 € pro gefahrenen Kilometer.
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a) Bestimme fiir beide Unternehmen die Funktionsgleichung, welche den Fahrpreis als
Funktion der Anzahl gefahrener Kilometer wiedergibt und stelle die beiden Funktio-
nen graphisch dar.

b) Bei welcher Fahrstrecke kosten beide Unternehmen gleich viel?

¢) Ein drittes Taxiunternehmen C wirbt mit der Botschaft: Ab 9 Kilometer Strecke fahren
Sie mit uns giinstiger und 19 Kilometer kosten nur 41 €. Welche Grundtaxe und
welchen Kilometerpreis berechnet C?

1.6 Proportionalitat
Ein Sonderfall der linearen Funktion ist die Proportionalitat:
X — Y = mx.

Weil das Verhiltnis 3 = m konstant ist, sagt man, y sei proportional zu x, m heisst Propor-
tionalititsfaktor.

Der Graph der Proportionalitit ist eine Gerade durch den Ursprung.

Aufgabe 1.20

Welche der folgenden Zuordnungen x — y sind lineare Funktionen? Welche sogar Propor-
tionalitidten? Gib die Funktionsgleichung der linearen Funktionen in der Form y = mx + ¢
an.

a) x—3(x—2)+20x—5

b) x — 3(x — 2x) + 29

0 7= =5
d) y=%
e) ﬁ:S

f) x: Radius eines Kreises, y: Umfang des Kreises.
g) x: Radius eines Kreises, y : Flicheninhalt des Kreises.

h) x: Lange der Basis eines gleichschenkligen Dreiecks mit Umfang U = 20 cm,
y: Lange eines Schenkels dieses Dreiecks.

i) x: Lange der Basis eines gleichschenkligen Dreiecks mit Flacheninhalt A = 20 cm?,
y: Lange der Hohe dieses Dreiecks.
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1.7. Die Betragsfunktion

1.7 Die Betragsfunktion

Eine nur stiickweise lineare Funktion ist die y
Betragsfunktion. Sie ist wie folgt definiert:

x; x>0 )=

XF}U:MZ{ —x; x<0

1

Abbildung 1.6: Graph der Betragsfunktion
x — |x|

Aufgabe 1.21

a) Zeichne die Graphen der Funktionen f(x) =[x — 2|, g(x) = x| —2 und h(x) = 2x].

b) Untersuche mit Hilfe von Schiebereglern den Einfluss der Parameter a, u, und v:
f(x) =[x —ul, g(x) =[x| +vund h(x) = alx|.

1.8 Weitere stiickweise lineare Funktionen

Beispiel Ty
Zeichne die folgende stiickweise definierte 0.5t 1,%<1

. . [xl=1-x—0.5 -1=x=2 |
Funktion mit dem Rechner. Flx)=) O_D’ 2]
2:x—5, x=2

11

05x+1 , fallsx < —1 AN\ X
_ N/
flx) =<¢ —x—05 , falls —1<x<2 \
2x—5 , fallsx >2
Hinweis: Beim TI-Nspire™ gibt es eine ent- Abbildung 1.7: Stiickweise definierte
sprechende Vorlage. Funktion

Aufgabe 1.22
Andere die obige Funktion so ab, dass der Graph bei x = 2 keinen Sprung macht.

Aufgabe 1.23
Ein Obstverkdufer verkauft Kirschen zu 5 € pro kg. Ab 5kg gewihrt er 10% Rabatt, ab
10kg 20% Rabatt auf die ganze Menge.

a) Stelle die Gesamtkosten in Abhdngigkeit der gekauften Menge dar.

b) Bis zu welcher Menge lohnt es sich, mehr als 5kg, bzw. 10kg zu kaufen ohne mehr
zu bezahlen?
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Aufgabe 1.24

Eine Fussgéngerin startet um 5 Uhr von der Ortschaft A um bis zur Ortschaft B zu wandern,
welche 32 km entfernt ist. Sie marschiert mit einer Geschwindigkeit von 5km/h wihrend
3h, frithstiickt dann 1 h und lduft dann mit 4 km/h bis zum Mittagessen (12 Uhr, Pause 1h),
worauf sie den Rest bis B ohne Halt mit 5km/h zuriicklegt. Ein Fahrradfahrer startet in A
um 7 Uhr Richtung B mit einer Geschwindigkeit von 20 km/h. Nach 25km merkt er, dass
er etwas vergessen hat, er fahrt mit 10km/h zuriick (Gegenwind), ist dann so erschopft,
dass er 1 h ausruhen muss, worauf er dann ohne anzuhalten mit 15km/h nach B fahrt.

a) Zeichne in einem Zeit-Weg-Diagramm das Streckenprofil von Fussgangerin und Fahr-
radfahrer. Wie oft und zu welchem Zeitpunkt treffen sie sich (graphische Losung).

b) Berechne Zeit und Ort der Begegnungen rechnerisch.

Aufgabe 1.25

Stell dir vor, dass du auf dein Fahrrad steigst und aus dem Stillstand mit der Beschleu-
nigung 0.5m/s? anfihrst. Nach 4 Sekunden schaltest du in einen hoheren Gang und be-
schleunigst 3 Sekunden lang mit 2m/ s?. Die nichsten 2 Sekunden fihrst du mit konstanter
Geschwindigkeit und danach lasst du dich durch den Fahrtwind mit der Beschleunigung
—1m/s? bis zum Stillstand abbremsen. Das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm dieser Bewe-
gung ist eine stiickweise lineare Funktion, wobei die Beschleunigung jeweils die Steigung
der Geraden ist.

a) Bestimme fiir die Geschwindigkeitsfunktion jeweils die Funktionsgleichung fiir jeden
Bewegungsabschnitt und definiere damit eine stiickweise lineare Funktion mit dem
Rechner.

b) Zeichne den Funktionsgraphen und interpretiere damit deine Bewegung mit dem
Fahrrad.

c) Wie lange dauert die ganze Fahrt?.
d) Welchen Weg hast du insgesamt zuriickgelegt?

Aufgabe 1.26

Drei Hauser A(0,50), B(20,25) und C(70,40) I

werden an die Hauptgasleitung (x-Achse) an- A

geschlossen. Die Quartier-Nebenleitung soll [0,50] c
rechtwinklig an die Hauptleitung angeschlos- (70,40)
sen werden und die Hauszuleitungen recht- | B o]

winklig an die Nebenleitung. Wo muss die [ 120,25) ——D(50,15)
Nebenleitung platziert werden, damit mog- 109 (x.0) )
lichst wenig gegraben werden muss? 70 Hauptleitung 7

a) Grafische Losung

b) Rechnerische Losung
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¢) Es wird noch ein viertes Haus D(50,15) geplant. Wo muss jetzt die Nebenleitung
gelegt werden?

d) Wie gross ist die Lange aller benotigten Rohre?

Aufgabe 1.27
Die Bodenfliche eines Schwimmbades be-

steht aus einem Sprungbecken von Kinderbecken

10m x 10m Grundfliche und 4m Tiefe, ei-
nem Schwimmbecken von 15m x 50m und
1.80 m Tiefe und einem Kinderbecken von 8 m
x 8m und 50 cm Tiefe. Das Becken wird mit

Wasser gefiillt mit einer Leistung von 120 m? Sprungbecken

pro Stunde.

a) Zeichne den Graphen der Funktion, welche die Wasserhohe im Sprungbecken in Ab-
héngigkeit der Zeit angibt.

b) Wie lange dauert es bis das Schwimmbad randvoll ist?

1.9 Normalenproblem

Oft sucht man eine zu einer gegebenen Gera-

den g; senkrechte (normale) Gerade g;. Dazu
betrachten wir eine Gerade g; mit der Stei-
gung mj und ein zugehoriges Steigungsdrei-
eck mit den Katheten Ax; und Ay;. Wir dre-
hen diese Gerade samt dem Steigungsdreieck
um 90°. Aus der Abbildung 1.8 ist ersichtlich,
dass Ax; = Ay; und Ay, = —Ax;. Daraus
ergibt sich fiir die Steigung m, der zu g7 nor-
malen Geraden g;:

. Ayz . —AX1 . 1

T Axa Ay my Abbildung 1.8: Zueinander senkrechte

m»

Geraden

SATZ
Zwei Geraden mit den Steigungen m; und m; stehen genau dann senkrecht zueinander
wenn mym;, = —1.

Aufgabe 1.28
Bestimme die Gleichung der Geraden durch den Punkt Q(3,1) welche senkrecht ist zur
Geraden mit der Gleichung y = 5x — 10.
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Aufgabe 1.29
Fiir welchen Wert von v wird das Dreieck A(2.2,—1.1), B(—1.5,v), C(—0.4,4.5) rechtwink-
lig? (Rechter Winkel bei C.)

Aufgabe 1.30
Gegeben ist das Dreieck A(—2,5), B(6,—1), C(5,v)

a) Es sei v =4. Bestimme die Gleichung der Geraden auf der die Hohe h. liegt.
b) Berechne die Gleichung der Mittelsenkrechten der Seite ¢ = AB.
c) Fiir welchen Wert von v ist das Dreieck gleichschenklig mit der Basis ¢ = AB?

Aufgabe 1.31
Berechne den Abstand des Punktes P(5,3) von der Geraden mit der Gleichung y = 2x + 3.

1.10 Aufgaben mit Parametern

Lose die folgenden Aufgabenstellungen algebraisch. Interpretiere dann die Problemstel-
lung graphisch. Definiere dazu einen Schieberegler fiir die Parameter und beobachte das
dynamische Verhalten durch die Variation des Parameters. Nutze deine Erkenntnisse um
die algebraischen Losungswege zu interpretieren und finde eventuell weitere Losungsme-
thoden.

Aufgabe 1.32
Fiir welchen Wert von a ist die Funktion y = (3x2 + 1) - a — (4x — a) - x linear?

Aufgabe 1.33
Gegeben ist die einparametrige Schar von linearen Funktionen durch die Gleichung
y="Ffmx)=m(x—4)+1.

a) Untersuche diese Schar mit Hilfe des Schiebereglers fiir m und beschreibe die Schar
in Worten.

b) Begriinde: Alle Geraden der Schar gehen durch einen Punkt.
c) Fiir welchen Wert von m verldauft der Graph durch den Ursprung?
d) Fiir welchen Wert von m verlduft der Graph durch den Punkt P(7,2)?

e) Fiir welche Werte von m liegt die Nullstelle von f,;, im Intervall [T, 1]?

Aufgabe 1.34
Bestimme die Parameter a und b der linearen Funktion f1(x) = a-x + b so, dass der Graph
von f1 den Graphen der Funktion f2(x) = %x — 3 im Punkt P(4, —1) senkrecht schneidet.

16 © Texas Instruments 2011





1.10. Aufgaben mit Parametern

Aufgabe 1.35
Gegeben sind die folgenden linearen Funktionen:

a) f1(x) =ax+2
b) f2(x) = %x—l— a
¢ f3(x) =ax+a
Bestimme den Parameter a so, dass der Graph der Funktion durch den Punkt P(4,—1)

geht. Gibt es fiir alle Punkte P(x,y) eine Losung fiir a? Gib alle Punkte an, fiir die es keine
Losung fiir a gibt.

Aufgabe 1.36
Zu jedem Wert des Parameters a sind die zwei Geraden f: y = (2a+ 1)x +3 und
g: y=(0.8—0.5a)x —2a gegeben.

a) Fir welchen Wert von a sind die beiden Geraden parallel?
b) Fiir welchen Wert von a schneiden sich die beiden Geraden auf der y-Achse?

¢) Fir welchen Wert von a schneiden sich die beiden Geraden im Punkt P(10,yp), be-
stimme auch yp.

Aufgabe 1.37
fe(x) = fex+1t,t £0.

a) Fiir welchen Wert von t ist der Graph parallel zur Winkelhalbierenden des ersten
Quadranten?

b) Fiir welchen Wert von t ist der Graph senkrecht zur Geraden mit der Gleichung
y=4x+10?

¢) Zeichne die beiden Halbgeraden mit den Gleichungen f1(x) = f¢(x)[x > 0 und
f2(x) = f_¢(x)Ix < 0 und verwende einen Schieberegler fiir t. Fiir welchen Wert von t
stehen die beiden Halbgeraden senkrecht zueinander?

Aufgabe 1.38
Bestimme die Schar aller Geraden, welche mit der positiven x-Achse und

a) der positiven y-Achse b) der Geraden y = x
ein Dreieck vom Fliacheninhalt A = 10 einschliessen.

Aufgabe 1.39

Von einer Schar linearer Funktionen weiss man Folgendes:

p >0und q > 0 und p + q = 10. Dabei ist p die Nullstelle resp. der x-Achsenabschnitt und
q der y-Achsenabschnitt.

Skizziere die Graphen der Schar fiir q =1, 2,---,9.

Bestimme die Gleichung der Schar mit dem Parameter g.
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Aufgabe 1.40

Eine Leiter der Lange 1 = 10 m steht an einer Hauswand. x¢o (0 < xo < 10) sei der Abstand
des untersten Punktes der Leiter von der Hauswand. Beschreibe die moglichen Lagen der
Leiter mit Hilfe einer Schar linearer Funktionen.

Welche Kurve beschreibt der Mittelpunkt der Leiter, wenn diese rutscht?

Aufgabe 1.41

a) Begriinde: Ein Punkt P(u, V) liegt genau dann auf einem Kreis um den Ursprung mit
Radius 1, wenn u? +vZ = 1.

b) Durch einen Punkt des Kreises lege man die Tangente an den Kreis. Bestimme die
Gleichung einer Kreistangente mit dem Parameter u.

¢) Verwende Polarkordinaten zur Beschreibung des Kreises: u = cos(«), v = sin(«). Wie
lautet die Gleichung einer Kreistangente wenn der Winkel o des Beriihrungspunktes
vorgegeben ist?

Aufgabe 1.42
Gegeben ist eine Schar von Geraden durch die Gleichung gm : y = mx—2m+4, m € R™.

a) Zeige, dass alle Geraden einen gemeinsamen Punkt S haben.
b) Bestimme die Gleichung der zu g, senkrechten Geraden h,, durch S.

c) Bestimme in Abhéngigkeit von m den Flacheninhalt des Dreiecks, welches von der
x-Achse und den Geraden g, und h,, gebildet wird. Fiir welche Werte von m betragt
dieser Fliacheninhalt 16?

d) Bestimme in Abhéngigkeit von m den Flacheninhalt des Dreiecks, welches von der
y-Achse und den Geraden g, und h,, gebildet wird.

Aufgabe 1.43

Von einer Geradenschar weiss man: Der Abstand von jeder Geraden der Schar zum Ur-
sprung des Koordinatensystems ist gleich ihrer Steigung. Bestimme die Gleichung der
Schar mit einem Parameter.
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2 Lineare Gleichungen und
Gleichungssysteme

Die allgemeine lineare Gleichung mit einer Variablen hat die Form
ax+b =0, (a,b eR)

Abschnitt 2.1 handelt von Gleichungen, welche auf lineare Gleichungen umgeformt wer-
den konnen. Dabei werden auch Regeln fiir das Umformen von Gleichungen repetiert und
vertieft. Wie bei Funktionen gibt es auch bei Gleichungen eine Definitionsmenge D. Diese
ist definiert als diejenige Teilmenge von R, fiir welche die Gleichung sinnvoll ist. Die Lo-
sungsmenge besteht aus allen Elementen von D, fiir welche die Gleichung wahr ist. Die
allgemeine lineare Gleichung mit 2 Variablen hat die Form

ax+by+c=0, (a,b,c € R)

Eine solche Gleichung hat in der Regel unendlich viele Losungen. Beispielsweise besteht
die Losungsmenge der Gleichung 3x 42y +5 = 0 aus allen Zahlenpaaren (x,y), welche die
Gleichung erfiillen, so sind etwa die Zahlenpaare (0,-2.5), (-3,2), (2,-5.5) Losungen. Lineare
Gleichungssysteme mit 2 Gleichungen und zwei Variablen haben in der Regel genau eine
Losung, dasselbe gilt fiir Gleichungssysteme mit n Gleichungen und n Variablen.

Ein Gleichungssystem mit 2 Variablen hat die Form

al - x+bl-y+cl =0

02 x b2yt c2=0 , (al,a2,b1,b2,cl,c2 € R)

Die Losungsmenge eines solchen Gleichungssystems besteht aus allen Zahlenpaaren (x,y),
welche beide Gleichungen erfiillen. Das Gleichungssystem

2x+3y—9=0
x—=5y+2=0

hat z.B die Losung (3,1), hingegen ist (6,-1) keine Losung. Gleichungssysteme werden in den
Abschnitten 2.2-2.5 ausfiihrlich behandelt und in 2.6 auf Ungleichungssysteme erweitert.
2.1 Losungsmethoden fiir Gleichungen mit einer Variablen

Algebraische Methoden
Isolieren der Losungsvariablen:

Man formt die Gleichung um, indem man auf beiden Seiten dieselben Operationen anwen-
det. Ziel der Umformungen ist es, dass die Losungsvariable auf einer Seite allein erscheint,
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dann kann die Losung abgelesen werden. Beim Umformen der Gleichung kann sich jedoch
die Losungsmenge dndern, es konnen Losungen dazu kommen oder verloren gehen.

Beispiele

a) Die lineare Gleichung 3x + 5 = 0, Definitionsmenge D = R.

3x+5 = 0 subtrahiere 5
3x = -5 dividiere durch 3
_ 5
x = 73

b) Die allgemeine lineare Gleichung;:
Unter einer linearen Gleichung mit einer Unbekannten versteht man eine Gleichung,
welche auf die Form

ax+b=0,a,beR, a#0

gebracht werden kann, Definitionsmenge D = R. Die Losung erfolgt wie bei a):

ax+b = 0 subtrahiere b
ax = —b dividiere durch a
v = -k
¢) Multiplikation mit einem Term: ’;2:11 =x, D =R\{1}.
’;2%11 X multipliziere mit (x — 1)
x> —1 = x?—x subtrahiere x?

-1 = —x multipliziere mit -1
1T = x resp.
x = 1

x = 1 ist aber keine Losung, denn 1 gehort nicht zur Definitionsmenge der urspriing-
lichen Gleichung. Durch die Multiplikation mit x — 1 ist die Losung x = 1 dazu
gekommen! Grund: Fiir x = T hat man beide Seiten der Gleichung mit 0 multipliziert.
Die obige Gleichung hat keine Losung, man sagt, die Losungsmenge ist leer: L = {}.

d) Division durch einen Term: x(x — 1) =3(x — 1), D = R.

x(x—1) = 3(x—1) Division durch (x — 1), x # 1
x = 3

x = 3 ist aber nicht die einzige Losung, x = 1 ist ebenfalls Losung der urspriinglichen
Gleichung, wie man durch Einsetzen leicht bestitigen kann. Bei der Division durch
x — 1 ist diese Losung verloren gegangen (unerlaubte Division durch 0).
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Faktorisieren

Oft gelingt es, die Losungen oder wenigstens einen Teil der Losungen einer Gleichung zu
bestimmen, wenn man diese so umformen kann, dass ein Produkt gleich Null ist. Wenn ein
Produkt gleich Null ist, dann ist wenigstens einer der Faktoren gleich Null. Aus der letzt-
genannten Bedingung lassen sich die Losungen oft bestimmen, insbesondere wenn es sich
bei den Faktoren um sogenannte Linearfaktoren, das sind Faktoren der Form mx+b, handelt.

Beispiel

Aus (x —3)(x+5)(x*+1) =0 folgen sofort die Losungen x; = 3 (erster Linearfaktor gleich
Null) und x, = —5 (zweiter Linearfaktor gleich 0). Der dritte Faktor kann nie Null werden,
weil der Wert von x? nie negativ und insbesondere nicht -1 sein kann.

Aquivalenzumformungen

Von besonderer Bedeutung sind die Aquivalenzumformungen .
Aquivalenzumformungen lassen die Losungsmenge unverindert, sie sind deshalb fiir das
Losen von Geichungen und Gleichungssystemen von besonderer Bedeutung.

Bei Gleichungssystemen (siehe 2.2) gibt es zusitzlich noch eine weitere wichtige Aquiva-
lenzumformung:

Bemerkung:
Fiir ,,Gleichung g1 dquivalent zu Gleichung g2” benutzt man das Symbol g1 < g2.

Aufgabe 2.1
Lose die folgenden Gleichungen ohne Rechner nach der Variablen auf:

a) %x+2:%x+1

b) 3r—34+2r=1r+33—-57

31
) 55 = 1
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Aufgabe 2.2

a) v = v+ a-tist die Formel fiir die Geschwindigkeit zur Zeit t bei gleichmassig
beschleunigter Bewegung mit Beschleunigung a und Anfangsgeschwindigkeit vo.
Lose die Gleichung ohne Rechner nach v,, a und t auf.

b) C = g(F — 32) ist die Formel fiir die Umwandlung von Grad Fahrenheit in Grad
Celsius. Lose die Formel ohne Rechner nach F auf und speichere sie im Rechner
als t(c) ab. Ergédnze die folgende Tabelle mit den Fahrenheit-Werten: (Bem: f(c) gibt
Konflikte mit f in der Tabelle.)

Celsius 1000 100 20 10 0 -10 -272.15

Fahrenheit

o V= %rzh ist die Formel fiir das Volumen eines Kreiskegels (r=Radius des Grundkrei-
ses, h =Hohe des Kegels). Lose die Gleichung ohne Rechner nach h auf. Speichere die
neue Formel im Rechner unter h(v, 1) ab.

Ergdnze die untenstehende Tabelle mit den entsprechenden Hohen:

V= 50 18 150 150 150 k-1?
T= 5 3 5 10 40 r
h=

d) Die Linsengleichung é + & = 1 beschreibt den Zusammenhang bei einer Linse zwi-
schen der Entfernung g des Gegenstandes, dem Abstand b des Bildes von der Linse
(z.B. Netzhaut bis Linse im Auge) und dem Brennpunktsabstand f. Suche im Internet
nach einer Illustration der Linsenformel. Lose die Formel ohne Rechner nach f, g und
b auf. Priife das Resultat mit dem Rechner.

Aufgabe 2.3
a) Welche Losungen hat die Gleichung x?(x —7)(x —12)(x + 3)(x +5)2 = 0?
b) Bestimme eine Gleichung mit der Losungsmenge L = {1, 2, 3, 4, 5}
¢) Bestimme die Losungsmenge von (x +1)(2x —5) = (3x — 1)(x + 1)
d) Bestimme die Losungsmenge von (2x + 3)(5x —7) = (10x — 14)(2x + 5)

Aufgabe 2.4
Zerlege in den folgenden Gleichungen die linke Seite mit dem Befehl factor in Faktoren und
16se die Gleichungen.

a) x10 —4x? +4x% —x?2 +4x—4 =0
b) x& +4x° 4+ 5x* +8x> +6=0

Aufgabe 2.5
Bestimme die Losungsmenge, die Losungsvariable ist x. Rechne zuerst von Hand und kon-
trolliere mit dem Rechner.
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a) & +be=2

X—a

b) 4c+ 25 =3

Q) 2-+-1_=0

ax—+1 x+a

Aufgabe 2.6
Welche der folgenden Paare von Gleichungen sind dquivalent?

a) 2x+y=3und 2y+1=7—4x

b) x+2y=1und 2x +4y =4

) s+t=0unds+1=1-—1

d) Bestimme eine Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten, welche dquivalent ist zur

Gleichung %x + £y = 2. Ist die Antwort eindeutig?

Graphische Methoden

Es gibt verschiedene graphische Methoden zum Losen von Gleichungen und Gleichungs-
systemen. Die wichtigsten basieren auf der Idee, Gleichungen und Funktionen miteinander
zu verbinden.

Nullstellen-Methode

Diese Methode ist fiir Gleichungen mit einer Variablen universell durchfiihrbar und gibt
oft einen sehr guten Uberblick iiber die Lage aller Losungen. Hier ist dies nur an einem
Beispiel einer linearen Gleichung gezeigt, wir werden spiter diese Methode aber immer
wieder einsetzen.

Beispiel

5 —3 = 2x+1.
Wir formen so um, dass Y
auf der rechten Seite 0 steht: T y=3:x—4
3x—4 = 0.

Der Term auf der linken Seite
wird als Term einer Funktion

betrachtet: 1 4
x—y = 3x—4.
Die Losung der Gleichung 3x —4 = 0 ist die
Nullstelle der Funktion x — y = 3x — 4, wel-

che man als Schnittpunkt des Graphen dieser

Funktion mit der x;Achse findet. Abbildung 2.1: Nullstellen-Methode
Ergebnis x = xo = 3.
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Zwei-Graphen-Methode

Wir betrachten die Terme auf beiden Seiten
der Gleichung je als Funktionsterm. Die y
Stelle, bei der beide Funktionen denselben 1 (1.33,3.67)
Wert haben, ist dann die Losung. Graphisch - \ a
finden wir diese beim Schnittpunkt der

Graphen der beiden Funktionen.

1
W/NRESEN

Beispiel 7
(x]=2- (4 1=5.v—3
5x—3 = 2x+1 f2lx/=2-x+1 f1lx)=5-x-3
Wir betrachten die beiden Funktionen
x+— fl1(x) = 5x—3 (linke Seite) und . ' .
x— f2(x) = 2x+1 (rechte Seite) Abbildung 2.2: Zwei-Graphen-Methode

Der x-Wert des Schnittpunkts der beiden Graphen ist die gesuchte Losung.
Ergebnis: x = xs = 3

Aufgabe 2.7
Lose die Gleichung %x —-3=3- %x mit der Nullstellen- und der Zwei-Graphen-Methode.

2.2 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen

Eine lineare Gleichung mit zwei Variablen ist eine Gleichung welche dquivalent ist zu einer
Gleichung der Form ax + by = ¢, x und y sind die Variablen, a, b, und c sind reelle
Parameter.

Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Variablen besteht aus zwei (oder mehr) linearen Glei-
chungen mit zwei Variablen. Unter einer Losung des Gleichungssystems versteht man jedes
geordnete Wertepaar (x, y), welches beide Gleichungen erfiillt. Es gibt verschiedene Me-
thoden zur Losung von linearen Gleichungssystemen. An dieser Stelle wird nur der Gauss-
Algorithmus ! eingefiihrt.

Beispiel
2x—6y =3
x+4y =11

Losungsverfahren, Prinzip:

e Die erste Gleichung wird mit 3, namlich dem Koeffizienten von x in der zweiten
Gleichung, multipliziert.

e Die zweite Gleichung wird mit —2, ndmlich der Gegenzahl des Koeffiziente von x in
der ersten Gleichung, multipliziert.

IC. F. Gauss 1777-1855
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2.2. Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen

Begriindung: Beim Addieren der beiden Gleichungen fillt dann die Variable x weg!
Man erhilt:

ox —18y =9
—6x — 8y =—22

Ersetzt man nun die zweite Gleichung durch die Summe aus erster und zweiter Gleichung,
erhélt man eine sogenannte Dreiecksform, aus der die Losung leicht ermittelt werden kann:

6x —18y =9
—26y =—13
Man erhilt aus der zweiten Gleichung sofort y = :—;2 = % Setzt man diesen Wert in der

ersten Gleichung ein, erhélt man: 6x — 18 - % =9, daraus 6x = 18 und schliesslich x = 3.
Die Losung des Gleichungssystems ist also x =3,y = J oder L = {(3,1)}.

Bemerkung: Die erste Gleichung 6x — 18y = 9 im letzten System kann natiirlich durch die da-
zu dquivalente urspriingliche Gleichung 2x — 6y = 3 aus dem ersten System ersetzt werden.

Kurzform des Lésungsverfahrens (Additionsverfahren)

e Man notiert neben der Gleichung den Faktor mit der dieselbe multipliziert wird. Das
Verfahren gelingt stets, wenn man wie im Beispiel vorgeht. (Falls die beiden Faktoren
einen gemeinsamen Teiler haben, konnen sie durch diesen dividiert werden.)

2x—6y =3
Ix+4y =11

x3
x(=2)

e Man ldsst die erste Gleichung unverdndert stehen, und ersetzt die zweite durch die
Summe aus den mit den erwidhnten Faktoren multiplizierten beiden Gleichungen.

2x —6y =3
—26y =—13

e Aus der so erhaltenen Dreiecksform kann die Losung leicht ermittelt werden: y =
und x = 3, also ist die Losungsmenge L = {(3,%) } .
Graphische Lésungsmethode

Die graphische Methode basiert wiederum auf der Idee, Gleichungen mit Funktionen zu
verkniipfen.
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Wir betrachten wieder dasselbe Beispiel:

2x —6y =3
x+4y =11
Wir losen die beiden Gleichungen nach y auf: \
_L ]
9732
_3..n :
y=-—4 1 —
d.h. wir betrachten die beiden Funktionen /
— f(x) = L
X X) = 3x—5
3 11 Abbildung 2.3: Graphische Methode
x+—g(x) = _ZI)H_ T

und zeichnen die beiden Graphen.

Der Schnittpunkt S (3, 1) liegt auf beiden Geraden, also erfiillen seine Koordinaten beide
Gleichungen, (3, 1) ist also die Losung des Systems.

M

Lésung mit dem TI-Nspire™ mit dem solve-Befehl

Es ist empfehlenswert, die Gleichungen zu- gl:=2-x—6=3 2 x—6-y=3
erst unter einem Namen, z.B. g1 und g2 zu g2 =3x+dy=11 xtdey=11
speichern. (g1 )
Fiir obiges Gleichungssystem gibt man dazu 501"e||i g2 } x=3 aﬂd)’:E
ein:

solve| gl and g2,x,y\l 1
= — = ' ' x=3 and y=—
gl:=2x—6y =3 ’73

g2:=3x+4y =11

Der Rechner bietet sodann verschiedene
Moglichkeiten Gleichungssysteme zu losen
(siehe auch Abschnitt 2.4.). Sind die Gleichun- Abbildung 2.4: Losung mit dem solve-
gen abgespeichert, dann gibt man ein: Befehl

solve( { gI,gQ},{xy }l

1
x=3 and y=—
7 2

solve ({ g; ,x,y) (Vorlage fiir Gleichungssysteme verwenden) oder solve (g1 and g2, x, y).
Speichert man die Gleichungen nicht vorgangig ab, dann lauten die Eingaben:
solve ({ i’:&yjﬁ ,x,y) oder solve (2x — 6y = 3 and 3x + 4y = 11,x,y).

Bemerkung: Die Variablen und zusitzlich auch die Gleichungen konnen auch in geschweifte Klam-
mern gesetzt werden:
solve (g1 and g2,{x,y}) oder solve ({g1, g2},{x,y})
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2.2. Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen

Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems mit zwei Variablen

Jede Gleichung der Form ax + by = c¢ kann, falls nicht a und b beide 0 sind, in einem
x-y-Koordinatensystem durch eine Gerade dargestellt werden. Falls b # 0 16sen wir nach y
auf und erhalten y = —gx + ¢ und zeichnen den Graphen der entsprechenden Funktion.
Ist dagegen b = 0, dann ist x = ¢ und y beliebig, also erhélt man die zur y-Achse parallele
Gerade x = . Liegt ein System von zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen vor,
dann erhélt man entsprechend zwei Geraden. Die Losung findet man, wie im vorangehen-
den Abschnitt gezeigt, beim gemeinsamen Punkt (Schnittpunkt) der beiden Geraden. Zwei
Geraden in einer Ebene haben nun genau einen Schnittpunkt oder sind parallel zueinander
(kein gemeinsamer Punkt) oder fallen zusammen (unendlich viele gemeinsame Punkte).
Dementsprechend hat ein lineares Gleichungssystem von zwei Gleichungen mit zwei Va-
riablen genau eine Losung oder keine Losung oder unendlich viele Losungen.

Beispiel

Eine Losung Keine Losung Unendlich viele Losungen
2x—y =2 2x+4y =38 2x—y=2
x—2y=-2 Xx4+2y=1 4x —2y =4

Nach y aufgelost: Nach y aufgelost: Nach y aufgelost:
y=2x—2 y=—0.5x+2 y=2x—2
y=0.5x+1 y=—0.5x+0.5 y=2x—-2

¥

=0.5x+2

|

/ / y=-0,5x+0.5

Auch bei der Rechnung zeigen sich die drei Falle:

2x—y =2 2x+4y =38 2x—y=2

x—2y=-2 x+2y=1 dx —2y =4

2x—y=2 2x+4y =38 2x—y =2
3y==6 0=6 0=0

L ={(2,2)} L={} L ={(x,y)ly = 2x — 2}
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Aufgabe 2.8
Lose die folgenden Gleichungssysteme graphisch und rechnerisch von Hand und mit dem
Rechner:

2x+3y =15 Ix+y=11 Ix—2y==6
3x—y=3 5x—5y =9 —12x+8y =18
Aufgabe 2.9

Lose das Gleichungssystem

Aufgabe 2.10
Bestimme den Wert von u so, dass das Gleichungssystem

2x+5y =7

ux+2y =1
keine Losungen hat.

Aufgabe 2.11
Bestimme s und t so, dass das Gleichungssystem

Abbildung 2.5: C.F. Gauss
(1777-1855)

3x—y=s
2x+ty =-9

unendlich viele Loésungen hat.

2.3 Lineare Gleichungssysteme mit drei und mehr Variablen

Wir betrachten hier nur den Fall von drei Gleichungen mit drei Variablen. Im Normalfall
wird ein solches System genau eine Losung haben, in Sonderfillen sind jedoch auch unend-
lich viele Losungen oder keine Losung moglich. Ein vertieftes geometrisches Verstandnis
ist im Rahmen der Vektorgeometrie moglich. Das im vorangehenden Abschnitt eingefiihrte
Gauss-Verfahren ldsst sich auch bei drei und mehr Variablen anwenden. Illustriert sei das
an einem Beispiel:

2x + y — 2z = 11 x1 x3
x + 3y + z = 2 x(=2)
x — y + 2z = -1 x (—2)

Im ersten Schritt ldsst man die erste Gleichung stehen und eliminiert aus der zweiten und
dritten mit Hilfe des Additionsverfahrens jeweils die Variable x wie folgt:

e Die zweite Gleichung wird ersetzt durch die Summe aus der ersten und der mit dem
Faktor -2 multiplizierten zweiten Gleichung.
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2.4. Das Eliminationsverfahren von Gauss mit CAS

e Die dritte Gleichung wird ersetzt durch die Summe aus der mit dem Faktor 3 multi-
plizierten ersten und der mit dem Faktor -2 multiplizierten dritten Gleichung.

Man erhilt:
2x  + y — 2z = 11
-5y — 4z = 7 x 1
5y — 10z = 35 x1

Im zweiten Schritt ldsst man nun die ersten beiden Gleichungen des so erhaltenen Systems
stehen und ersetzt die dritte durch die Summe aus der zweiten und der dritten Gleichung,
mit dem Ziel die Variable y zu eliminieren. Man erhalt:

2x + y — 2z = 11
-5y — 4z = 7
—14z = 42

Nun lasst sich die Losung einfach ermitteln:

Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar z = —3. Setzt man dies in die zweite Gleichung
ein, erhdlt man —5y — 4(—3) = 7 und daraus y = 1. Setzt man schliesslich die fiir z und y
gefundenen Werte in die erste Gleichung ein, erhdlt man 2x + 1 — 2(—3) = 11 und daraus
x = 2. Die Losung ist also

Bemerkung: Gelegentlich ist es hilfreich oder notwendig, die Reihenfolge der Gleichungen oder der
Variablen zu vertauschen.

Aufgabe 2.12
Lose die folgenden Gleichungssysteme von Hand und kontrolliere mit dem Rechner:

x+y+z=1 x+2y+3z=1 x+2y+3z=1
a) ([x+2y+4z=2 b) | 4x+5y+6z=2 C) |[4x+5y+6z=2
x+3y+92==6 x+8y+11z=3 x+8y+9z=1

2.4 Das Eliminationsverfahren von Gauss mit CAS

Das vorhin beschriebene Gaussverfahren soll nun so verbessert werden, dass Gleichungs-
systeme beliebiger Grosse mit CAS einfach geldst werden konnen.
Wir betrachten das Gleichungssystem mit 3 Variablen

2x—4y+3z = -5
3x+2y—5z = 4
4 —-2y+z = 5

Fiir das Losungsverfahren sind nur die Koeffizienten von Bedeutung. Diese fassen wir
in einer sogenannten Koeffizientenmatrix zusammen, welche in den ersten 3 Kolonnen die
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Koeffizienten von x,y, z und in der 4. Kolonne die Konstanten enthilt. Speichere die Matrix
in der Variablen m ab:

2 4 3 -5
m:=| 3 2 -5 4
4 -2 1 5

Auf die Elemente der Matrix kann wie folgt zugegriffen werden: Mit m [1] kann z.B. die 1.
Zeile der Matrix und mit m 1, 3] das 3. Element der 1. Zeile aufgerufen werden.

Das Ziel ist es, mit Hilfe von Aquivalenzumformungen die Matrix auf eine sog. Dreiecks-
form zu bringen

d * x x
0 d x =
0 0 d =

mit lauter Nullen unterhalb der Diagonalen und 1 (ev. 0) in der Diagonalen.

In einem ersten Schritt macht man den Koeffizienten von x in der 1. Zeile zu 1 indem man
die 1. Zeile durch diesen Koeffizienten dividiert. Mit CAS ist dies m [1] := m[1] /m[1,1].
Die neue Matrix ist dann:

1 -2 3/2 —5)2
3 2 -5 4
4 -2 1 5

In einem zweiten Schritt werden die Elemente m[2,1] und m(3,1] zu 0 gemacht. Dies
geschieht durch folgende Operationen

m2l:=m[2] —m[2,1] *m[1] und m[3] := m[3] — m[3,1] x m[1]

Die neue Matrix ist dann:

1 -2 3/2 —5/2
0 8 —19/2 232
o 6 -5 15

Nun soll das Element m [3, 2] zu 0 gemacht werden. Mit der Operation m [2] := m [2] /m [2, 2]
wird zuerst der Koeffizient m [2, 2] von y auf 1 gesetzt und mit m [3] := m [3] —m [3, 2]+ m [2]
wird das y-Element der 3. Kolonne 0. Die Matrix sieht nun wie folgt aus:

1 -2 3/2 —5)2
0 1 —19/16 23/16
o o 17/8 51/8

In einem letzten Schritt wird der Koeffizient von z in der 3. Kolonne zu 1 gemacht durch
m [3] ;== m 3] /m [3, 3] was schliesslich zu der gewiinschten Dreiecksmatrix fiihrt:

1 2 3/2 —5/2
0 1 —19/16 23/16
0 0 1 3
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2.4. Das Eliminationsverfahren von Gauss mit CAS

Hier kann nun in der letzten Zeile z = 3 abgelesen werden. Durch Einsetzen in die zweite
Zeile erhdlt man y — % 3= %—36’ <y = 5. Durch Einsetzen von y = 5 und z = 3 in die erste
Zeileerhéltmanx—2-5+%-3 :—% < x=3.

Die Losung ist also x =3,y =5, z=3 oder L = {(3,5,3)}.

Fiir ein automatisches Losungsverfahren mit CAS ist es hingegen einfacher in einem zwei-
ten Teil mit der oben beschriebenen Methode auch die Matrixelemente m [2,3], m [1,2] und
m [1, 3] zu Null zu machen (siehe Ergebnis unten). In dieser Form der Matrix konnen die
Losungen direkt abgelesen werden.

S oo =
o = O
—_ C O
w 01 W

Aufgabe 2.13
Fiihre die oben beschriebenen Schritte mit CAS und geeigneten Zeilenoperationen durch.

CAS-Befehl fiir den Gauss-Algorithmus
Der oben beschriebene Gauss-Algorithmus kann durch den CAS-Befehl rref (reduced row
echelon form) in einem einzigen Schritt durchgefiihrt werden.

2 4 3 -5 1 0 0 3
rref 3 2 -5 4 =101 0 5
4 -2 1 5 00 1 3

In der resultierenden Matrix kann die Losung direkt abgelesen werden.

Bemerkung: Auch die Dreiecksform mit Nullen unterhalb der Diagonale kann berechnet werden mit
ref(m) (row echelon form). Da aber CAS einen verfeinerten Algorithmus benutzt, sind die Koeffizien-
ten in der Regel anders (die Losung aber gleich). Interessierte finden Informationen dazu im Internet
mit den Stichwortern ,, Pivotwahl Gauss Algorithmus”.

Aufgabe 2.14
Lose die folgenden Gleichungssysteme mit dem Befehl rref und deute das Resultat:

2x— 4y+ 5z = 7 2x— 4y+ 5z = 7
a) | 3x+ 2y— z = 11 b)| 3x+ 2y— z = 11
Sx+14y—13z = 17 Sx+14y—13z = 19

Aufgabe 2.15
Oft dndert bei Gleichungssystemen nur die Konstantenkolonne (c1, c2, ¢3, c4). Solche Glei-
chungssysteme konnen mit dem Gauss-Algorithmus gleichzeitig aufgelost werden. Lose

die folgenden vier Gleichungssysteme mit den 4 Unbekannten x, y, z, u gleichzeitig mit
Hilfe des Befehls rref.
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cl c2 c3 c4

X + y — 6z = —18 —9 -2 7
a) 4 — 3y — z — 2u = =27 3 6 3
2x — 2y + z — u = -—10 4 4 0
3x — 3y + u = -8 4 8 6
cl c2 c3 c4
-3x + y — 2z — 5u = 2 —19 —22 —23
b) —4x + y — 2z — 7u = 7 —24 —28 —30
—2x + y — 3u = 5 —8 —10 —14
2x + z + 4u = 4 13 16 15

2.5 Verschiedene Aufgaben

Aufgabe 2.16

Addiert man zu Zahler und Nenner eines Bruches je 3, so erhilt er den Wert 0.8; subtra-
hiert man dagegen von Zihler und Nenner je 2, erhdlt er den Wert 0.75. Wie lautet der
urspriingliche Bruch?

Aufgabe 2.17

Ein Zauberkitinstler verbliifft sein Publikum: Eine Zuschauerin soll sich drei Zahlen denken
und dann die drei Summen von je zwei der drei Zahlen laut rufen. Eine Zuschauerin ruft
102, 67 und 135. Ohne lange zu iiberlegen ruft der Zauberkiinstler die drei richtigen Zahlen
in den Raum. Wie konnte der Trick funktionieren?

Aufgabe 2.18

Drei LKW werden mit drei unterschiedlichen Behiltern A, B und C beladen. Auf dem ersten
LKW befinden sich 2 Behilter B und 4 Behilter C. Auf dem zweiten 1 Behilter A, 2 Behilter
B und 2 Behilter C; auf dem dritten LKW befinden sich 4 Behilter A, 1 Behilter B und 4
Behilter C. Bei allen drei LKW wird die Nutzlast von 4000 kg ausgenutzt. Wie schwer sind
die einzelnen Behilter?

Wie dndert das Resultat, wenn der erste LKW mit 2 Behdltern A und 4 Behéltern C geladen
wird?

Aufgabe 2.19

In einem Gemeindeparlament sitzen 63 Mitglieder aus den Parteien A, B und C. Nach ei-
nem Jahr wechseln zwei Leute aus der Partei B zur Partei C. Dadurch hat die Partei B
nur noch 8 Mitglieder mehr im Parlament als die Partei C. Bei der nidchsten Wahl ver-
liert die Partei C 7 Sitze, davon zwei an die Partei A. Andere bis jetzt nicht im Parlament
vertretene Parteien bleiben auch weiterhin ohne Sitz. Dadurch hat die Partei B dreimal so
viele Vertreter wie die Partei C. Wie viele Mitglieder jeder Partei waren urspriinglich im
Gemeindeparlament?
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2.5. Verschiedene Aufgaben

Aufgabe 2.20

Auf einem Haus besteht eine Hypothekarschuld, welche in eine 1. Hypothek mit 3% und
eine zweite Hypothek mit 3.5% aufgeteilt ist. Der jahrliche Zins betrdgt 11815 €. Da der
Hypothekarzins um je 0.5% gesenkt wurde, muss neu 1775 € weniger Zins bezahlt werden.
Wie gross sind die 1. und 2. Hypothek?

Aufgabe 2.21

Ein Handler mischt zwei Kaffeesorten. Nimmt er von der billigen Sorte doppelt so viel wie
von der teuren, so betrdgt der Preis 17 € pro kg, nimmt er dagegen von der teuren Sorte
doppelt so viel wie von der billigen, dann betrdgt der Preis 19.5 € pro kg. Berechne die
Preise pro kg der beiden Sorten.

Aufgabe 2.22

Der Konig Hieron II von Syrakus besass ei-
ne aus Gold und Silber gefertigte Krone, wel-
che 20 Pfund wog. Um den Anteil von Gold
zu bestimmen, tauchte Archimedes die Kro-
ne ins Wasser, wo sie nur noch 18.75 Pfund
wog. 2 Pfund reines Gold wiegen im Wasser
1.9 Pfund und 2 Pfund reines Silber 1.8 Pfund.
Wieviel Gold enthielt die Krone?

Aufgabe 2.23
Eine Badewanne fasst 300 1 Wasser. Sie wird mit Kaltwasser von 14 °C und Warmwasser
von 63 °C gefiillt.

a) Wie gross ist der Anteil an Warmwasser, wenn die gewiinschte Badetemperatur 38 °C
betragen soll?

b) Wie viel Warmwasser kann man sparen, wenn man nur mit 34 °C badet?

¢) In Badarien baden 4 Millionen Menschen 2 mal wochentlich. Wieviel Heizenergie
konnte gespart werden, wenn alle diese Menschen mit 34 °C anstatt mit 38 °C baden
wiirden? Vergleiche mit der Leistung einer Windkraftanlage. Suche weitere benétigte
Angaben im Internet (spezifische Warmekapazitit, Leistung einer Windkraftanlage,
Umwandlung kWh in Joule).

Aufgabe 2.24

Ein Kellner besitzt Zehn- Zwanzig- und Fiinfzigcentmiinzen, total 70 Stiick. Beim Zusam-
menzdhlen erhilt er 16.70 €. Er merkt jedoch, dass er die Anzahl Zwanziger und Fiinfzi-
ger verwechselt hat. Beim erneuten Zusammenzédhlen erhilt er 15.80 €. Diesmal hat der
Ungliickliche aber die Anzahl der Zehner und Zwanziger verwechselt. Wie viele Zehner,
Zwanziger und Fiinfziger besitzt er?
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Aufgabe 2.25

Eine Firma verkauft 3 Produkte A, B und C zu Preisen von 4000, 1000 und 2000 €. Die
Herstellung von Produkt A benétigt drei Einheiten von Rohstoff I und fiinf Einheiten von
Rohstoff II, fiir Produkt B werden je eine Einheit der beiden Rohstoffe benétigt und fiir
Produkt C eine Einheit von Rohstoff I und drei Einheiten von Rohstoff II.

Bei einer kompletten Tagesproduktion wurden 17 Einheiten Rohstoff I und 31 Einheiten
Rohstoff II verarbeitet, die Tagesproduktion wurde zu einem Gesamtpreis von 24 000 €
verkauft.

a) Stelle ein Gleichungssystem zur Bestimmung der produzierten Zahl der einzelnen
Produkte auf!

b) Lose das Gleichungssystem mit dem Gauss’schen Algorithmus!

c) Wie viele verschiedene Losungen gibt es?

Aufgabe 2.26
In einem Einfamilienhaus hat es Lampen mit 40 W, 60 W

und 100 W Gliihbirnen. Diese Lampen sollen nun durch
LED (Light Emitting Diode) Leuchten ersetzt werden. Die
Berechnung der gebrauchten Leistung ergibt Folgendes:
Wiirden die 60 W-Lampen durch 8 W-LED ersetzt und die
100 W-Lampen durch 12 W-LED, so kénnte die Gesamtlei-
stung um 1320 W reduziert werden.

Wiirden nur die 60 W-Lampen durch 8 W-LED ersetzt, wére die Leistungsreduktion 6.5
mal so gross, wie wenn man nur die 100 W-Lampen durch 12 W-LED ersetzen wiirde.
Ersetzt man andererseits alle 60 W- und 100 W-Lampen durch 10 W-LED, so nidhme die
Gesamtleistung um 64 % ab.

a) Wie viele Lampen gibt es von jeder Sorte in diesem Haus?

b) Wie gross ist die Energieeinsparung pro Jahr bei tdaglicher Brenndauer von 2 h, wenn
alle 40 W-Lampen durch 4 W-LED, die 60-W Lampen durch 8 W-LED und die 100
W-Lampen durch 12 W-LED ersetzt werden?

c) Wie viele Einfamilienhduser miissten wie in b) auf LED umgertistet werden, damit
ein kleines Kernkraftwerk mit einer Produktion von 3000 Gigawatt Stunden pro Jahr
eingespart werden kann?

Aufgabe 2.27

Ein Metallstiick aus Messing (Legierung aus Kupfer und 30-50% Zink, zinkdrmere Legie-
rungen heissen Rotmessing oder Tombak) wiegt in der Luft 50 N und unter Wasser 44 N.
Wie viel von jedem der beiden Metalle enthilt das Messingstiick?

peu = 8.92:10° 14, pzy =7.14-10° 8. Annahme: Viyfegsing = VCu + Vzn-
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Aufgabe 2.28

Bei einer Metallplatte sind die Temperaturen am Rand
der Platte gegeben. Die unbekannten Temperaturen x,
Y, z, wim Innern der Platte entsprechen ungefiahr dem

Mittel der umgebenden 4 Punkte.
Also z.B. x = %ﬂ < 4x —y—2z=25.

a) Stelle das Gleichungssystem fiir x, y, z, u auf und

1ose es.

b) Verdndere die Randtemperaturen und lose das
entsprechende Gleichungssystem. Gibt es Rand-
temperaturen, fiir welche das Gleichungssystem

keine Losung hat?

Aufgabe 2.29

Verkehrsfluss

In nebenstehender Figur ist ein Strassennetz
abgebildet. Bei allen Strassen handelt es sich
um Einbahnstrassen. Im Folgenden sollen
die Verkehrsdichten (Anzahl Fahrzeuge pro
Stunde) auf den Abschnitten AB, CB, CD
und AD untersucht werden, wenn die Ver-
kehrsdichten der Zu- und Abfahrtsstrassen
bekannt sind.

a) Welches ist die maximale Verkehrsdichte auf dem Strassenstiick AD?

b) Welches ist die minimale Verkehrsdichte auf dem Strassenstiick AB?

2.5. Verschiedene Aufgaben

20° 20°
54— ¥ 1500
50 Z_H 4500

30° 30°

IQO 100

200—— D+—C=<—100

i

l

200> A—>B—>300

Y

400

c) Entsteht ein Stau, wenn das Strassenstiick AD gesperrt wird?

l

200

d) Auf welchem Strassenstiick herrscht die grosste Verkehrsdichte, wenn das Strassen-

stiick CD gesperrt wird?

Aufgabe 2.30

Bestimme die gefragten Elemente in den folgenden Figuren

b)
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e)

Aufgabe 2.31

Die beiden Geraden ax — 6y + 2a = 0 und x + ay — 2a = 0 begrenzen zusammen mit der
x-Achse ein Dreieck. Bestimme seine Flache in Abhédngigkeit des Parameters a. Bestimme
den Parameter a so, dass die Dreiecksflache 17.5 betragt.

Aufgabe 2.32
Gegeben sind die linearen Funktionen f1(x) = a-x+ 1 und f2(x) = 1; -x+ 1 mit a € R\ {0}.

a) Zeichne die Graphen fiir a = —2.
b) Berechne den Schnittpunkt der Graphen in Abhéngigkeit von a.

c) Fiir welche Werte von a gibt es keinen Schnittpunkt? Welche geometrische Bedeutung
kommt diesen Fallen zu?

d) Konnen die Geraden der beiden linearen Funktionen aufeinander senkrecht stehen?
Begriinde!

Aufgabe 2.33

Gegeben sind die drei linearen Funktionen: f1(x) = & - x, f2(x) = % x4+ aund

f3(x) = a-x —2a mit a € R. Bestimme den Parameter a so, dass sich die Graphen der drei
linearen Funktionen in einem Punkt schneiden.

Aufgabe 2.34
Gegeben ist das Dreieck ABC mit A(-7,1), B(8,4), C(5,7)

a) Stelle die Gleichungen der Geraden auf, auf denen die Seiten des Dreiecks liegen.
b) Berechne die Koordinaten des Umkreismittelpunktes

c) Zeige rechnerisch, dass sich die Mittelsenkrechten in einem Punkt schneiden.
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2.5. Verschiedene Aufgaben

Aufgabe 2.35

Frau Bolt mochte auf einer 400 m Rundbahn
trainieren. Sie nimmt ihre Tochter mit. Laufen
die Beiden in die gleiche Richtung, so treffen
sie sich nach 118 s (Uberrundung). Laufen sie
in entgegengesetzter Richtung, so treffen sie
sich nach 31s. Mit welcher Geschwindigkeit
laufen die Mutter und die Tochter?

Aufgabe 2.36

Ein Wanderer hat eine Geschwindigkeit von 5km/h auf ebenem Geldnde, von 3km/h
bergaufwirts und 6 km/h abwirts. Wie viel ebenen, ansteigenden und abfallenden Weg
enthélt unter diesen Voraussetzungen eine Wanderung von 200 km, wenn der Wanderer 44
Stunden braucht, um sie in der einen Richtung, und 46 Stunden, um sie in der anderen
Richtung zu durchwandern?

Aufgabe 2.37

Eine Tour de France Etappe enthilt ebenes Geldnde (Durchschnittsgeschwindigkeit 45 km/h),
steigendes Geldnde (Durchschnittsgeschwindigkeit 15 km /h) sowie fallendes Geldnde (Durch-
schnittsgeschwindigkeit 65 km/h). Die Fahrt (212 km) dauert 4 h 48 min. Im Jahr zuvor wur-
de die gleiche Strecke in umgekehrter Richtung gefahren (gleiche Durchschnittsgeschwin-
digkeiten fiir die drei Geldndearten). Die Fahrer brauchten dafiir 6 h.

a) Wie lang sind die Anteile an ebenem, steigendem und fallendem Geldnde auf der
Hinfahrt?

b) Ersetze die Zeit fiir die umgekehrte Richtung von 6h durch eine Variable a. In wel-
chem Bereich muss a gewihlt werden, damit es {iberhaupt eine Losung gibt?

Aufgabe 2.38

Ein Flugzeug startet in Ziirich fiir einen Nonstop Flug nach New York um 9:55 und landet
in New York um 12:55. Beim Riickflug ist der Start um 21:00 und die Ankunft in Ziirich
um 10:30 am néchsten Tag. Die Zeitverschiebung betrdgt 6 h. Die Distanz ist auf dem Hin-
und Riickflug je 6550 km, trotzdem sind die Flugzeiten wegen dem Jetstrom verschieden
(Gegenwind, bzw. Riickenwind mit gleicher Stirke). Bestimme die Eigengeschwindigkeit
des Flugzeugs (Geschwindigkeit bei Windstille) und die Geschwindigkeit des Jetstroms.

Aufgabe 2.39

Der Malermeister und der Lehrling streichen ein Haus in 6 Tagen. Ab dem zweiten Tag
wird zusétzlich ein Arbeiter eingesetzt, damit die Arbeit in 4 Tagen erledigt werden kann.
Da aber der Malermeister ab dem zweiten Tag ausfillt, dauert die Arbeit 5.5 Tage.

a) Wie lange brauchte der Lehrling allein um das Haus zu streichen?

b) Wie lange wiirde die Arbeit dauern, wenn alle 3 von Anfang an dabei wéren.
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Aufgabe 2.40

Bei Aufrdumarbeiten nach einem Hochwasser ist ein erster Bagger ab 8 Uhr morgens im
Einsatz um einen verstopften Fluss frei zu machen. Um 12 Uhr trifft ein zweiter Bagger
ein. Zusammen wiirden sie die Arbeit ohne Unterbruch bis um 6 Uhr am ndchsten Morgen
erledigen. Um die Arbeit zu beschleunigen wird ab 14 Uhr ein dritter Bagger vom gleichen
Typ wie der erste Bagger eingesetzt. Damit wird die Arbeit bis Mitternacht erledigt.

a) Wie lange hitten die einzelnen Bagger allein fiir die Arbeit benotigt?

b) Wann wiére die Arbeit erledigt gewesen, wenn alle 3 Bagger um 8 Uhr eingesetzt
worden wéren?

Aufgabe 2.41

Ein Schwimmbecken kann durch 2 Leitungen gefiillt werden. Sind beide Leitungen offen,
ist das Becken in 2 Tagen gefiillt. Wird die 1. Leitung 30 Stunden geoffnet und erst dann
die 2. Leitung getffnet, dann dauert die Fiillung 2.5 Tage.

a) Wie lange hétten die beiden Leitungen um das Becken allein zu fiillen?

b) Das Becken hat eine Grundfliche von 15m x 50m und eine Hohe von 1.80m. Die
beiden Rohren werden geoffnet, bis das Wasser 1 m hoch steht und danach wird die
1. Leitung abgeschaltet. Wie lange dauert es insgesamt um das Becken zu fiillen?

Aufgabe 2.42

Drei Elektriker A, B und C brauchen fiir die Installation einer Werkhalle zusammen 6 Tage.
Arbeitet der Elektriker C zundchst 4 Tage alleine und arbeiten anschliessend alle drei noch
4 Tage, so wird die Installation ebenfalls fertig. Wenn der Elektriker A 3 Tage, der Elektriker
B 9 Tage und der Elektriker C 7 Tage arbeitet, wird die Installation ebenfalls abgeschlossen.

a) Wie lange wiirde jeder einzelne Elektriker brauchen, um die Installation abzuschlies-
sen?

b) Wenn in der letzten Bedingung Elektriker C flexibel k Tage anstatt 7 Tage eingesetzt
wird (nur ganze Tage), welche mogliche Losungen ergédben sich dann?

Aufgabe 2.43

Eine Zeitung wird von 2 Maschinen gedruckt. Lasst man beide Maschinen 2 h laufen und
verwendet dann die zweite Maschine fiir andere Auftrage , so benotigt die erste Maschine
noch 3 h um die Zeitung fertig zu drucken. Ist aber die erste Maschine 3.5 h im Einsatz und
die zweite Maschine 2.5 h, so sind 2400 der 30’000 Zeitungen noch nicht gedruckt.

Wie lange braucht jede Maschine um die Zeitung allein zu drucken?

Aufgabe 2.44
Lose das Gleichungssystem

3650401x — 2107560y =
Vix—y =
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a) mit dem Rechner im «mode exact»
b) mit dem Rechner im «mode approximate»

¢) von Hand unter Beachtung, dass /3 irrational ist.
Wie ist das Ergebnis zu deuten?

Aufgabe 2.45

Bestimme die Koeffizienten aller Polynome hochstens fiinften Grades
ps(x)=a+b-x+c-x>+d-x>+e-x*+f- x>, die an den Stellen x = -2,-1,0, 1 und 2 in
dieser Reihenfolge die Werte 96, 0, -16, -6 und 0 annehmen!

Welches Polynom vierten Grades hat die beschriebenen Eigenschaften?

Stelle die gefundenen Polynome graphisch dar und bestitige, dass diese durch die angege-
benen Punkte gehen.

Aufgabe 2.46
Auf einen Stiitztrager wirken die Krifte F1 und F2. Berechne die Stiitzkrafte FA und FB
sowie bei b) auch FC.

a) F1=500 N, F2=800 N b) F1=700 N, F2=600N
iomi: 8m . 8m
C2m 4m 4m | i ':‘ i
FI F2 309
Z IF 1 £r2 i e
| .
FA FB AFA FBT

Kirchoffsche Regeln

Maschenregel: In jeder Masche ist die Summe aller Quellspannungen und aller Spannungs-
abfille an den Widerstanden gleich Null.

Ohmsches Gesetz: U = R - I (Spanungsabfall tiber einem Widerstand R)

Knotenregel: In jedem Knoten ist die Summe der Stromstarken aller zufliessenden (positiv)
und abfliessenden (negativ) Strome gleich Null.

Beispiel
Berechne aus der Schaltung die drei Strome Iy, I; und Is.
-0 1, p 12 [-.] c
i5 14 i\lo v - I15 v
G
‘
b= E 22] D
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Die Schaltung hat drei Maschen (zwei elementare Maschen ABEF, BCDE und eine zusam-
mengesetzte Masche ACDF) und zwei Knoten (B und E). Die Umlaufrichtung in einer
Masche kann gewihlt werden. Mit Hilfe der Kirchoffschen Gesetze konnen wir fiinf Glei-
chungen ausstellen, wobei diese voneinander abhingig sind. Fiir die Berechnung der drei
unbekannten Strome benétigen wir 3 Gleichungen. Verwende dazu die beiden elementaren
Maschen und einen Knoten.

Elementare Maschen:

Masche ABEF:5-1; —10+2-I3+1-1+5=0 = 6-1; +2-13-5=0

Masche BCDE:5-1, —15+1- 1, +5- 1, —2-134+10=0 = 11-1,—2-I3—-5=0
Zusammengesetzte Masche ACDF:

5.1 +5- 1, —154+1- L, +5- I, +1-I1+5=0 = 6-1; +11-1, —10=0.

Die letzte Gleichung ist die Summe der ersten bei- m1:=6-i7+2-13—-5=0
den Gleichungen. Die dritte Gleichung kann also

m2:=11-i2-2-i3-5=0
weggelassen werden.

Knoten: m12:=6:i7+11+i2-5=0
Bl1—-L—13=0 m1+m2 = 6i/+11-i2-10=0
Elz+L-I1 =011 -1, -13=0 k1:=i1-i2—i3=0 = i]—i2—i3=0

Die beiden Gleichungen sind ebenfalls 4quivalent.
Es gentigt also die beiden elementaren Maschen , \
und einen Knoten zu berticksichtigen. SOIVGL.{ m1,m2 k1 }:” 42,13

Resultat: Iy =0.75A, [ =0.5A, I3 = 0.25 A. » 11=0.75 and i2=0.5 and i3=0.25

k2:=i3+i2—i1=0 = -i1+i2+i3=0

Aufgabe 2.47 o

Berechne in der nebenstehenden Schal-
tung die Stromstdarken Iy , I, , I3 und 60
I4 mit Hilfe der Kirchoffschen Regeln. !

A o 4

Aufgabe 2.48
Berechne die Stromstédrken I; , I; und I3 mit Hilfe der Kirchoffschen Regeln.

He L E 00

J\

= Jov
e
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2.5. Verschiedene Aufgaben

Aufgabe 2.49
Berechne die Stromstédrken I , I, I3, 14, Is und I mit Hilfe der Kirchoffschen Regeln.

Aufgabe 2.50
Berechne die Stromstédrken I , I, I3, I4, Is und I¢ mit Hilfe der Kirchoffschen Regeln.

20y
5017 L3 14 I5
I— 500 550 25Q
16 ; - [Eeme.|
50 Q . 60 Q
30

Chemische Reaktionsgleichungen mathematisch ausgleichen

Chemische Voraussetzungen:
a) Auf beiden Seiten der Reaktionsgleichung hat es gleich viele Atome jeder Sorte.
b) Die stochiometrischen Koeffizienten sind ganzzahlig und minimal.

Beispiel: Eisenherstellung
Chemische Reaktionsgleichung mit den stochiometrischen Koeffizienten a, b, ¢ und d als
Unbekannte.

a-C+b-Fey0O3 — c¢-Fe+d-CO,

Gleichungssystem fiir die drei beteiligten Elemente C, Fe und O.

Element Gleichung
C a=d

Fe 2b =c¢

O 3b =2d

Wir erhalten nur drei Gleichungen fiir vier Unbekannte!
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© Chem, Reaktion(Eisenher‘stellungJ: a*C + b*Fex0s — c*Fe + d*CQ:

a=d 2-¢1 a.ct1
solve|y2-b=c ,a,bc,d a=cTand b= 3 and ¢= 3 and d=c1
3b=2d

© b und ¢ ganzzahlig, mdglichst klein: ¢1 =3

a=3 g=3 and b=2 and c¢=4 and d=3
solve a=d ,a,bed
2-b=c

3:.b=2d
© Eesultat: 3C + 2Fe:0s — 4Fe + 3C0O:

Aufgabe 2.51
Auflosen einer Brausetablette mit Zitronensiure

a-HgCs07+b-CaCO3 — c¢-Caz(H5C607),+d-CO;z+e-H20

Bestimme das Gleichungssystem fiir die Variablen a, b, ¢, d und e und die Reaktionsglei-
chung.

Element Gleichung
H
C
O
Ca

Aufgabe 2.52
Herstellung von Hexamethylentetramin: a- HCOH+b-NH3; — c¢-(CH2)¢Ns+d-H;0
Bestimme die Reaktionsgleichung.

Aufgabe 2.53

Bei der Reaktion von Arsensulfid mit verdiinnter Salpetersdure sind 6 Stoffe beteiligt.
Stelle das Gleichungssystem fiir die Variablen a, b, ¢, d, e und f auf und bestimme daraus
die Reaktionsgleichung.

a-AsyS3+b-H,O+c¢c-HNO3 — d-NO+e-H3z3As04+T1-HyS04

Aufgabe 2.54
In der Literatur ist die folgende Reaktion beschrieben:

a-NaJO3+b-H;O+4+c-SO3 — d-NaySOsq+e-HSO4+f-]2

Lauft die Reaktion so wie sie angegeben wurde ab? Analysiere!
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2.5. Verschiedene Aufgaben

Aufgabe 2.55

Finde ein magisches Quadrat mit neun Variablen, welches fol-
gende Bedingungen erfiillt (in der Figur als 3x3 Matrix): Die 3
Zeilensummen, die 3 Spaltensummen und die zwei Diagonalen-
summen haben den gleichen Wert s.

Q@ e
o o0 o
i N )

a) Stelle das Gleichungssystem auf und lose es (von Parametern abhéngig). Schreibe die
Bedingungen (von Parametern abhéngig) in Form einer Matrix auf und speichere die
Matrix als m(...). Welche Zahl hdngt nur von s ab? Fiir welche Werte von s sind
ganzzahlige magische Quadrate moglich?

b) Untersuche magische Quadrate, bei denen die Zeilensumme s = 15 ist. Welche Zahlen
konnen vorkommen.

c) Welche magischen Quadrate sind moglich, wenn die Zahlen 1, 2, 3, ....,9 genau ein-
mal vorkommen. Was ist in diesem Fall s? Versuche die moglichen Quadrate zu klas-
sifizieren (Symmetrien betrachten).

d) Suche magische 3x3 Quadrate mit positiven ganzen Zahlen fiir andere Zeilensummen,
z.B.s =18.

e) Suche im Internet Informationen tiber 4x4 Quadrate. Stelle damit eine Matrix fiir
magische 4x4 Quadrate auf, wobei die Zahlen 1, 2, 3, ........ , 15, 16 genau einmal
vorkommen sollen (von Parametern abhéngig).

Cire it w1 SRR L WA

Magisches Quadrat von A. Diirer
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2.6 Lineare Optimierung

Lineare Optimierung ist in der Praxis und der Forschung (Operations Research) ein wichti-
ges Rechenverfahren, das bei einer bestimmten Zahl von einzuhaltenden Nebenbedingun-
gen die Berechnung einer Grosse ermoglicht, die maximal oder minimal sein soll. Beim
linearen Optimieren wird nach dem Maximum oder Minimum einer linearen Zielfunktion
z = ax + by gesucht. Dabei miissen die Variablen x und y zusitzliche Bedingungen (sog.
Nebenbedingungen) erfiillen, welche durch ein lineares Ungleichungssystem beschrieben
werden konnen. Eine allgemeine lineare Ungleichung in den Variablen x und y hat z.B. die
Form ax + by > c. Die Zahlenpaare (x,y) bzw. Punkte, welche die Ungleichung erfiillen,
liegen in einer Halbebene. Dabei teilt die sogenannte Randgerade ax + by = c¢ die Ebene
in zwei Halbebenen. Die Losungsmenge eines Systems von linearen Ungleichungen, das
sogenannte Planungspolygon, erhdlt man grafisch als Schnittmenge der Halbebenen.

Die Methode der linearen Optimierung wurde 1939 von dem sowjetischen Mathematiker
Leonid Witaljewitsch Kantorowitsch in seiner Arbeit ,Mathematische Methoden fiir die
Organisation und Planung der Produktion” eingefiihrt. Damals erkannte man die Bedeu-
tung seiner Arbeit noch nicht, jedoch bekam Kantorowitsch 1975 den Nobelpreis fiir Wirt-
schaftswissenschaften unter anderem fiir seinen Beitrag zur linearen Optimierung. Mitte
der 1940er Jahre erkannte George Bernard Dantzig, ein amerikanischer Mathematiker, dass
sich viele praktische Beschrankungen durch lineare Ungleichungen beschreiben liessen und
ersetzte erstmals die bis dahin vorherrschenden Faustregeln zur Losung von Planungspro-
blemen durch eine (lineare) Zielfunktion.
Insbesondere etablierte er damit eine kla-
re Trennung zwischen dem Ziel der Opti-
mierung und den Mitteln zur Losung des
Planungsproblems. Den Durchbruch fiir
die lineare Optimierung schaffte Dantzig
1947, als er eine Arbeit tiber das Simplex-
Verfahren veroffentlichte, das heute ei-
nes der meistgenutzten Verfahren zur
Losung linearer Optimierungsprobleme
ist.

Losungsschritte fiir das grafische Lésungsverfahren

a) Variablen: Definiere die beiden Variablen x und y und stelle aus den gestellten Ne-
benbedingungen die Ungleichungen auf.

b) Planungspolygon: Ermittle aus den Ungleichungen die Randgeraden, stelle diese gra-
phisch in einem Koordinatensystem dar und bestimme die Fliche, die alle Unglei-
chungen erfiillt (Planungspolygon).
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c) Zielfunktion: Bestimme die Zielfunktion z = ax + by. Wéahle zundchst z = 0 und
zeichne die zugehorige Gerade in das Planungspolygon.

d) Verschiebung der Zielfunktion: Alle Zielfunktionen haben dieselbe Steigung, aber un-
terschiedliche y-Achsenabschnitte. Verschiebe die Gerade soweit im Planungspoly-
gon, dass diese durch den dussersten Eckpunkt oder die dusserste Kante verlauft. Mit
dem Rechner kann die Zielfunktion mit Hilfe eines Schiebereglers fiir z verschoben
werden.

e) Optimale Grosse: Bestimme die Koordinaten (x,y) dieses Eckpunktes und berechne
den zugehorigen Wert fiir z. Dieser ist dann der gesuchte optimale Wert. Falls die
Gerade der Zielfunktion mit einer Kante des Planungspolygons zusammenfallt, gibt
es mehrere optimale Losungsmoglichkeiten fiir x und y, die durch den Abschnitt der
betreffenden Gerade beschrieben werden. Alle liefern den gleichen optimalen Wert z.

Aufgabe 2.56
Ermittle das Planungspolygon, das durch die folgenden fiinf Ungleichungen definiert wird.

x>0
y>-5

y = —2x
x+2y<16
y—2 < 2x

Aufgabe 2.57

Lass dir vom Rechner die drei Geraden, die ein Dreieck begrenzen aufzeichnen.
Geradengleichungen: 2x —y = —600, x — 2y = 200, x +y = 300.

Schreibe ein Programm, mit dessen Hilfe entschieden werden kann, ob ein gegebener Punkt
P (x,y) im Innern dieses Dreiecks liegt oder nicht.

Welche Bedingungen miissen untersucht werden?

Liegt der Punkt P (—400,—280) im Innern des Dreiecks?

Liegt der Punkt P (260, 33) im Innern des Dreiecks?

Aufgabe 2.58

Beschreibe das gegebene Planungspolygon durch ein lineares Ungleichungssystem.

v

(4,8) (7,8)

(9,6
10,4

[9,2]

=l

T Tao) (70
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Aufgabe 2.59 y ‘
Zeichne im Planungspolygon alle (2,5)
Punkte P (x,y) ein, fir die 0 [4,4]
=3, 3]
=x+2 imal L
a) z =x+ 2y maxima i
b) z = 2x +y maximal TR B ; e — -
¢) z=x+ 2y minimal 52
d) z = 2x +y minimal (-1,-4)

Aufgabe 2.60
Lose das folgende Optimierungsproblem.
—2x—1<—y
x+4y > 16

x—2y<8 Zielfunktion z = 20x + 12y
18+x > 3y

2y —20 > —x

a) Zeichne die grafische Losung des Ungleichungssystems (Planungspolygon).

b) Ermittle die x- und y-Koordinaten des Maximums und des Minimums fiir die Ziel-
funktion z. Verwende einen Schieberegler um die Gerade fiir die Zielfunktion parallel
zu verschieben.

¢) Berechne den Wert des Maximums und des Minimums fiir die Zielfunktion z.

Aufgabe 2.61

Ein Kleinbetrieb produziert zwei Maschinentypen A und B. Aus absatztechnischen Griin-
den miissen mindestens 3 Maschinen vom Typ A und 5 Maschinen vom Typ B produziert
werden. Insgesamt kann der Kleinbetrieb nicht mehr als 24 Maschinen (Typ A und B zu-
sammen) herstellen. Weiter kann die Anzahl Maschinen vom Typ A hochstens doppelt so
gross sein wie die Anzahl vom Typ B. Fiir die Herstellung der Maschine A sind 30 Ar-
beitsstunden, fiir die Herstellung der Maschine B 50 Arbeitsstunden notwendig. Fiir die
Produktion der beiden Maschinen stehen maximal 1000 Arbeitsstunden zur Verfiigung.
Der Gewinn betragt fiir eine Maschine A 3000 €, fiir die Maschine B 4000 €.

a) Stelle das Ungleichungssystem auf und bestimme die Zielfunktion.
b) Zeichne das Planungspolygon.

c) Wie viele Maschinen vom Typ A und wie viele Maschinen vom Typ B muss der
Betrieb herstellen, damit der Gewinn moglichst gross wird?

d) Wie gross ist der maximale Gewinn?
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Aufgabe 2.62

Ein landwirtschaftlicher Weidebetrieb hat sich auf die Haltung von Kiihen und Jungvieh
spezialisiert. In den Stéllen des Betriebes miissen mindestens 25 Kiithe und kénnen hoch-
stens 400 Stiick Jungvieh gehalten werden. Es miissen mindestens so viele Stiick Jungvieh
wie Kiihe vorhanden sein. Fiir die Erndhrung einer Kuh sind 0.2 ha, fiir ein Stiick Jungvieh
0.1 ha Weideland nétig. Insgesamt hat der Betrieb 50 ha Weideland. Fiir die Pflege der Kiihe
und des Jungviehs werden hochstens 6’000 Arbeitsstunden im Jahr geleistet. Fiir eine Kuh
sind 30 Arbeitsstunden, fiir ein Stiick Jungvieh 10 Arbeitsstunden pro Jahr notwendig. Der
Gewinn betrégt bei einer Kuh 200 €, bei einem Stiick Jungvieh 50 € im Jahr.

a) Stelle das Ungleichungssystem auf und bestimme die Zielfunktion.
b) Zeichne das Planungspolygon.

c) Wie viel Kiithe und wie viel Stiick Jungvieh muss der Betrieb halten, damit der Ge-
samtgewinn moglichst gross wird?

d) Wie gross ist dieser Gesamtgewinn?

Aufgabe 2.63

Eine Erdolfirma besitzt zwei Raffinerien R; und R, die schweres, mittelschweres und leich-
tes Ol produzieren. In der folgenden Tabelle sind die tdglichen Produktionsmengen der
beiden Raffinerien aufgefiihrt. Fiir einen Auftrag muss der in der Tabelle dargestellte Min-
destbedarf produziert werden.

Tagliche Produktion Mindest-Bedarf
Raffinerie Ry | Raffinerie R,
Schweres Ol 300 t 400 t 36’000 t
Mittelschweres Ol 375t 250 t 307000 t
Leichtes Ol 300 t 600 t 427000 t

Die Kosten je Tag belaufen sich bei der Raffinerie Ry auf 7500 €, bei der Raffinerie R, auf
6000 €.

a) Bestimme das lineare Ungleichungssystem, welches die oben genannten Nebenbedin-
gungen beschreibt.

b) Zeichne das Planungspolygon und ermittle die Zielfunktion.

¢) Bestimme die Anzahl Betriebstage fiir die beiden Raffinerien, so dass die Gesamtko-
sten minimal werden? Wie gross sind die minimalen Gesamtkosten?

Aufgabe 2.64

Ein Automobilhersteller produziert zwei Wagentypen A und B. Vom Typ A konnen tédglich
maximal 600 Stiick fertiggestellt werden, vom Typ B maximal 300 Stiick, wegen Mangel an
Personal jedoch nicht mehr als 750 Stiick insgesamt. Der Reingewinn fiir einen Wagen vom
Typ A betrdagt 2400 €, fiir einen Wagen vom Typ B 3600 €.
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a) Wie viele Wagen miissen tadglich von jedem Typ produziert werden, wenn der Rein-
gewinn maximal werden soll? Wie gross ist dieser Reingewinn?

b) Wie dndert sich die Sachlage, wenn sich herausstellt, dass vom Typ B hochstens halb
so viele Wagen wie vom Typ A verkauft werden konnen? Wie gross ist nun der Rein-
gewinn?

Aufgabe 2.65

Eine Papierfabrik stellt Papierrollen der Standardbreite 200 cm her. Es stehen zwei Maschi-
nen zur Verfiigung, die eine solche Rolle folgendermassen in kleinere Rollen zerschneiden:
Maschine I : 1 Rolle a 70 cm, 2 Rollen a 50 cm, 1 Rolle & 30 cm Breite; Maschine II : 1 Rolle
a 50 cm, 5 Rollen a 30 cm Breite.

Ein Kunde bestellt 15 Rollen a 70 cm, 60 Rollen a 50 cm und 75 Rollen a 30 cm Breite. Wie
viele Rollen der Standardbreite ldsst man zerschneiden, wenn insgesamt moglichst wenige
Rollen zerschnitten werden sollen?

Aufgabe 2.66

Ein Koch soll aus Reis und Rindfleisch einen Eintopf zubereiten. Eine Schiissel fiir eine
Person fasst hochstens 500 g Eintopf. Um ein schmackhaftes Essen zu erhalten, soll nicht
mehr Reis als Rindfleisch genommen werden, jedoch auch nicht mehr Rindfleisch als 350 g
pro Schiissel. Wie muss der Koch die beiden Nahrungsmittel zusammenstellen, wenn 1 kg
Rindfleisch 1460 Kalorien und 1kg Reis 3650 Kalorien enthalten und das Essen moglichst
kalorienreich sein soll.

Aufgabe 2.67

Ein Kaufhausunternehmen will 16 Tonnen Ware, von denen 11 Tonnen in einem Lagerhaus
L7 und 5 Tonnen in einem Lagerhaus L, aufbewahrt sind, auf drei Filialen F;, F, und F3
verteilen. Die Filiale F; soll 7 Tonnen, die Filiale F, 6 Tonnen und die Filiale F3 3 Tonnen
Ware erhalten. Die Transportkosten pro Tonne, die beim Transport der Ware von den La-
gerhdusern zu den Filialen entstehen, sind in der folgenden Tabelle angegeben:

Fi | 2 | Fs
L, |18€|[20€ | 14€
L,|20€[15€[23€

a) Wie ist die Belieferung der 3 Filialen vorzunehmen, damit die niedrigsten Transport-
kosten entstehen?

b) Bei welcher Belieferung entstehen die hochsten Transportkosten?

Aufgabe 2.68

Ein Montagewerk beschiftigt gelernte Arbeiter und Lehrlinge. Ein storungsfreier Ablauf
erfordert, dass mindestens 120 Arbeitspldtze besetzt sind. Andererseits sind maximal 150
Arbeitsplitze verfiigbar. Mindestens ein Fiinftel aller Stellen ist durch Lehrlinge zu beset-
zen. Die Anzahl Lehrlinge soll aber mindestens um 20 kleiner sein als die Anzahl gelernter
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Arbeiter. Ermittle ein System von Ungleichungen und erstelle das Planungspolygon. Beant-
worte die unten gestellten Fragen, bestimme dazu jeweils mit Hilfe einer Zielfunktion die
Losungspunkte aus dem Planungspolygon graphisch.

a) Wie viele Arbeiter kann das Werk maximal beschéftigen?
b) Wie viele Lehrlinge kann das Werk maximal beschaftigen?

¢) Ein Arbeiter verdient 4500 € im Monat, ein Lehrling 1000 €. Wie viele Arbeiter und
Lehrlinge wird die Firma einstellen, wenn die Lohnsumme moglichst klein sein soll?

Aufgabe 2.69

Peter kalkuliert scharf! Er muss in zwei Fachern, ndmlich in Mathematik und in Englisch,
eine Nachpriifung machen. Um den versdumten Stoff nachzuarbeiten, benétigt er in Ma-
thematik mindestens 2 Tage und in Englisch mindestens 1.5 Tage. Das Nacharbeiten allein
geniigt nicht, da er auch den Stoff {iben muss. Bei einem Arbeitsaufwand von einem Tag
kann er in Mathematik 4 Punkte und in Englisch 8 Punkte oder eine entsprechende Kom-
bination bei einer anderen Tagesaufteilung erreichen. Insgesamt muss er in beiden Fachern
zusammen mindestens 44 Punkte erreichen. Sein Freund hat sich bereit erkldrt, mit ihm
mindestens 10 Stunden zusammenzuarbeiten und zwar tdglich 2 Stunden im Fach Mathe-
matik und eine Stunde im Fach Englisch. Wie muss Peter seine Zeit einteilen, damit er mit
einem moglichst geringen Aufwand sein Ziel erreicht?

Aufgabe 2.70

An einer Strassenkreuzung gibt die Ampel A; zwei Fahrspuren, die Ampel A, drei Fahr-
spuren frei. Auf Grund der Ergebnisse von Verkehrszdhlungen wird die Ampelsteuereung
so eingestellt, dass die Griinphase von A, linger als die von Aj, aber hochstens doppelt
so lang ist. Es wird angenommen, dass durchschnittlich pro Sekunde ein Fahrzeug auf je-
der Fahrspur an der Ampel vorbeifdhrt. Wegen der Fussgdnger sollen beide Griinphasen
zusammen nicht ldnger als 60 Sekunden dauern. Wie miissen die beiden Ampeln geschal-
tet werden, damit in den Griinphasen moglichst viele Fahrzeuge die Kreuzung passieren
konnen?
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Aufgabe 2.71
Die Pharmafirma Ronotis will ein neues Aufbaupriaperat auf den Markt bringen. Die medi-
zinische Abteilung verlangt, dass es mindestens folgende Vitaminanteile pro Tablette ent-

halten soll:

Anteil in mg
Vitamin A 14
Vitamin B 30
Vitamin C 27
Vitamin E 30

Zur Herstellung stehen Ronotis zwei Komponenten mit folgenden Spezifikationen (An-

teil in mg pro Gramm) zur Verfiigung:

Komponente 1 | Komponente 2
Vitamin A 2 0.5
Vitamin B 24 12
Vitamin C 1.5 1.5
Vitamin E 1 3

a) Die Komponente 1 ist in der Produktion 50% teurer als die Komponente 2. Bei welcher
Zusammensetzung entstehen die geringsten Kosten?

b) In der Aufgabenstellung a) sind die Herstellungskosten der 1. Komponente b = 1.5
mal hoher als fiir die 2. Komponente. Fiir welche Werte von b muss die Zusammen-
setzung fiir die geringsten Kosten nicht gedndert werden?

Aufgabe 2.72

Eine Zulieferfirma fiir Autobestandteile produziert zwei verschiedene Typen von Schein-
werfern. Zur Herstellung stehen der Produktionsstrasse drei Werkzeugmaschinen A, B und
C zur Verftigung. Aus der Tabelle ersehen wir die benétigten Produktionszeiten der zwei
Scheinwerfertypen X und Y:

Beispiel: Um einen Scheinwerfer vom Typ X herzustellen muss dieser 4 Minuten von der
Maschine A und 4 Minuten von der Maschine B bearbeitet werden. Die Maschine C wird
fir den Typ X nicht benétigt.

Verarbeitungszeit in Min./Stiick | reservierte Gesamtzeit in Min./Tag
Scheinwerfer Typ X TypY
Maschine A 4 5 240
Maschine B 4 3 192
Maschine C 0 7 280

Der Gewinn je Sttick betrdgt 8 € fiir den Scheinwerfer Typ X und 9 € fiir den Typ Y.

a) Wie viele Stiick sind von jedem Scheinwerfer taglich herzustellen, damit der Gesamt-
gewinn moglichst gross wird? Bestimme die Stiickzahlen fiir das Gewinnmaximum.
Wie gross ist der maximale Gewinn pro Tag?
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b) Wie dndern sich die Stiickzahlen, wenn die Gewinne fiir die Scheinwerfertypen &n-
dern? Analysiere zundchst das folgende Beispiel: Wie miissen die Stiickzahlen fiir das
Gewinnmaximum angepasst werden, wenn der Gewinn fiir den Scheinwerfer Typ X
sinkt bzw. steigt?

c) Analysiere das Problem allgemein, wenn der Gewinn a € fiir den Scheinwerfer Typ
X und b € fiir den Typ Y betragt.
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