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Vorwort 
 


Oft wird man auch von erfahreneren Nutzern der TI-Nspire™Technologie gefragt, 
warum im Calculator definierte Funktionen, Variablen etc. nicht aktualisiert werden 
können. 
Es wird mitunter übersehen, dass gerade diese Funktionsweise in der bisher oft 
unterschätzten Notes-Applikation ziemlich perfekt integriert ist.  
Seit der Version 1.7 erlaubt die Notes-Applikation das Einfügen von mathematischen 
Ausdrucksfeldern, um MathPrint Ausdrücke zu erhalten und den originalen Ausdruck 
mit dem Ergebnis der Auswertung zu ersetzen. 
Ab der Version 2.0 sind die Mathe-Felder (Math-Boxes) interaktiv und werden 
aktualisiert, wenn sich eine damit verbundene Math-Box ändert. Die Math-Boxes sind 
auch dynamisch mit den anderen Applikationen verknüpft – und so auch Notes 
selbst. Das macht auch die algebraische Darstellung dynamisch und interaktiv – die 
einzige Darstellung, die in der TI-Nspire™ Technologie noch statisch war. Es ist 
darüber hinaus möglich, den eingegebenen Ausdruck ebenso wie die ausgewertete 
Ausgabe in der gleichen Math-Box anzuzeigen und das Symbol zwischen Ein- und 
Ausgabe anzupassen. Weitere kleine Verbesserungen, insbesondere bessere 
Formatierungsmöglichkeiten wurden bis zur Version 3.2 eingebracht.1 
Das Eingeben eines Ausdrucks in eine Math-Box zieht automatisch seine 
Auswertung nach sich und fügt das Ergebnis der Auswertung in der gleichen Math-
Box ein. Änderungen einer Math-Box, z. B. die Definition einer Funktion, aktualisiert 
alle anderen interaktiven Math-Boxes, die mit dieser Änderung verbunden sind. 
Diese Interaktivität, in Verbindung mit anderen Applikationen, besonders Graphs 
&Geometry sowie Data & Statistics, bringt einen neuen unterrichtlichen Wert mit sich. 
Sie vollendet das Bild von dynamisch verknüpften vielfachen Darstellungen 
mathematischer Konzepte. 
Am Beispiel einer teilautomatisierten  Kurvendiskussion soll der Grundgedanke 
verdeutlicht werden.  
 


Öffnen Sie eine Notes-Applikation und 
schreiben Sie zunächst einen Text.  
Fügen Sie dann für jede mathematische 
Operation eine Math-Box durch /M 
ein: Sie erkennen diese Math-Boxes 
durch eine rote Umrandung. In diese 
können die gewünschten Anweisungen 
eingetragen und mit · bestätigt 
werden. Beachten Sie, dass Sie für das 
Definieren von Variablen den 
Zuweisungsoperator Ï verwenden. 
Bis an diese Stelle ist kaum ein 
Unterschied zum Vorgehen im 
Calculator zu sehen. Ändert man aber 
nun den Funktionsterm von f, so erfolgt 
automatisch auch eine Änderung des 
Terms der 1. Ableitung. 
Nun kann man weitere Schritte einer 
klassischen Kurvendiskussion ergänzen. 


 


 


 
 


                                                 
1
 Im Heft wurde das  TI-Nspire™ CX CAS Handheld sowie die entsprechende Lehrer-Software 


verwendet. Darüber hinaus sind die Materialien aber auch für Verwender des numerischen  


TI-Nspire™ CX Handhelds geeignet. 
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Weiterhin kann man die Notesseite mit anderen Applikationen verknüpfen, hier mit 
dem Graphikfenster. 


 


 
 
Eine Änderung des Funktionsterms von f aktualisiert nun alle Operationen in beiden 
Fenstern. 
 


 
 
(Hinweis: In der letzten Zeile des linken Fensters wird deutlich, dass weitere 
Überlegungen notwendig sind, um Aussagen über Extremstellen o. ä. absichern zu 
können.)  
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Wir wollen Ihnen in diesem Heft zunächst anhand kleinerer Beispielaufgaben einen 
kurzen Einblick in einige Möglichkeiten geben, die Interactive Notes bietet.  Nutzen 
Sie bei diesen Beispielen unbedingt die mitgelieferten Dateien  
(www.ti-unterrichtsmaterialien.net), erst dann können Sie die versprochene 
Interaktivität wirklich erleben. 
 
Im Anschluss stellen wir exemplarisch dar, welche didaktischen Möglichkeiten sich 
durch eine sinnvolle Integration dieser Applikation in Ihren Mathematikunterricht 
ergeben können.  
Anhand von vier Beispielen sollen verschiedene Möglichkeiten des Einsatzes von 
Notes im Unterricht vorgestellt und die sich daraus ergebenden Chancen für einen 
verständnisorientierten, explorativen Lernprozess erörtert werden. Die Vorteile von 
Notes gegenüber dem alleinigen Einsatz zum Beispiel der Calculator-Applikation sind 
in Hinblick auf den Einsatzzweck zu betrachten. Dabei kann das Drei-Säulen-Modell 
von Bichler2  als Orientierung dienen: CAS kann im Mathematikunterricht als 
Rechen-, Lehr- oder Lernwerkzeug eingesetzt werden. Dabei soll der Schwerpunkt 
auf den Aspekt des Lernwerkzeuges gelegt werden, da dieser nach Bichler am 
bedeutsamsten ist. Notes erscheint geradezu prädestiniert dafür zu sein, das CAS 
nicht nur als Rechenwerkzeug einzusetzen, sondern Schülerinnen und Schülern 
neue Möglichkeiten des Lernens von Mathematik zu eröffnen. 
 
Eine Vielzahl etwas komplexerer Beispiele aus verschiedenen Themengebieten der 
Sekundarstufen I und II sollen Anregungen für die Weiterarbeit geben.   
 
 
Autoren:  
 
Dr. Ewald Bichler, Dr. Georg Brückner, Dr. Hubert Langlotz, Günter Dreeßen-Meyer, 
Bernd Geyling, Ralph Huste, Martin Kesting, Edmund Kronabel, Peter Schmelz,  
Dr. Wilfried Zappe 
 
Herausgeber:  
 
Dr. Hubert Langlotz 
 


                                                 
2
 Bichler, Ewald 2010. Explorative Studie zum langfristigen Taschencomputereinsatz im 


Mathematikunterricht. Verlag Dr. Kovac, 2010, S. 33 ff. 
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Schnittpunkt zweier Parabeln 
 
Diese Aufgabe zum Schnitt zweier 
Parabeln kann am Ende einer 
Unterrichtseinheit zu quadratischen 
Funktionen stehen.  
Der Bildschirmausdruck zeigt, dass 
Notes auch als eine einfache 
Textverarbeitung genutzt werden kann. 
Der Text wird über die 
Buchstabentastatur eingegeben. 
Einfache Formatierungen sind im Menü 
– Formatieren, Sonderzeichen wie ℝ 


oder ∈ sind unter k zu finden. 
 


 
Eine einfache Realisierung zeigt das 
nebenstehende Bild. Die Math-Boxes 
werden mit /M eingefügt, die 
Funktionen definiert und mit · 
bestätigt. Baut man auf der Graphs-
Seite einen Schieberegler für den 
Parameter t ein, lässt sich die Wirkung 
des Parameters schnell dynamisch 
beobachten. 
 


 
Hier wird gezeigt, wie leicht sich das 
Dokument an einen veränderten 
Sachverhalt anpassen lässt.  
Der Parameter t wurde in der 
allgemeinen Lösung durch k ersetzt, 
weil t als Variable im Schieberegler mit 
einem aktuellen Wert belegt ist.  
Ferner ist es sinnvoll, statt solve() die 
Anweisung zeros() zu verwenden. Die 
Ergebnisse werden dann als Liste 
angegeben, mit deren Hilfe man sofort 
die zugehörigen y-Werte der 
Schnittpunkte ausrechnet. 
Wegen der besseren Übersichtlichkeit 
sind über /b Attribute des math. 
Feldes einige Ausgaben verborgen 
worden. 
 


 
 


 


Mithilfe dieses Dokumentes können die Schüler experimentieren, die Auswirkungen 
des Parameters t anschaulich erleben und eine allgemeine Lösung des Problems 
leichter selbst finden. Der TI-Nspire™ wird hier als Rechen- und Lernwerkzeug 
verwendet.  
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Eine etwas andere Realisierung derselben Aufgabenstellung wird im Folgenden 
vorgestellt. Das erfolgt hier auch deshalb, um Ihnen weitere Tipps für die Anwendung 
von Notes zu geben.  
 
Die Definition und Speicherung der 
Funktionsgleichungen unter geeigneten 
Variablen erfolgt im Calculator. 
Einer Erklärung für den Schüler bedarf 
evtl. die Definition der Funktion f in 
Abhängigkeit von zwei Parametern, 
wobei statt des Parameters t hier die 
Variable k verwendet wird. 


 


 
Eine neue Seite wird eingefügt. Der 
Bildschirm wird geteilt. Die beiden 
Funktionen f und g werden grafisch 
dargestellt. 
Der eingefügte Schieberegler steuert 
den Parameter k. 
Die Koordinaten der Schnittpunkte 
werden - falls vorhanden -  mit 
eingestellter Genauigkeit angezeigt. 
 


 
 


In der linken Applikation (Notes) werden 
in einer Math-Box die aktuellen 
Funktionsgleichungen angezeigt. 
 
Bei der Formatierung über /b 
Attribute des math. Feldes wird die 
Eingabe der Math-Box anschließend 
ausgeblendet. 
 


 
 
Bei der allgemeinen Lösung wird wie in 
der Aufgabenstellung der Parameter t 
verwendet, um eine Kollision mit der 
Variablen k zu vermeiden. Die Definition 
erfolgt in einer Math-Box. 
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Im Grafikbildschirm kann abschließend 
noch der Schieberegler mit einer 
Wertanzeige für den Parameter 
versehen werden. Es handelt sich um 
zwei unabhängige Texteingaben („t =“ 
und „k“). Der Wert des Textfeldes „k“ 
wird wie dargestellt über Berechnen in 
einen Zahlenwert verwandelt und hinter 
dem Text „t =“ platziert. 


 


Abwurf 
 
Wird in Aufgabenstellungen eine wiederholte Anwendung ein und derselben 
Berechnung für verschiedene Parameterwerte verlangt, bietet sich eine Umsetzung 
in einem Notes-Dokument an. Besonders hilfreich ist es, wenn man die Rechnung 
durch eine grafische oder geometrische Applikation veranschaulichen kann. 
 
Aufgabe: 
Wird ein Paket aus einem Flugzeug geworfen, dann kann man seine Flugbahn 
näherungsweise durch folgende Gleichung beschreiben: 


Hx
v


5
)x(h 2


2















 
Hier bedeuten: 
H die Abwurfhöhe (in m),  
v die Flugzeuggeschwindigkeiten (in m/s),  
x die Entfernung von der Abwurfstelle (in m) und  
h(x) die Höhe des Paketes an der Stelle x (in m). 
 
Warum beschreibt h(x0) = 0 die Stelle, an der das Paket auf dem Boden ankommt? 
Berechne die Entfernung x0 für ein Flugzeug, das mit der Geschwindigkeit  
20 m/s in 200 m Höhe fliegt. 
Verdopple 1) die Abwurfhöhe bzw. 2) die Geschwindigkeit und berechne jeweils die 
Entfernung. Wie ändert sich x0? 
(Quelle: Mathematik 9, Gymnasium Nordrhein-Westfalen, Duden - Paetec, 2009, S.41) 


 
Da der Rechner nicht zwischen Groß- 
und Kleinschreibung von Variablen 
unterscheidet, muss eine vom 
Aufgabentext etwas abweichende 
Schreibweise für einige Variablen 
gewählt werden. 
Leicht lassen sich Angaben für die 
Abwurfhöhe oder die Geschwindigkeit 
ändern. Man klickt auf die betreffende 
Math-Box und nimmt die gewünschte 
Änderung vor. Es erfolgt sofort eine 
Neuberechnung der Auftreffstelle. Der 
TI-Nspire™ fungiert als komfortables 
Rechenwerkzeug. 
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Etwas eleganter geht es noch in 
Verbindung mit der grafischen 
Darstellung. Nun lässt sich auch gut 
experimentieren, z. B. um nach 
Geschwindigkeit oder Abwurfhöhe bei 
einer gewünschten Auftreffstelle zu 
suchen. Die TI-Nspire™Technologie 
wird dann schon eher als Lernwerkzeug 
eingesetzt. 
Damit alles Wichtige auf dem Bildschirm 
des Handhelds zu sehen ist, wurde auf 
Kommentare in der linken 
Bildschirmhälfte verzichtet. 
 


 


σ–Umgebungen  
 


Wir betrachten die σ-Umgebungen um den Erwartungswert μ einer Bernoulli-Kette 


und die Bedeutung der Vielfachheit von σ. 
Für das Berechnen von Intervallwahrscheinlichkeiten ]cμ;cμ[  spielen die σ–


Regeln eine wichtige Rolle. In Unterrichtsbüchern und in Formelsammlungen werden 
sie meist tabellarisch zusammengestellt. Die Interaktivität der Notes-Seite zusammen 
mit einer Graphik-Seite kann den Schülern die Bedeutung der σ–Regeln sehr schön 
veranschaulichen, viel besser als durch die sonst etwas starren Übungen. 
Der Bildschirm wird in einen Notes-Teil und einen Graphik-Teil gesplittet. Auf der 
Notes-Seite wird die Kettenlänge n in einer Math-Box definiert. Die 
Trefferwahrscheinlichkeit p wird für die Dynamisierung der kleinen Applikation besser 
im Graphik-Teil über einen Schieberegler festgelegt. Ein weiterer Schieberegler stellt 
dort auch die Vielfachheit k von σ ein.  
Im Notes-Teil werden jetzt der Erwartungswert μ berechnet, ebenso die 
Standardabweichung σ. Ferner werden noch die beiden Grenzen ul und ur des 
Umgebungsintervalls um den Erwartungswert ew berechnet. 
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Zum Erzeugen der σ-Umgebung in der Graphik müssen drei Punkte auf die x-Achse 
gelegt werden. Die x-Koordinaten werden verknüpft mit dem linken Randwert ul, dem 
Erwartungswert ew und dem rechten Randwert ur.  
Für die Verknüpfung lässt man die Koordinaten des Punktes anzeigen, steuert die  
x-Koordinate mit dem Cursor an, drückt die Taste h und wählt unter Verknüpfen 
die entsprechende Variable aus. 


Die Normalverteilungsfunktion wird mithilfe des Befehls )σ,μ,x(normPdf graphisch 


dargestellt. Mit dem Integralbefehl des Menüs Graph analysieren wird jetzt der 


Integralwert der Normalverteilungsfunktion über dem Intervall ]cμ;cμ[   


berechnet. 
Zur Unterstützung der Anschaulichkeit sind noch die Werte der Binomialverteilung 
als Streu-Plot über der x-Achse aufgetragen worden, erzeugt mit dem binomPdf-
Befehl auf einer Seite der Tabellenkalkulation. 
 


 
 
Der TI-Nspire™ wird mit diesem Dokument ein Lernwerkzeug, weil die Schüler 
interaktiv handelnd die σ–Regeln erfahren und herleiten können. 


Beispiele zu den Menüs unter Notes 
 


 
Anhand dieses Beispiels werden Befehle 
aus den Unter- und Kontextmenüs von 
Notes erläutert. 
 


Texte und Fotos
3
 (letzteres nur über den 


PC) lassen sich in Notes-Dokumente 


eingeben bzw. einfügen. 
 


 
 


                                                 
3
 Foto „Kugelstapel“ privat, Sammlung Zappe 
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Schrift lässt sich formatieren: 
 
4: Formatieren 
 
Eine Math-Box kann eingefügt werden: 
 
3: Einfügen oder /M 
 
Über 6: Berechnungen können in einer 
Math-Box die aus dem Calculator bekannten 
Operationen auch in Notes realisiert werden. 
 


 
 


Ein- oder Ausgabe einer Math-Box können 
„versteckt“ werden über: 
 
5: Math Box Optionen oder /b 
Attribute des math. Felds 
 
Die farbige Unterlegung wird über 


 
4: Formatieren realisiert. 


 
Die Genauigkeit der Anzeige wird über c 
5: Einstellungen  
2: Dokumenteinstellungen  
beeinflusst. 
 


Das Zeichen ≈ kann unter k 4 gefunden 
und eingefügt werden. 


 
 


 
Das Foto kann in Seite 1.1 über /C kopiert 
und in eine neue Seite mit /V eingefügt 


werden. 
 
Die Summenformel kann über t oder  
6: Berechnungen eingefügt werden. 


 
Innerhalb eines Problems bleiben die 
Variablen gültig, deshalb kann auf der neuen 
Seite1.3 mit der Variablen m von Seite 1.2 
weiter gerechnet werden.  


 
Über den Seitensortierer kann die Seite 1.3 
kopiert und als Seite 1.4 eingefügt werden. 


 
Unter 1: Aktionen 3: Berechnen&Ersetzen 
wird das Ergebnis der Berechnung in Text 
umgewandelt. Die Formel verschwindet. 
 
Aber Achtung:  
Das Ergebnis auf der Seite 1.4 wird nun 
nach diesem Befehl nicht mehr aktualisiert, 
wenn man z. B. den Radius verdoppelt. Alle 
anderen vom Radius abhängenden 
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Resultate auf den Seiten 1.2 und 1.3 werden 
hingegen mit dem neuen Wert aktualisiert. 


 
Wählt man unter  
1: Aktionen 5: Alle deaktivieren, 
so entsteht auf Seite 1.2 die nebenstehende 
Ansicht. 
Ändert man jetzt z. B. den Wert der 
Variablen r  von r = 6 cm auf r = 12 cm, so 
hat das keine Auswirkungen auf die anderen 
Ergebnisse. 
 
Mit 1: Aktionen 7: Alle aktivieren kann man 
den Schritt Alle deaktivieren wieder 
rückgängig machen.  
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Bemerkungen zu didaktischen Aspekten des Einsatzes von 
Notes 
 
Im Folgenden stellen wir einige Beispiele für die Erstellung und Verwendung von 
Notes-Dokumenten und Vorschläge für deren didaktischen Einsatz im Unterricht vor. 
 
Beispiel 1:  
Tangenten an den Graphen einer Funktion durch einen beliebigen Punkt 
 
Eine Standard-Aufgabe, die in der Oberstufe auch ohne Hilfsmittel beherrscht 
werden sollte, ist die Bestimmung der Gleichung einer Tangente an den Graphen 
einer Funktion an einer vorgegebenen Stelle, also durch einen vorgegebenen Punkt 
des Graphen.  
 


 
 
Komplizierter ist die Aufgabe, die Gleichung einer Tangente an den Graphen zu 
bestimmen, die durch einen gegebenen Punkt außerhalb des Graphen verlaufen soll.  
Bei einer ersten Betrachtung können bereits an der Funktion f(x)= x² + 1 Fragen der 
Existenz von Lösungen qualitativ diskutiert werden. Nutzt man die Graphs-
Applikation mit dem Befehl „Tangente“, stellt man zudem fest, dass selbst eine 
näherungsweise Bestimmung mit diesem Werkzeug schwierig ist, wenn der 
unbekannte Berührungspunkt im Bereich starker Krümmung des Graphen liegt. 
 


 
 
Es lohnt daher, nach einem analytischen Lösungsweg zu suchen. Dabei kann der 
Rückblick auf die genannte Standard-Aufgabe hilfreich sein:  
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Man beginnt mit dem Ansatz für eine Geradengleichung y = t(x) = mx + n. Die 
Parameter m und n sind zu bestimmen. Es müssen zwei Bedingungen erfüllt werden. 
Bei dem üblichen Lösungsweg wird m unabhängig von n zuerst bestimmt. Im 
Hinblick auf die beabsichtigte Verallgemeinerung ist es vorteilhaft, den Lösungsweg 
mit Hilfe eines Gleichungssystems darzustellen, welches sich aus den zu erfüllenden 
Bedingungen ergibt: 
 


Aufgabe Tangente an den Graphen von f an 
einer Stelle x0 


 


Bedingung 1 Die Tangente hat an der Stelle x0 
denselben Funktionswert wie die 
gegebene Funktion f. 


t(x0) = f(x0) 


Bedingung 2 Die Tangente hat an der Stelle x0 
denselben Anstieg wie die gegebene 
Funktion f. 


t’(x0) = f’(x0) 


 
Setzt man diesen Lösungsansatz mit Hilfe von Notes um, so wird das CAS zu einem 
effektiven Rechenwerkzeug für den jeweiligen Aufgabentyp ausgebaut. Dies ist zu 
empfehlen, wenn die Schülerinnen und Schüler noch keine Erfahrung im Umgang mit 
Notes haben. 
 


 
 
Die Schülerinnen und Schüler haben damit auch eine gute Möglichkeit der 
Selbstkontrolle zur Hand, wenn diese Aufgaben weiterhin ohne Hilfsmittel geübt 
werden müssen. 
Ein nahe liegendes Lernziel ist nun, dass die Schülerinnen und Schüler selbst einen 
ähnlichen Lösungsansatz in einer neuen (komplizierteren) Situation aufstellen 
können. Dazu soll die Tangentenaufgabe präzisiert werden: 
 
Gegeben sind eine Funktion f und ein Punkt P(xp; yp). Gesucht sind die Gleichungen 
aller Tangenten, die man von P aus an den Graphen von f legen kann, sowie die 
Koordinaten des jeweilige Berührungspunktes Q(xq; yq). 
 
Der Hinweis auf den gesuchten Berührungspunkt bzw. die gesuchten 
Berührungspunkte ist sinnvoll, da sonst nicht leicht ersichtlich ist, welches die 
unbekannten Größen sind. Es ergibt sich dann ein ähnlich strukturierter 
Lösungsansatz wie zuvor:  
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Aufgabe Tangente an den Graphen von f von 
einem Punkt P(xp; yp) aus legen.  
Q(xq; yq) ist der Berührpunkt. 


 


Bedingung 1 Tangente verläuft durch den Punkt P yp = t(xp) 


Bedingung 2 Tangente hat an der Stelle xq denselben 
Funktionswert wie f. 


t(xq) = f(xq) 


Bedingung 3 Tangente hat an der Stelle xq denselben 
Anstieg wie f. 


t’(xq) = f’(xq) 


 
Damit sind die Parameter m und n sowie die Stelle xp, an der sich Tangente und 
Graph berühren, zu bestimmen.  
Das kalkülmäßige Lösen eines nichtlinearen Gleichungssystems ist in der Regel kein 
Unterrichtsgegenstand, sodass hier der Einsatz des CAS angezeigt ist. 
 


 
 


 
 
Diese ausführliche Darstellung eines möglichen Unterrichtsgangs soll aufzeigen, 
dass das CAS eine intensive Auseinandersetzung der Schülerinnen und Schüler mit 
mathematischen Inhalten nicht ersetzen kann. Es sollte unbedingt gewürdigt werden, 
wie viel mathematisches Verständnis erforderlich ist, das richtige Gleichungssystem 
aufzustellen, speziell auch die in Worten formulierten Bedingungen in die Sprache 
der Mathematik zu übersetzen.  
Das Gleichungssystem (nichtlinear!) kann solve() meistens exakt lösen. Es ist 
unbedingt notwendig, die vom Rechner angezeigten Ergebnisse inhaltlich mit Blick 
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auf die Aufgabenstellung zu interpretieren. So muss eine schriftliche Darstellung der 
Lösung durch Schüler erkennen lassen: 
 


 die Ansatzfindung 
 die Umsetzung auf dem Rechner 
 die Interpretation des Ergebnisses. 


 
Doch damit ist dieses Beispiel noch nicht ausgeschöpft, der Einsatz von Notes ist 
bisher nicht über den eines Rechenwerkzeuges hinaus gekommen. 
Der erste Vorteil von Notes liegt aber schon auf der Hand:  
Problemlos können die Koordinaten des Punktes P und die betrachtete Funktion f 
geändert werden. Das Notes-Arbeitsblatt wird jeweils unmittelbar die neuen 
Lösungen anzeigen. So können die eingangs diskutierten unterschiedlichen 
Lösungsmannigfaltigkeiten nachvollzogen werden. Interaktives Arbeiten mit einer 
einzelnen Anwendung ermöglicht Entlastung von wiederholter Kalkülanwendung und 
gleichartigen Eingaben. 
Der zweite Vorteil besteht in der Möglichkeit der Verknüpfung von Notes mit anderen 
Applikationen. Konkret liegt die grafische Veranschaulichung der gefundenen 
Lösungen nahe.  
 
Verknüpft man die Koordinaten des Punktes P in der Graphs-Applikation mit den 
Variablen xp und yp, so kann man den Punkt durch Ziehen ändern und sogleich 
werden die Tangentengleichungen neu berechnet und sofort grafisch dargestellt. In 
dieser Situation ergeben sich allerdings meist einige technischen Schwierigkeiten bei 
der Erzeugung der fertigen Lösungsfunktionen aus den berechneten Ergebnissen 
des solve-Befehls, die im Anhang näher erläutert sind.  
Besonders elegante Umsetzungen eignen sich hingegen eher für vorbereitete 
Präsentationen, das CAS wird dann vorrangig als Lehrwerkzeug benutzt. 
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Beispiel 2:  
Definition des bestimmten Integrals durch Rechtecksummen 
 
Die Begriffe „Obersumme“, „Untersumme“ bzw. allgemein einer „Rechtecksumme“ 
werden anhand eines geeigneten Beispiels „klassisch“ eingeführt. In einem typischen 
Unterrichtsgang wird man vielleicht wie folgt beschrieben verfahren. 
Es soll die Fläche unter der Parabel y = f(x) = x² + 1 im Intervall [1; 4] durch Ober- 
oder Untersummen näherungsweise bestimmt werden. 
 


 
 


Für die Obersumme in diesem Beispiel gilt: − −


=


 = ⋅ + ⋅ + = ∑
3


24 1 4 1
3 3


k 1
rs( 3) ( 1 k ) 1 32 .  


Weitere Beispiele dieser Art führen zu der Erkenntnis, dass sich für die Berechnung 
einer Rechtecksumme zu einer Funktion f(x) im Intervall [a; b] Terme der Art 


n


k 1
x f( a k x )


=


∆ ⋅ + ⋅ ∆∑  ergeben. Dabei kann x∆  z. B. durch b a
nx −∆ =  oder n


b a
2


x −∆ =  


bestimmt werden. Im Regelfall sollten solche Summen für kleine n (n = 1, 2, 3) auch 
mit Papier und Bleistift berechnet oder abgeschätzt werden.  
 
Die notwendigen Berechnungen für größere n werden dann bes ser mithilfe eines 
interaktiven Notes-Arbeitsblattes ausgeführt. Der CAS-Rechner wird damit zunächst 
als komfortables Rechenwerkzeug verwendet. 
Dabei sollte zunächst eine möglichst einfache Realisierung angestrebt werden, die 
jeder Schüler rasch nachvollziehen und selbst eingeben kann, die aber so angelegt 
ist, dass sie rasch erweitert oder verändert werden kann. Die erarbeiteten Formeln 
können direkt in entsprechende Math-Boxes eingefügt werden.  
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Das Nachdenken über dieses Arbeitsblatt, interaktive Veränderungen der Einträge 
können das Verständnis für die zu erwerbenden Kenntnisse vertiefen. Der CAS-
Rechner wird damit eher auch zu einem Lernwerkzeug. 
 
Beispiele für Fragestellungen zur Vertiefung des Verständnisses: 
 


 Untersuchen Sie exemplarisch die Werte von rs(n) für größer werdende n. 
 Begründen Sie, dass die Darstellung im Bildschirmausdruck eine Obersumme 


beschreibt. 
 Erläutern Sie, weshalb rs(n) im obigen Beispiel für a = 1 und b = 4 eine 


Untersumme beschreibt, wenn k von 0 bis n-1 läuft. 
 Begründen Sie, dass rs(n) im obigen Beispiel für a = - 3 und b = - 2 eine 


Untersumme berechnet, wenn k von 1 bis n läuft. 
 Geben Sie einen Term für rs(n) an, der für f(x) = x² + 1 im Intervall [-20; - 10] 


eine Obersumme beschreibt. 
 Bringen Sie die Erkenntnisse aus den bisherigen Aufgaben in 


Zusammenhang mit der Monotonieeigenschaft der Funktion f im jeweils 
betrachteten Intervall. 


 Ändern Sie die Funktion f so ab, damit rs(n) eine Obersumme im Intervall  
 [0, 1] berechnet. Erklären Sie Ihr Vorgehen.  
 Beschreiben Sie verschiedene Möglichkeiten, das interaktive Arbeitsblatt zu 


ändern, um eine feinere Zerlegung des Intervalls [0; 1] zu realisieren. 
 Treffen Sie eine Vorhersage für den Wert von rs(n) mit f(x) = sin(x) im 


Intervall  2;0  und überprüfen Sie Ihre Prognose für verschiedene Werte 


von n mit dem CAS. 
 
Verwendet man das Notes-Dokument didakt_1.tns zur Berechnung und gleichzeitig 
zur grafischen Darstellung der Rechtecksummen, so ist der Einsatz des CAS-
Rechners eher als Lehrwerkzeug anzusehen. 
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Das in diesem Arbeitsblatt implementierte Programm rechtecksumme() 
veranschaulicht Rechtecksummen als spezielle Streudiagramme. Da 
Programmierung i. A. nicht Gegenstand des Mathematikunterrichts ist, wird man den 
Schülern dieses Notes-Arbeitsblatt in der Regel als fertige Datei zur Verfügung 
stellen oder es zu Demonstrationszwecken nutzen. 
Hinweise zur Erstellung dieser Notes-Applikation finden Sie im Anhang. 
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Beispiel 3:  
Notes – Dokument mit der Vorlage „Frage&Antwort“ nutzen 
 
Es gibt Unterrichtssituationen, bei denen der Lerngruppe rasch eine 
Aufgabenstellung präsentiert werden soll. Dazu lässt sich sehr gut die Vorlage 
„Frage&Antwort“ unter Notes nutzen. Man kann sowohl die Aufgabenstellung als 
auch die Antwort eingeben, aber die Antwort zunächst „verbergen“. Die Schüler 
können sich also zunächst selbstständig mit der Aufgabenlösung befassen und dann 
z. B. zur Selbstkontrolle die vorgegebene Lösung interpretieren. 
Öffnen Sie ein Notes-Dokument und wählen Sie unter „Vorlagen“ das 
„Frage&Antwort-Menü“ aus. 
 


 
 
Geben Sie im Frageteil die Aufgabenstellung ein oder kopieren Sie diese aus einem 
anderen Dokument und fügen Sie den Text mit ein. Der Text kann gestaltet werden 
z. B. durch verschiedene Schriftarten und Schriftgrößen, Hoch- und Tiefstellungen, 
Farben usw.; arbeiten Sie dazu am besten am PC. 
 


 
 
Im Antwortteil können Sie die Lösung generieren. Im Unterricht kann die Lösung 
zunächst ausgeblendet werden, klicken Sie dazu auf den Button am rechten Rand. 
Die Schüler können nun den TI-Nspire™ als Rechenwerkzeug nutzen, um eine 
Lösung zu erarbeiten. Die Verwendung von Notes hat den Vorteil, dass sich rasch 
Korrekturen, z. B. bei falsch eingegebenen Koordinaten vornehmen lassen, ohne 
dass die gesamte Rechnung wiederholt werden muss. 
Für eine Besprechung der Aufgaben kann dann ggf. auch die vom Lehrer 
vorbereitete Musterlösung aus dem Antwortteil wieder eingeblendet werden. Sie 
kann mit Kommentaren versehen werden und außerdem die wichtigsten 
Rechenschritte enthalten. Der Lehrer nutzt Notes in diesem Fall vor allem als 
Lehrwerkzeug. 
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Es ist auch möglich, solche Texte aus vorhandenen Dokumenten zu kopieren und in 
das Notesdokument einzufügen. Im folgenden Beispiel wurde eine Aufgabe eines 
hilfsmittelfreien Tests aus der CD kopiert, die dem Oberstufenlehrbuch des 
Dudenverlags beiliegt und mit Lösung in das Notesdokument eingefügt. Hier kann 
der CAS-Rechner auch als Lernwerkzeug betrachtet werden, wenn der Schüler 
bewusst die vorgegebene Antwort erst zur Kontrolle einer selbst gefundenen Lösung 
einsetzt. 
 


 
Quelle: Lehrbuch „Analytische Geometrie“, Duden-Paetec - Verlag, Berlin 2007, S. 107 
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Beispiel 4 
Trigonometrische Berechnungen und Konstruktion   
 
Anwendungen zu den Kongruenzsätzen als auch die Berechnung fehlender Stücke 
in beliebigen Dreiecken gehören zum Inhalt des Geometrieunterrichts der 
Sekundarstufe I. 
Man kann diese Notes-Applikation z. B. in den Unterricht integrieren, indem man ein 
Beispiel gemeinsam mit den Schülern erarbeitet und anschließend die Konstruktion 
und die Berechnung nach den weiteren Kongruenzsätzen in Gruppenarbeit auf die 
Klasse verteilt. 
Es empfiehlt sich, die Erstellung umfangreicherer geometrischer Konstruktionen am 
PC vorzunehmen und sie dann auf das Handheld zu überspielen. 
An dieser Stelle wird der TI-Nspire™ vor allem als Lernwerkzeug eingesetzt, da die 
Schüler in der Gruppe einerseits den Umgang mit einer dynamischen 
Geometriesoftware erlernen und andererseits die Kongruenzsätze zur Berechnung 
anwenden. 
Ist die Datei erstellt, können die Schüler nun den TI-Nspire™ als Rechenwerkzeug 
nutzen, um weitere Aufgaben zu bearbeiten. Gleichzeitig kann die Datei gut zur 
Kontrolle von Lösungen eingesetzt werden. 
 
Im Screenshot sehen Sie die fertige Seite: Links werden die gegebenen Stücke s1, s2 
und w3 definiert, die fehlenden Dreiecksstücke werden dann durch zweimalige 
Anwendung des Kosinussatzes sowie der Beziehung über die Winkelsumme im 
Dreieck berechnet. 
 


 
 
Die Konstruktion im rechten Teilfenster, die auch zur Kontrolle von Berechnungen 
genutzt werden kann, wird im Anhang erklärt. 
Sind alle Kongruenzsätze implementiert, so lassen sich auch die problematischen 
Fälle gut verdeutlichen und diskutieren. 
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Newton-Verfahren  
 
Das numerische Newton-Verfahren zur Berechnung der Nullstellen von Funktionen 
ist eines der wenigen iterativen Verfahren, die noch im Rahmenlehrplan der 
Gymnasialen Oberstufe enthalten sind.  
Es stellt eine sehr schöne Anwendung für die Benutzung der Tangentengleichung 
dar. Wird ein Anfangspunkt in der Nähe der Nullstelle gewählt, so ergibt die Nullstelle 
der Tangente an den Graphen in diesem Anfangspunkt den nächsten Näherungswert 
an die Nullstelle. Das Verfahren setzt man solange fort, bis der neue Wert sich vom 
alten kaum noch unterscheidet. 
 
Mit den Programmiermöglichkeiten des TI-Nspire™ kann dieser Annährungsprozess 
anschaulich simuliert werden. Man erkennt im Bild sehr schön, wie schnell sich die 
Nullstellen der Tangenten der Nullstelle der Funktion annähern, meist reicht eine 
geringe Tiefe der Iteration schon aus. 
 


 
 
Die notwendigen Kenntnisse zum Erstellen des Programms sind nicht sehr 
umfangreich und somit kann diese Applikation wenigstens von Schülerinnen und 
Schüler eines Leistungskurses, die oft auch noch einen Informatikkurs besuchen, 
selbst erstellt werden. 
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Auf einer Calculator-Seite wird das Menü Funktionen und Programme ausgewählt 
und ein neues Programm erstellt.  
Es soll der Polygonzug beginnend mit dem Anfangspunkt in zwei Listen (eine  
x-Wertliste und eine y-Wertliste) gespeichert werden, zusätzlich noch die 
Nullstellenliste. 
Lokale Variable können definiert werden. Der Ableitungsbefehl steht hier auch zur 
Verfügung. Zuerst werden die Nullstellenliste und Liste für die Koordinaten mit den 
Anfangswerten belegt.  
Jetzt wird je nach Tiefe der Iteration (Wert von n) das Newton-Verfahren mehrfach 
angewendet. Die Koordinaten des neuen Punktes für die Tangente und die 
Koordinaten des neuen Schnittpunktes der Tangente mit der x-Achse werden mit 
dem Augment-Befehl der alten Liste angehängt. 
Nachdem das Programm getestet und abgespeichert wurde, wird es auf der ersten 
Notes-Seite aufgerufen. Bei jeder Änderung eines Parameters wird das Programm 
automatisch neu ausgeführt und die drei Listen werden erzeugt. Der Polygonzug wird 
als Streudiagramm im Graphik-Fenster angezeigt. 
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Haben die Schüler diese kleine Applikation auf ihrem Rechner, so können sie 
unterschiedliche Aufgabenstellungen bearbeiten. 
 


• Geben Sie für jede Nullstelle einen Startwert an, mit dem das Newton-
Verfahren die drei Nullstellen findet. 


• Geben Sie Startintervalle für jede Nullstelle an. 
• Gibt es Startwerte, von denen aus das Newton-Verfahren nicht konvergiert? 


 
Unter der Vielfalt der Befehle des TI-Nspire™ CAS gibt es den nSolve-Befehl, einen 
Befehl zum numerischen Berechnen einer Lösung der gegebenen Gleichung. Dieser 
kann durch die Angabe eines Startwerts oder durch die Angabe eines Suchintervalls 
auf eine Nullstelle hin geführt werden.  
nSolve  (f(x)   0, x   a)
nsolve (f(x)   0, x)| a    x    b 


= =
= < <


 


 
Zum Experimentieren mit diesem Befehl sind diese beiden Befehlstrukturen auf der 
Notes-Seite mit angegeben.  
 


• Untersuchen Sie, welche Nullstelle der Befehl berechnet, wenn mehrere 
Nullstellen im Suchintervall liegen. 


 
• Der nSolve-Befehl des TI-Nspire™ CAS berechnet Nullstellen auch 


numerisch. Untersuchen Sie, ob der nSolve-Befehl auf dem Newton-
Verfahren beruht. Verwenden Sie auch die Startwerte, bei denen das 
Newton-Verfahren versagt.  


 
• Bestimmen Sie jeweils die Nullstellen der folgenden Funktionen mit Hilfe des 


Newton-Verfahrens auf vier Dezimalstellen genau. 
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4 3


4 3


2x


(f x ) x x 4
g( x ) 2x x x 1
h( x ) 3x 2e−


= − −


= − + −


= −


  


• Betrachten Sie auch die beiden folgenden Funktionen und versuchen Sie,  
mit dem Newton-Verfahren und dem Startwert x0 die Nullstellen zu finden. 


3 2
0


3 2
0


3 19 25 1(f x ) x x x x 1
8 8 8 8
1 1g( x ) x x 2x x 1
3 2


= − + − =


= + − = −


Normalen und Abstand Punkt – Graph einer Funktion 


Folgende Aufgabe kann ergänzend zu der Tangentenaufgabe im Abschnitt 
„Bemerkungen zu einigen didaktischen Aspekten des Einsatzes von NOTES“ gestellt 
werden. Einerseits als Vertiefung, andererseits als ein lohnendes Beispiel für eine 
Aufgabe aus dem Bereich der Analysis mit verschiedene Lösungswegen, bei der 
zugleich geometrische Ideen angewendet werden. 


Aufgabe:
Gegeben sind der Graph einer (differenzierbaren) Funktion y = f(x) und ein Punkt P, 
der nicht auf dem Graphen liegt.
Gesucht ist der (minimale) Abstand des Punktes vom Graphen und die Gleichung 
der Geraden durch P, entlang derer dieser Abstand gemessen wird. (Diese Gerade 
muss eine Normale an den Graphen sein!) Ferner soll der Schnittpunkt des Graphen 
mit dieser Geraden bestimmt werden.


Zur Lösung dieser Aufgabe können mindestens zwei verschiedene Ansätze verfolgt 
werden: 


1. Der Abstand von P zu einem beliebigen Punkt (x0, f(x0)) des Graphen wird als
Zielfunktion aufgestellt und in einer Extremwertaufgabe behandelt. 
(Finde das Minimum!)
Aus dem so bestimmten Wert x0 ermittelt man alle anderen gesuchten 
Größen.


2. Die Gleichung der gesuchten Geraden wird (analog zu der Aufgabe, bei der 
eine Tangente zu bestimmen ist) durch Lösen eines Gleichungssystems 
bestimmt. Dadurch erhält man auch die Koordinaten des Schnittpunktes und 
kann anschließend den gesuchten minimalen Abstand bestimmen.


Zur Umsetzung der zweiten Variante mit Hilfe eines CAS kann wiederum mit einem 
Ansatz g(x) = mx+n für die Gerade begonnen werden. Die drei Gleichungen, die 
erfüllt sein müssen, werden mit eq1, eq2, eq3 bezeichnet und das zugehörige 
Gleichungssystem {eq1, eq2, eq3} wird anschließend gelöst. Falls die Lösung lsg
eindeutig ist, können die Parameter im Ansatz mit Hilfe der Lösung substituiert 
werden: g(x)|lsg. Falls mehrere Lösungen vorliegen, so müsste von Hand eine 
Lösung ausgewählt werden. Ebenso kann in der allgemeinen Formel für den Abstand 
der beiden Punkte die gefundene Lösung eingesetzt werden.


f(x)
g(x)
h(x)


f(x)


g(x)
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Die Lösung gemäß der ersten Variante, bei der der Schnittpunkt als Lösung einer 
Extremwertaufgabe bestimmt wird, ist zum Vergleich im folgenden Screenshot 
angedeutet. Für die grafische Veranschaulichung wurde außer dem 
Funktionsgraphen und der berechneten Gerade auch noch eine Tangente 
gezeichnet. 
 


 
 
Als weiterführende Aufgabe könnte gestellt werden, das Gleichungssystem so 
umzuformen, dass nur noch eine einzige Gleichung (für x0) gelöst werden muss. 
Diese Idee wurde bei der Tangentenaufgabe ebenfalls schon behandelt. 
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Verwendung von Notes für den Beweis der Potenzregel 
 
Den Nachweis für die Ableitung von f(x) = xn ( Nn ) wird man für n = 2 auch im 
Zeitalter von CAS i. A. von Hand führen. Der rechnerische Aufwand für n > 2 wird 
aber rasch größer. Für allgemeines n können Schüler, die die Polynomdivision nicht 
mehr kennenlernen oder die das Beweisverfahren der vollständigen Induktion nicht 
beherrschen, den Nachweis nicht verstehen. 
Es bleibt natürlich unbenommen, den Grenzwert des Differenzenquotienten mit dem 
CAS zu ermitteln: 
 


 
 
Will man trotzdem die Umformung des Differenzenquotienten etwas durchschaubarer 
gestalten, bietet sich folgender Weg an, für den Notes gute Dienste leisten kann. 


Schreibt man den Differenzenquotienten in der Form 
0


0
s xx


)x(f)x(f
m






 , so ergibt 


sich für f(x) = xn: 
0


n
0


n


s xx
xx


m




 . 


Dieser Term lässt sich für alle natürlichen Zahlen n als Polynom schreiben. 


z. B. gilt wegen der binomischen Formel für n = 2, dass 
2 2


0
s 0


0


x xm x x
x x



  



 ist.  


Weitere Beispiele lassen sich mit dem CAS generieren: 
 


  
 
Man braucht nur für n andere Werte über den Schieberegler einzugeben und erhält 
sofort den ausgewerteten Term für den Differenzenquotienten. 
(Der Schieberegler wurde nach Teilung der Seite in der Geometry-Applikation 
eingefügt. Hier sollte unter den Einstellungen noch die Schrittweite auf „1“ eingestellt 
werden.) 
Das sich jeder der Brüche als ganzrationaler Term schreiben lässt, ist schon 
erstaunlich und verdient die Aufmerksamkeit der Schüler. 


Verwendung von Notes für den Beweis der Potenzregel
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Für jeden dieser Spezialfälle kann man den Grenzübergang für 0x x→  auch im Kopf 
nachvollziehen und erhält die Ableitungen für diese Spezialfälle. 
Aufgaben zur Verallgemeinerung bieten sich an und so wird die TI-Nspire™ 
Technologie neben einem Rechenwerkzeug auch zu einem Lernwerkzeug. 
 


• Überprüfen Sie die Termumformungen auf dem Bildschirm durch Rechnung 
mit Papier und Bleistift über die Umkehroperation, bilden Sie also z. B. das 
Produkt 3 2 2 3


0 0 0 0( x x x x x x ) ( x x )+ ⋅ + ⋅ + ⋅ − und fassen Sie das Ergebnis 
weitgehend zusammen. 


• Wie lauten die Gleichungen der zugehörigen Ableitungsfunktionen?  
• Erkennen Sie ein Muster in diesen Termen? Geben Sie Prognosen für die 


Termumformungen für n = 6 (7, 8, …) an und überprüfen Sie diese 
Prognosen mit dem CAS.  


• Verallgemeinern Sie: Wie müsste die Termumformung für allgemeines n 
lauten: n n


0 0( x x ) :( x x ) ....− − = ? Überprüfen Sie die Termumformung durch 
„Rückwärtsarbeiten“, also durch die Anwendung der Umkehroperation. 


 
Prinzipiell ließen sich die Überlegungen auch durch Arbeiten in der Calculator-
Applikation unterstützen. Notes bietet (v. a. bei Verwendung des Schiebereglers) den 
Vorteil der schnelleren Veränderung der Darstellung. 
 


Der Einfluss der unteren Grenze auf die Integralfunktion  


Das bestimmte Integral ∫
o


u
dx)x(f  ist eine reelle Zahl, die von der Integrandenfunktion 


f und von der unteren Grenze u und der oberen Grenze o abhängt. Integrale mit 
fester unterer Grenze können als neue Funk tion aufgefasst werden. Diese neue 
Funktion Iu(x) wird als Integralfunktion von f zur unteren Grenze u bezeichnet. 
Durch das systematische Verändern der im Integral auftretenden unteren Grenze u, 
der oberen Grenze o und der Integrandenfunktion f kann man die bekannten 
Zusammenhänge für einfache Randfunktionen, insbesondere lineare Funktionen 
händisch erarbeiten. Bei weiteren Funktionen bietet sich dann z . B. die Nutzung 
eines interaktiven Notes-Arbeitsblattes als Lernwerkzeug an. 
So lassen sich bekannte Sachverhalte auf effektive Art erarbeiten: 
 


• Die Integralfunktion Iu(x) von f ist eine Stammfunktion von f. 
• Die Änderung der oberen Grenze verändert nur den Wert des bestimmten 


Integrals, nicht die Integralfunktion. 
• Eine Änderung der unteren Grenze entlang der y-Achse verschiebt den 


Graphen der Integralfunktion, d. h., alle Integralfunktionen einer Funktion f 
unterscheiden sich nur durch eine reelle Zahl c. 
 







Der Einfluss der unteren Grenze auf die Integralfunktion 
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Das Gesetz der großen Zahlen 
 
Laplace-Experimente, wie das Werfen von Würfeln und die Auswertung dieser 
Versuche, gehören mittlerweile zu den Unterrichtsthemen der Sekundarstufe I. Da es 
sich nur um eine Anwendung des Anteilsbegriffs handelt, absolute Häufigkeiten und 
relative Häufigkeiten sind zu betrachten, fällt dies den Schülern meist auch leicht.  
 
Dennoch ist der Übergang von einer relativen Häufigkeit eines Ereignisses zur 
Wahrscheinlichkeit ein Prozess, der den Schülern vermittelt werden muss.  
Praktische Versuche mit Würfeln und Nicht-Laplace-Versuche, wie das Werfen einer 
Reißnadel, werden im Unterricht durchgeführt. Tabellen werden kumuliert und dann 
gruppen- oder klassenweise zusammengestellt. Aus den Tabellen werden Graphiken 
erstellt und eine hohe Anzahl der Versuchsdurchführung rechtfertigt dann auch, den 
Ergebnissen eines Reißnadel-Wurfs Trefferwahrscheinlichkeiten zuzuordnen. 
 
Mit einem Computer oder einem CAS lassen sich die Laplace-Versuche simulieren. 
Die dafür notwendigen Befehle sind auch von jüngeren Schülern zu begreifen.  
Die Umsetzung in eine Graphik zeigt dann immer wieder für die Schüler 
überraschende Verläufe. 
Die Beobachtung, dass im Einzelfall bei 10 Würfen wieder keine Sechs dabei sein 
kann, gleicht sich bei höherer Anzahl von Versuchen immer aus. Das stückweise 
Fallen oder Steigen der Kurve verblüfft die Schüler immer wieder, ebenso die Vielfalt 
der Verläufe.  
Gut erkennbar ist aber immer das Angleichen der relativen Häufigkeit an den  
theoretischen Wert der Wahrscheinlichkeit.  
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Will man jetzt ein Laplace-Experiment mit einer Wahrscheinlichkeit mit 
n
1p   


simulieren, so reichen einige wenige Veränderungen auf der Notes-Seite aus. Der 
Screenshot sollte zur Verdeutlichung ausreichen. 
 


 
 
Zum Vergleich der Annäherung der relativen Häufigkeit an die Wahrscheinlichkeit bei 
großer Simulationszahlen im Vergleich zur relativen Häufigkeit bei einer kurzen 
Versuchsreihe ist im Folgenden zusätzlich die kumulierte relative Häufigkeit über fünf 
Versuche aufgetragen worden. Kurzfristige Abweichungen von der relativen 
Häufigkeit wirken sich immer weniger auf die langfristige Tendenz aus. 
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Wie werden auf einer Seite in der Tabellenkalkulation die Listen für die graphische 
Darstellung erzeugt? 
 
Beispielhaft wird die zweite Graphik erklärt: 
 


 
 
Für die Spalten anz und treffer wird der Folgenbefehl seq() verwendet, für die 
Spalten simula, cumtreffer und relh implementierte Listenbefehle. 
 
Die Liste anz sammelt die Zahlen von 1 bis simu, dem Wert, auf den der 
Schieberegler eingestellt wurde: 
 
Die Liste simula sammelt die Ergebnisse der Laplace-Simulation in Form von Zahlen 
von 1 bis n, der Anzahl der Elementarereignisse: 
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In der Liste treffer werden jetzt 1-er oder 0-er gesammelt, je nachdem, ob die Zahl 
bei der Simulation kleiner gleich dem Umfang e der Elementarereignisse war: 
 
Die Liste cumtreffer kumuliert die Liste treffer: 
 
In der Liste relh werden die relativen Häufigkeiten der kumulierten Trefferzahlen 
gesammelt. 
 


anz/cumtreffer:relh
)treffer(ssumcumulative:cumtreffer


)simu,1,k),0,1,e]k[simula(when(seq:treffer
)simu,n,1int(rand:simula


)simu,1,k,k(seq:anz


=
=


≤=
=


=


 


 
Auf der Graphik-Seite werden dann d ie beiden Listen anz und relh in einem 
Streudiagramm dargestellt. 
 
Für die dritte Graphik wurden 10er-Klassen gebildet und über diese jeweils die 
kumulierte Summe berechnet.  
Die Formeln sind der Abbildung zu entnehmen.  
 
Die Spalten anz10 und relh10 werden wieder für ein Streudiagramm verwendet. 
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Eine Alternative zum oben dargestellten  Vorgehen ergibt sich, wenn man die 
verwendeten Listen sich schrittweise aufbauen lässt, dadurch wird das Vorgehen 
noch realitätsnäher. (Idee von Benno Grabinger) 
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Pi- Bestimmung  


Bei der Nutzung eines CAS bietet es sich im Rahmen der Geometrie der 
ausgehenden Mittelstufe an, die Kreiszahl näherungsweise zu bestimmen. Im 
Folgenden werden dazu drei (bekannte) Methoden vorgestellt und mithilfe der Notes-
Applikation mit neuem Leben gefüllt. 


Die Streifenmethode 


Die Streifenmethode beruht auf der numerischen Integration der 
Einheitsviertelkreisfläche. Das bedeutet also, man identifiziert im Unterricht zunächst 
die Frage nach einer numerischen Näherung für die Kreiszahl mit der Frage nach 
dem Flächeninhalt des Einheitskreises. Es ist leicht einzusehen, dass eine 
Annäherung der Einheitsviertelkreisfläche ausreicht. In bekannter Weise werden nun 
Rechtecke gleicher Breite in die gesuchte Fläche ein- und umbeschrieben.  


 


Ausgefüllt gezeichnet sind die Streifen der Untersummen, blau umrandet diejenigen 
der Obersumme. 


In einer Notes-Applikation lassen sich nun die Summen us(n) der unteren bzw. os(n) 
der oberen Rechteckflächen entwickeln. 


Zusätzlich lässt sich der Unterschied delta(n) zwischen diesen thematisieren und 
untersuchen. 


Eine Variation der Streifenanzahl ermöglicht forschend-entdeckendes Arbeiten. 
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Abwandlung: Beschreibung der Kreislinie als Funktionsgraph. (Integration) 


Die Linie des Einheitsviertelkreises lässt sich auch als Graph einer Funktion 
beschreiben. Damit kann man die Terme der Rechteckssummen anders formulieren: 
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Nun kann man aber auch andere Funktionsterme definieren: 
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Die Monte Carlo Methode4 


Wie hängt der Flächeninhalt eines Kreises mit dem Radius zusammen?  


Mithilfe der sogenannten ’Monte Carlo-Methode’ kann man diesen Zusammenhang 
entdecken. Einem Vierteleinheitskreis wird ein Quadrat umbeschrieben. Auf dieses 
Quadrat falle ein „Regen“ von n – zunächst 20 - Zufallspunkten, von denen k 
innerhalb des Viertelkreises liegen. Über das Verhältnis aus der Anzahl der Punkte 
innerhalb des Viertelkreises zur Gesamtpunktzahl gewinnt man einen 
Näherungswert für die Kreiszahl. Die so gewonnenen Punkte lassen sich einfach 
mithilfe eines Data&Statistic-Plots oder eines Streuplots in einer Grafik 
veranschaulichen. Das Auszählen erfolgt zunächst ohne Rechneranweisung. 


  


Tragen Sie die Versuchsergebnisse von mindestens sieben Durchführungen in der 
Tabelle zusammen. (Jede neue Durchführung kann in Lists&Spreadsheet mit /R 
initiiert werden.) 


                                                 
4
 Vgl. Calimero Band 7 Arbeitsmaterialien, S. 36 
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Bestimmen Sie aus dem Verhältnis 
ges


ges


n


k
aller Treffer kges im Inneren des 


Viertelkreises zur Gesamtzahl der Schüsse nges eine Näherungsformel für den 


Flächeninhalt A eines Kreises in Abhängigkeit vom Kreisradius. 


k        


n        


Möchte man aber nicht nur 20, sondern weitaus mehr Regentropfen fallen lassen, ist 
Notes sehr hilfreich. Man zählt die innen liegenden Punkte mit Hilfe der Funktion 
countif().  


 
 
Löscht man alle Kommentare und blendet die Ausgabe der Math-Boxes mit /b 
Attribute des math. Felds aus, dann kann man dieses Experiment sogar auf dem 
Bildschirm des Handhelds präsentieren. 


 


 







Zufallszahlen einer beliebigen diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung 
 


   


© Texas Instruments 2012           41 


 


Zufallszahlen einer beliebigen diskreten 
Wahrscheinlichkeitsverteilung 


 
Bei einer praxisnahen Einführung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung wird man sich 
von Anfang an nicht auf Laplace-Experimente beschränken, sondern auch 
Zufallsexperimente mit nicht gleich verteilten Wahrscheinlichkeiten betrachten. 
Beliebte Beispiele sind etwa das Werfen eines Lego-Steins, einer Reißzwecke oder 
von Riemer-Würfeln. Die praktische Durchführung einer solchen Versuchsreihe im 
Unterricht kann anschaulich und recht effektiv relative Häufigkeiten liefern, die als 
Schätzwerte für a priori nicht berechenbarer Wahrscheinlichkeiten dienen können. 
Allerdings ist es kaum möglich, solche Versuchsreihen mit einer großen Anzahl 
Wiederholungen mehrfach durchzuführen. Während Laplace-Experimente durch die 
Verwendung ganzzahliger Zufallszahlen mittels des Befehls randint() leicht simuliert 
werden können und der Befehl randbin() Zufallszahlen für die Simlationen von 
Bernoulli-Ketten bereitstellt, scheinen geeignete Möglichkeiten der Simulation 
allgemeiner Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu fehlen. Dies hat zur Folge, dass die 
Simulation von Nicht-Laplace-Experimente seltener erfolgt, wodurch wertvolle 
Zugangsmöglichkeiten zum Verständnis der Theorie sowie 
Interpretationsmöglichkeiten der erwähnten Schätzungen fehlen bzw. auf den 
weiterführenden Unterricht verschoben werden. 
Es ist relativ leicht möglich, eine diskrete Zufallsgröße mit den Werten 1, 2, …, n zu 
simulieren, die zu einer beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilung P(1)=p1, …, P(n)=pn 
gehört. Dazu werden die Werte p1, …, pn in einer Liste, die hier mit pdf bezeichnet 
wird, vorgegeben. Die Summe aller Einzelwahrscheinlichkeiten muss gleich eins 
sein. Die kumulierte Summe dieser Liste, im Beispiel mit cdf bezeichnet, ist die 
zugehörige kumulative Wahrscheinlichkeitsverteilung, auch Verteilungsfunktion 
genannt. Die Werte dieser Liste teilen das Intervall [0,1] in n Teilintervalle, deren 
Längen den Einzelwahrscheinlichkeiten p1, ..., pn entsprechen. Eine in [0,1] 
gleichverteilte (Pseudo-)Zufallszahl, wie sie der Befehl rand() liefert, liegt in einem 
solchen Teilintervall mit der Wahrscheinlichkeit, die genau der Intervallänge 
entspricht. Folglich ist die Nummer des Teilintervalls, in dem sich eine durch rand() 
erzeugte Zufallszahl befindet, eine Zufallszahl gemäß der Verteilung P. Dieses 
„Auszählen“ der Intervallnummer leistet die hier mit zfz() bezeichnete Funktion mit 
Hilfe des Befehls countif(). 
Die grafische Darstellung der Ergebnisse erfolgt über die Data&Statistics -
Applikation. Die Liste sim wird auf die x-Achse gelegt. Durch kategorisches x 
erzwingen (Menü Plot-Eigenschaften) und weitere Vervollkommnung der 
Darstellung erzeugt man das abgebildete Balkendiagramm. 
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Für den Einsatz im Unterricht sind folgende Anwendungsmöglichkeiten denkbar: 
Im Anfangsunterricht zur Wahrscheinlichkeitstheorie kann die Funktion zfz() als 
Black-Box genutzt werden, um zuvor praktisch durchgeführte Zufallsexperimente zu 
simulieren. Daraus ergeben sich Fragen hinsichtlich der Zuverlässigkeit der 
Schätzung von Wahrscheinlichkeiten durch relative Häufigkeiten. Dabei können die 
verwendeten Wahrscheinlichkeiten für die Simulation und die Anzahl der 
Wiederholungen leicht geändert werden. 
Im fortgeschrittenen Unterricht, wenn der Begriff der Wahrscheinlichkeitsverteilung 
eingeführt ist und zum Beispiel für die Binomialverteilung auch die kumulierte 
Wahrscheinlichkeitsverteilung thematisiert wird, kann mit Hilfe der vorliegenden  
Funktion eine vertiefende Diskussion dieses Begriffes erfolgen. Es sollte einsichtig 
werden, dass zu jeder beliebigen diskreten und endlichen 
Wahrscheinlichkeitsverteilung die kumulierte Verteilung existiert und sinnvoll 
anwendbar ist. 
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Verwendung von Notes bei Testverfahren in der Stochastik 
 
Hier werden einige Beispiele für die Verwendung von kleinen Notes-Dokumenten in 
der Stochastik vorgestellt. Solche nur wenige Zeilen umfassende Anwendungen 
können vom Nutzer rasch selbst erstellt werden und erleichtern die Arbeit ungemein. 
Das wird hier an Problemstellungen im Umfeld von Alternativ- bzw. Signifikanztests 
exemplarisch vorgestellt. 
 
1. Bestimmung des Ablehnungsbereiches bei Alternativtests 
 
Wenn p0 > p1 ist, wird man p0 irrtümlich 
ablehnen (und damit p1 annehmen), falls 
bei der Stichprobe zufällig nur wenige 
Treffer erzielt werden, obwohl eigentlich 
doch recht viele Treffer zu erwarten sind. 
  
Der Ablehnungsbereich liegt links:  
Ā = {0, go} 
 


 
 
Wenn p0 < p1 ist, wird man p0 irrtümlich 
ablehnen (und damit p1 annehmen), falls 
bei der Stichprobe zufällig sehr viele 
Treffer erzielt werden, obwohl eher nicht 
so viele Treffer zu erwarten sind.  
 
Der Ablehnungsbereich liegt rechts: 
Ā = {gu, n} 
 


 


 
 
Hinweis:  
Mit dem Schieberegler verändert man die Grenze gu bzw. go des 
Ablehnungsbereichs, bis die vorgegebene Irrtumswahrscheinlichkeit α erreicht oder 
erstmals unterschritten wird. 
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2. Wahrscheinlichkeiten der Fehler 1. und 2. Art beim linksseitigen 


Alternativtest bestimmen 
 
 
Um die Wahrscheinlichkeiten der Fehler 
1. Art bzw. 2. Art zu bestimmen und ihre 
gegenseitige Abhängigkeit zu 
untersuchen, lässt sich nebenstehendes 
Notes-Dokument nutzen. 
 


 
Hinweis:  
Sinngemäß kann man ein Notes – Dokument zur Ermittlung der 
Wahrscheinlichkeiten für die Fehler 1. Art und 2. Art beim rechtsseitigen 
Alternativtest erstellen. 
Dieselben Notes-Dokumente lassen sich bei analogen Fragestellungen zu 
entsprechenden Signifikanztests verwenden.  
 


 
3. Bestimmung des Ablehnungsbereichs beim zweiseitigen Signifikanztest 


 
Ist bei einem zweiseitigen Signifikanztest 
die Irrtumswahrscheinlichkeit gegeben 
und hat man sich klargemacht, welche 
Wahrscheinlichkeit für die Nullhypothese 
zu wählen ist, kann auf ähnlichem Wege 
wie oben der Ablehnungsbereich durch 
systematisches Probieren über den 
Schieberegler ermittelt werden.  


 


 
 
4. Hinweise: 
 Der Schieberegler kann auf der Geometrieseite angelegt werden. Das 


Seitenlayout muss dann entsprechend gewählt werden, um beide Applikationen 
auf ein und demselben Bildschirm zu sehen. 


 Die Einstellungen für den Schieberegler müssen von Hand vorgenommen und 
insbesondere bei Veränderung des Stichprobenumfangs n angepasst werden.  
(Minimum bei 0, Maximum beim aktuellen Wert von n, Schrittweite 1) 


 Für jede der oben dargestellten Seiten des TI-Nspire™ – Dokuments sollte ein 
separates Dokument oder Problem angelegt werden, damit es nicht zur 
Überschneidung von Variablen kommt. 
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Liegt der Punkt im Dreieck? 


In der Analytischen Geometrie stellt sich häufig die Frage, ob ein gegebener Punkt in 
einem Dreieck liegt. 
Zusätzlich zu theoretischen Überlegungen können Schülerinnen und Schüler 
selbstständig durch einfaches Experimentieren die notwendigen Bedingungen 
erforschen. Fragen können am Ende die Erkenntnis reflektieren.5 
Setzt man an der Schule den TI-Navigator™ ein, lässt sich am Ende der 
Schülerarbeit durch eine Abfrage (Quickpoll) der Erkenntnisstand aller Schüler 
abrufen und auswerten. 


Die vorliegende Datei ist für die Hand des Schülers gedacht und so angelegt, dass 
alle notwendigen Untersuchungen mit dem Handheld ausgeführt werden können. 
Der Schüler kann sich das Wissen selbst erarbeiten; er verwendet den Handheld als 
Lernwerkzeug. 
Die Problemstellung wird der Einfachheit halber in der Ebene betrachtet, kann aber 
auf den Raum übertragen werden. 
Die Auseinandersetzung mit den Inhalten des Dokumentes soll den Schüler zu der 
Erkenntnis führen, dass ein Punkt P im Dreieck ABC liegt, wenn die Gleichung 


OP OA r AB s AC    OP OA r AB s ACOP OA r AB s AC    OP OA r AB s AC  durch die Einschränkungen der Parameter r und s mit 


r,s 0 und r s 1   erfüllt wird.  


Zur Sicherung des Ausgangsniveaus 
wird zu Beginn eine Erläuterung der 
Ebenengleichung verlangt.
 


 
 


Das Dokument ist interaktiv: Freie 
Punkte im unteren Fenster können frei 
bewegt werden. 
 
Als Einstieg soll der Schüler den Vektor 


x


y


 
 
 


 als möglichen Ortsvektor des 


Punktes P identifizieren und die Rolle 


der Parameter r und s erläutern.  


Um die Bedeutung der Summe r + s herauszuarbeiten, wird der Punkt P zuerst an 
die Dreiecksseite BC gebunden. In den weiteren Untersuchungen ist P ein freier 
Punkt. 


                                                 
5
 Hierzu ist der Einsatz der TI-Nspire™- Lehrersoftware notwendig 
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Der Punkt P ist auf der Seite BC 
gebunden.  
 
Der Schüler kann hier, besonders 
durch die Extremlagen B bzw. C, zur 
Vermutung r + s = 1 gelangen. 
 
Die Berechnung von r und s ist aus 
didaktischen Gründen auf die letzte 
Seite ausgelagert.  


 
Der Punkt P ist frei in der Ebene 
beweglich. 
 
Die Analyse der Werte für r und s 
sowie deren Summe ermöglicht dem 
Schüler bei Veränderungen der Lage 
der Punkte, eine Erkenntnis zu finden. 
 
Die Berechnung von r und s ist 
wiederum aus didaktischen Gründen 
auf die letzte Seite ausgelagert. 


 


 
Zur Reflexion können Fragen 
implementiert werden.6 


 


 


 
 
Bei Verwendung des TI-Navigators™ lassen sich die Schülerdaten durch eine 
Umfrage sehr schnell einsammeln und auswerten.  
Um das Dokument mit dem Navigator für Umfragen zu nutzen, sind z. B. 
Schnellumfrage zu wählen und die Frageeigenschaften festzulegen.  
 


                                                 
6
 Hierzu ist der Einsatz der TI-Nspire™- Lehrersoftware notwendig 







Liegt der Punkt im Dreieck? 
 


   


© Texas Instruments 2012           47 


  


 
 


 
 
Danach ist auf einen Blick erkennbar, ob alle Schüler ihre Antworten abgegeben 


haben. 
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Hinweise zur Erstellung der Datei befinden sich im Anhang. 


 


Kubische Splinefunktionen 
 
Zum Einstieg in die Thematik der kubischen Splinefunktionen, die mit Hilfe eines 
CAS sehr effektiv und anschaulich behandelt werden kann, empfiehlt es sich, 
zunächst nur eine einzelne Splinefunktion zu konstruieren und an diesem Beispiel 
die Idee des glatten Übergangs (auch: „knickfreier Anschluss“) zu erarbeiten. 
 


Aufgabe:  
Zwei Halbgeraden mit den Gleichungen y = g1(x)|x < a und y = g2(x)|x > b  
sollen durch eine kubische Splinefunktion, die auf dem Intervall [a, b] definiert ist, 
glatt verbunden werden.  


 
Das bedeutet: An den Stellen a und b stimmen jeweils die Funktionen und deren 
erste Ableitungen überein. In dieser Situation werden die zweiten Ableitungen nicht 
betrachtet, da für den Rand die Anstiege vorgegeben werden (sogenannter 
„eingespannter Rand“) und es keine Übergänge zwischen mehreren 
Splinefunktionen gibt, für die auch Krümmungsgleichheit zu fordern wäre („ruckfreier 
Anschluss“). 
 
Für die Splinefunktion f wird als Ansatz eine allgemeine Funktion 3. Grades gewählt. 
Es sind vier Gleichungen aufzustellen, je zwei für die Ränder a und b des Intervalls. 
Das entstehende Gleichungssystem ist immer linear und kann problemlos mit solve() 
oder linSolve() gelöst werden. Durch Einsetzen der Lösung in den Ansatz erhält 
man die gesuchte Funktion. Erst für die grafische Darstellung werden die 
Definitionsbereiche der Funktionen eingeschränkt. Für die Rechnung empfiehlt sich 
dies nicht, da sonst die Ableitungen an den Rändern nicht definiert sind. 
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Die Anwendung von Notes gekoppelt mit einer Graphs-Applikation gestattet eine 
mehrfache Änderung der vorgegebenen Geraden bzw. des betrachteten Intervalls 
und die unmittelbare Visualisierung der Ergebnisse. Es ist für einige Schülerinnen 
und Schüler sicherlich überraschend, dass die Splinefunktion stets einen „optimalen“ 
Anschluss gewährleistet. 
Folgende Fragen bieten sich an, wenn man eine weiterführende explorative und 
verständnisorientierte Beschäftigung mit der Thematik herausfordern möchte, die 
durch die vorliegende Applikation unmittelbar unterstützt wird: 
 


Aufgabe: 
Finde spezielle Geraden g1 und g2 und Intervalle [a, b], sodass die Splinefunktion f  


a) eine Gerade 
b) eine quadratische Parabel beschreibt. 


 


 
Die folgenden drei Bilder zeigen solche Beispiele.  
 
Mögliche Lösungen für diese Aufgabe jeweils im Intervall [-1, 3]: 
 
zu a) g1(x) = g2(x) = 2x - 1 (beliebige Gerade),  
 
zu b) Etwa g1(x) = -2x + 1 und g2(x) = 2x - 3 – mit Spiegelsymmetrie bzgl. der 
Intervallmitte, wo dann der Scheitelpunkt der Parabel liegt, oder auch 
g1(x) = -2x + 1 und g2(x) = x - 2 für einen nicht symmetrisches Beispiel.  
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In einem nächsten Schritt können die Geraden durch (beliebige) andere Funktionen 
ersetzt werden, insbesondere auch durch kubische Funktionen. So kann zu dem 
allgemeineren Fall der Interpolation über mehrere Intervalle durch miteinander 
verbundene kubische Splinefunktionen übergeleitet werden. Die vorgestellte Notes-
Applikation muss dazu nur unwesentlich erweitert werden. Es ist aber auch möglich, 
eine etwas andere Modellierung zu wählen, die besser auf die Lösung größerer 
Gleichungssysteme zugeschnitten ist, wie das folgende Beispiel vorschlägt. 
 
Interpolation durch kubische Splines 
 


Aufgabe: 
Ein Designer konstruiert in freier 
Skizze eine Vasenform oder stellt 
erst ein reales Modell her. Für die 
computergestützte Fertigung (CAD) 
soll die Form durch eine geeignete 
Kurve beschrieben werden. 


 
 
Diese Aufgabe stammt von Henning Körner. Ein möglicher Unterrichtsgang ist in den 
TI-Nachrichten 1/09 dokumentiert. 
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Vier Punkte werden ausgelesen:  A B C D 
x-Koord. 0 5 7 9,5 


y-Koord. 1,6 2,75 1,4 2,4 


 
Man definiert vier Punkte A, B, C und 
D, blendet die Koordinaten ein und 
weist über die Option ‚Speichern‘ den 
Koordinaten Namen zu (hier xa, ya, …). 


 
 
Die vier Punkte sollen jeweils krümmungsruckfrei miteinander verbunden werden, 
zusätzlich werden die Krümmungen am linken und rechten Rand null gesetzt. 
Tabellarisch ergibt sich damit für die konkrete Situation: 
 


 erstes Intervall zweites Intervall drittes Intervall 


Verlauf des Graphen 
durch die Punkte 


f1(0) = 1,6   


f1(5) = 2,75   


 f2(5) = 2,75  


 f2(7) = 1,4  


  f3(7) = 1,4 


  f3(9,5) = 2,4 


Knickfreier 
Anschluss: 


f1´(5) = f2´(5)  


 f2´(7) = f3´(7) 


Ruckfreier 
Anschluss: 


f1´´(5) = f2´´(5)  


 f2´´(7) = f3´´(7) 


Die Krümmung an 
den Rändern ist Null 


f1´(0) = 0   


  f3´(9,5) = 0 


 
Es ergeben sich insgesamt 12 Bedingungen für drei Intervalle. Auf jedem Intervall 
kann man eine ganzrationale Funktion dritten Grades suchen, die diese 
Bedingungen erfüllt – kubische Splines. Mit Hilfe von Notes kann diese Suche 
automatisiert werden. Dabei werden in diesem Beispiel Matrizen zur Berechnung 
herangezogen. 
  







Kubische Splinefunktionen 
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Extremwertaufgabe – maximale Dreiecksfläche unter einer 
Kurve  
 


 
 
Eine typische innermathematische Extremwertaufgabe ist die Suche nach einem 
Dreieck mit maximalem Flächeninhalt unter einer Kurve, die fällt oder ein lokales 
Maximum aufweist.  
 


Wir gehen von der Funktion 
xaex)x(f   mit Ra  und a<0 aus. Das zu 


maximierende Dreieck hat als Eckpunkte den Ursprung, den Punkt P(x0, 0) mit  
x0 >0 und den Kurvenpunkt Q(x0, f(x0)). 
Gesucht wird derjenige Wert z für x0, für den die Dreiecksfläche maximal wird. 
Weiterhin gilt es herauszufinden, welcher Zusammenhang zwischen z und dem Wert 
des Parameters a besteht.  
 
Zur Veranschaulichung der Extremwertaufgabe dient die in der Abbildung gezeigte 
Anwendung Graphs der Datei extrem_1.tns, in der ein Parameterwert (-2 ≤ a ≤ -0.5) 
eingestellt werden kann. Durch Änderung des x0-Wertes mittels Schieberegler 
können nun der Wert z und die maximale Dreiecksfläche empirisch ermittelt werden. 
Für a = -1 ergibt sich zum Beispiel der maximale Flächeninhalt A = 0.2706706 u2 für 


2xz 0  .7  


Im Unterricht könnten alle Schüler eine vorbereitete tns-Datei mit der fertigen 
Graphs-Anwendung erhalten und gruppenweise für jeweils einen anderen Wert von a 
die Lösung empirisch ermitteln.  
Die Bestätigung der empirisch gewonnenen Ergebnisse erfolgt durch eine Rechnung 
in der Anwendung Notes. Der Vorteil gegenüber einer entsprechenden Rechnung im 
Calculator besteht darin, dass sich die Rechenergebnisse an sich ändernde a-Werte 
automatisch anpassen. Egal ob Calculator oder Notes, um den in der Graphs-
Anwendung eingestellten a-Wert in die Rechnung übernehmen zu können, muss die 
Rechnung zum selben Problem gehören wie die Graphs-Anwendung.  
Im Unterricht sollten in den Schülergruppen – je nach Lernfortschritt – die 
rechnerischen Lösungen im Calculator oder in Notes erfolgen. Die 
zusammengetragenen Gruppenergebnisse für a, z und maximalen Flächeninhalt 
können mittels einer von Schülern erarbeiteten oder vom Lehrer vorbereiteten Notes-
Lösung schnell überprüft werden.  


                                                 
7
 u2 steht für Flächeneinheiten 
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Die folgende Abbildung zeigt eine solche Notes-Lösung, die den eingestellten Wert 
für a aus der Graphs-Anwendung übernimmt. Die mit kursiv gedruckten Nummern 
bezeichneten Mathematikfelder dieser Anwendung werden im Anhang kommentiert. 
 


 
 
Nach der Betrachtung der zusammengestellten Ergebnisse für eine Reihe 


verschiedener a-Werte kann man die Vermutung aufstellen, dass 2az   gelten 


könnte. Diese Vermutung gilt es zu beweisen. Alle notwendigen Schritte für den 
Beweis sind in der oben dargestellten Notes-Anwendung bereits erfolgt, allein die 
Belegung von a mit einem konkreten Wert verhindert eine abstrakte Lösung. Deshalb 
wird die fertige Notes-Anwendung mit dem Seitensortierer in ein neues Problem 
kopiert. Anschließend müssen alle Mathematikfelder der neuen Anwendung der 
Reihe nach geöffnet und durch · neu berechnet werden. Dabei stellt sich heraus, 
dass a immer noch fett dargestellt wird, also als Variable existiert, die es zu löschen 
gilt. Dies geschieht in einem neu zu erstellenden Mathematikfeld durch die Eingabe 
des Befehls DelVar a und ·. Dieses Mathematikfeld kann nun wieder gelöscht 
werden. Weiterhin sollte die 4. Zeile der soeben erstellten Notes-Anwendung (vgl. 
erste Notes-Anwendung) gelöscht werden, da sie keine Bedeutung mehr hat.  


Wie die folgende Abbildung zeigt, ergibt sich der maximale Flächeninhalt für 
a
2z  . 


Damit konnte die Vermutung 2az   bewiesen werden.  
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Die Bedingung a<0 in der Aufgabenstellung hängt damit zusammen, dass der 
Hochpunkt des Graphen von f rechts vom Ursprung liegen soll, somit z und f(z) direkt 
als Seitenlängen des betrachteten Dreiecks genutzt wurden können. Die zweite  


Notes-Anwendung liefert im Falle der Funktion 
xaex)x(f   allerdings auch dann 


sinnvolle Ergebnisse, wenn auf die Bedingung a<0 verzichtet wird, da die Werte der 
zweiten Ableitungen von f an den Extremstellen nicht von a abhängen. Deshalb 
wurde die Bedingung a<0 lediglich in Textform formuliert, in der Rechnung kommt sie 
nicht zum Tragen. 
 
Diese Situation ändert sich aber sofort, wenn man unter Ausnutzung der 
Leistungsfähigkeit von Notes die zu untersuchende Funktion leicht abändert, z. B. in 


xa2 ex)x(f  . Der Funktionswert zfa2(z1) enthält jetzt den Parameter a, der nicht 


mit einem Wert belegt ist. Deshalb kann das Vorzeichen auch nicht entschieden 
werden und die hinreichende Bedingung liefert die Ausgabe undef: 
 


 
 
Um die Leistungsfähigkeit der Notes-Anwendung auch hier sicher zu stellen, muss 
die Bedingung an a als mathematischer Ausdruck in die Anwendung einbezogen 
werden. Um die bisherigen Ergebnisse der Datei extrem_1.tns nicht zu gefährden, 
werden alle folgenden Änderungen in einer Kopie der tns-Datei, genannt 
extrem_2.tns vorgenommen.  
Die dazu notwendigen Hinweise finden Sie im Anhang. 
Die derart ergänzte Datei erlaubt es nun, im Funktionsterm von f den ersten Faktor 
durch eine Potenz von x mit einem beliebigen nichtnegativen Exponenten zu 
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ersetzen. Dies sollte parallel in beiden Notes-Anwendungen der Datei extrem_2.tns 
erfolgen, um auch die grafische Veranschaulichung anzupassen. Die Abbildung der 
zweiten Notes-Anwendung in der folgenden Abbildung zeigt ein typisches Beispiel.  
 


 
 
Wählt man a>0, so findet man eine lokal 
maximale Dreiecksfläche für z<0, wie die 
Darstellung in Graphs zeigt. Da x0 und damit 
z dann negativ sind, f(z) aber positiv, liefert 
die Zielfunktion zf(z) negative Werte, obwohl 
die Dreiecksfläche natürlich positiv ist. In 
diesen Fällen muss man aus dem lokalen 
Minimum auf die maximale Dreiecksfläche 
schließen. 


 
 


 
Nimmt man alternativ in die Zielfunktion den Absolutbetrag auf, kann es im weiteren 
Rechengang zu Schwierigkeiten kommen. Deshalb ist dieser Weg nicht 
empfehlenswert. 
 







Anhang 
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Anhang 


 Hinweise zur Erstellung der Datei didakt1.tns: 
Das Notes-Dokument besteht aus drei Seiten, von denen zwei auf einer Seite 
gruppiert werden. 
Seite 1: 
Notes-Applikation zur Eingabe der Funktionsgleichung f(x), der Intervallgrenzen a 
und b, des Programmnamens rechtecksumme() zur Darstellung der Rechtecksumme 
und der Berechnungsformel rs(n) für die Berechnung des Inhalts der 
Rechtecksumme 
Seite 2:  
Graphs-Applikation mit der Anzeige des Funktionsgraphen (Grafiktyp Funktion) und 
der Rechtecksumme (Grafiktyp Streudiagramm) sowie eines Schiebereglers für die 
Anzahl n der Rechtecke 
Seite 3: 
Calculator-Applikation mit dem Programmeditor aus dem Menü „Funktionen und 
Programme“. Hier wird das nachfolgend dargestellte Programm eingegeben und 
anschließend auf Syntax geprüft und gespeichert. 
Die Seiten 1 und 2 werden gruppiert, sodass man sie gleichzeitig betrachten kann. 
 


 
 


 
 
Zum besseren Verständnis der Darstellung im Streudiagramm dient noch dieses 
kleine Beispiel: 
 







Anhang 
 


   


© Texas Instruments 2012           59 


 
 
Die Darstellung der Listen als Rechtecke erfolgt über die Einstellung 
„Streudiagramm“ im Graph – Menü. Dabei wird unter „Attribute“ eingestellt: 
1 Punkte dünn zeichnen 
2 Punkte verbinden  
Beachten Sie bitte: 
Im dargestellten Beispiel ist f(x) im Intervall [a; b] streng monoton steigend. Das 
Programm rechtecksumme() stellt in diesem Falle eine Obersumme dar. 
Entsprechend ist auch rs(n) zur Berechnung der Obersumme formuliert. Soll die 
Untersumme dargestellt werden, so müssen das Programm und die 
Berechnungsformel etwas verändert werden. Weist die gewählte Funktion f im 
Intervall [a; b] eine andere Monotonie auf, so muss rs(n) etwas verändert werden. 
Aus Platzgründen wird das hier nicht näher dargestellt und bleibt dem Leser als 
Aufgabe überlassen. 
 


 Hinweise zur Erstellung der Datei didakt2.tns 
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Man verwendet häufig in Notes zur Lösung eines Gleichungssystems statt des 
Solve-Befehls die Befehle Zeros() oder linSolve(), die jeweils eine Liste von Zahlen 
als Ergebnis liefern. Mit einer solchen Liste kann wiederum leicht eine 
Funktionenschar erzeugt werden.  
Hier wurde das Gleichungssystem zur Bestimmung von m und n i n eine einzelne 
Gleichung umgeformt:  


p p p py = m x +n n = y m x⋅ ⇒ − ⋅    (1) 


q qt( x )= f( x )      (2) 
' ' '


q q qt( x )= f( x ) m = f( x )⇒    (3) 


Aus (2) folgt n+xm=)f(x pp ⋅ .  
Mit (1) und (3) erhält man daraus: 


' '
q q p p q pf( x )= f( x ) x + y f( x ) x⋅ − ⋅    (4)  


und daraus 
'


q q p q pf( x )+ f( x )( x x ) y = 0⋅ − −    (5) 
Dieses Gleichungssystem lässt sich somit auf die Bestimmung von Nullstellen einer 
einzigen Funktion zurückführen. (Das ist für allgemeine Gleichungssysteme nicht der 
Fall.) 
Wenn f ein Polynom vom Grad n ist, so ist auch die linke Seite dieser Gleichung ein 
Polynom höchstens n-ten Grades. Es kann daher höchstens n Lö sungen - 
entsprechend n Tangenten - geben. 
 


Hinweise zur Erstellung der Datei zum Kongruenzsatz
 
Das prinzipielle Vorgehen wird hier am Beispiel des Kongruenzsatzes SWS erklärt. 
 
Öffnen einer Notesseite 
Die Eingabe von Text erfolgt wie in jedem 
Programm, dieser kann auch formatiert 
werden. 
 
In den Dokumenteneinstellungen wird das 
Winkelmaß auf Grad eingestellt. 


 


 
Einfügen der drei Math-Boxes mit /M  
 
 


 
 


 t (xq) = f (xq) f (xq)


f (xq)f (xq)


f (xq)  (•
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Teilen des Bildschirms, um die zweite 
Applikation zufügen zu können. 


 
 


Hinzufügen einer Geometrieseite 


 
 


Zeichnen der ersten Geraden bzw. 
Halbgeraden 


 
 


Nun wird wie beim Zeichnen mit Zirkel und 
Lineal ein Kreis um den ersten Eckpunkt 
gezeichnet, der den Radius 5 hat. 
Menü- Konstruktion – Zirkel 
(Eine Alternative wäre hier die Nutzung des 
Befehls Maßübertragung, dazu müsste 
allerdings die Zahl „5“ zunächst als Text im 
Geometriefenster eingetragen werden.) 


 
 


 
Wie man dabei vorgehen muss, kann man 
durch eine Hilfe erfahren, dazu muss man die 
Maus in die Nähe des Icons bewegen, 
welches sich in der linken oberen Ecke des 
aktiven Fensters befindet.  
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Momentan besteht noch keine Verknüpfung 
zwischen den beiden Fenstern. Um dies zu 
erreichen, muss der gewählte Radius noch mit 
der Variablen s1 verknüpft werden. 
Dazu markiert man die Zahl 5 (/b bzw. 
rechte Maustaste), klickt den Variable-Button 
an und weist die Variable s1 zu. 


 
 
Jetzt wäre es an der Zeit zu 
prüfen, ob die Dynamisierung 
Erfolg hatte. 
Ändert man den Wert von s1, 
so erfolgt auch eine Änderung 
im Geometriefenster. 
Gleichzeitig sollte man 
zumindest beim Erstellen der 
Datei spätestens jetzt auf die 
Computeransicht umstellen. 


 
Als nächstes muss der zweite 
Eckpunkt noch bestimmt 
werden. 
Menü Punkte-Schnittpunkte 
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Jetzt kann das Zeichnen des 
Winkels erfolgen. 
Menü - Abbildung –Drehung 
 
Nutzen Sie wieder die 
Möglichkeit der Hilfe. 
 
Ein möglicher Weg: 
Klick auf die Halbgerade- 
Klick auf das Drehzentrum- 
Eingabe der Zahl 60 


 
Jetzt muss wieder die 
Verknüpfung hergestellt 
werden. 
Denken Sie an die Kontrolle. 


 
Wie der dritte Eckpunkt 
konstruiert wird, wissen Sie 
schon. 


 
Um die Übersicht zu bewahren, 
kann man nun nicht benötigte 
Objekte ausblenden. 
(Menü Aktionen-
Ausblenden/anzeigen) 
 
Vorsicht: Nicht löschen! 
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Damit man ein auch ein 
„Objekt“ Dreieck bekommt und 
damit es besser aussieht, 
konstruieren wir nun über das 
Menü-Formen-Dreieck ein 
Dreieck.  
 
Nun kommt noch etwas 
Kosmetik ins Spiel und wir 
messen noch mittels des 
Menüs Messen interessante 
Größen des Dreiecks. 


 
Geschafft: Jetzt kann man alle 
Dreiecksberechnungen nach 
SWS kontrollieren. 


 
Natürlich will man dies auch 
genau haben, dazu muss man 
im Notesfenster die restlichen 
Berechnungen in Math-Boxes 
eingeben. 
(Um bei ungünstigen 
Seitenlängen trotzdem etwas im 
Geometriefenster zu sehen, 
kann man die Einheit, die rechts 
oben vorgegeben ist, beliebig 
variieren.) 


 
 
Damit ist der erste Kongruenzsatz implementiert.  
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Hinweise zur Erstellung des Dokumentes Punkt im Dreieck  
 


 
 


In einem geeigneten Koordinatensystem in Graphs 
wird ein Dreieck und sowie ein Punkt festgelegt. 
Die Koordinaten der Punkte werden angezeigt: 
 /b Koordinaten/Gleichungen 
Im nachfolgenden Text seien die Punkte des Dreiecks 
mit A, B und C, der Punkt mit P bezeichnet. 


 


Die Koordinaten der Punkte werden in geeigneten 
Variablen abgespeichert: 
/b Speichern 
Für das Dreieck A(ax|ay), B(bx|by); C(cx|cy) und für den 
Punkt P(px|py). 
Hinweis: 
Die bereits abgespeicherten Werte sind im Fettdruck, da die 
entsprechenden Variablen mit diesen Werten belegt sind. 


Nach dem Speichern können die Werte verborgen 
werden: /b Auswahl 
 


 


Für die Konstruktion werden benötigt: 
 die Gerade AB und die Gerade AC, 


 die Parallelen zu den Seiten AB und AC durch P, 


 die Schnittpunkte dieser Parallelen mit den Geraden. 


Geraden und Parallelen sind nur eine 
Konstruktionshilfe und können anschließend 
verborgen werden:  
/b Auswahl 
 


 
 


Über die vorhandenen Punkte werden Vektoren 
festgelegt. Die eingefügten Strecken dienen der 
besseren Sichtbarkeit des Zusammenhanges 
zwischen den Vektoren. 
Die Objekte können nun in geeigneter Weise 
formatiert werden. 


 
 


Für die Darstellung des numerischen 
Zusammenhanges zwischen den Vektoren wird die 
Notes-Applikation eingefügt: 
~ Seitenlayout -Layout auswählen 
Es ist empfehlenswert, die direkte Berechnung auf 
einer separaten Seite auszuführen, um den Fokus auf 
den darzustellenden Zusammenhang zu setzen. 
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In der externen Notes-Applikation wird in einer Math-
Box das zugehörige Gleichungssystem gelöst und in 
einer Variablen, hier mit list bezeichnet, abgelegt. Auf 
die Parameter kann über list[1] für r und list[2] für s 
direkt zugegriffen werden. 
Veränderungen im Grafikbildschirm bewirken hier im 
Hintergrund die Berechnung neuer Parameter in 
Echtzeit. 


 


In der vorher angelegten Notes-Applikation erfolgt 
jetzt die Ausgabe der berechneten Werte. Diese sind 
in geeigneter Weise zu formatieren: 
/b Attribute des Math. Feldes- 
Eingabe ausblenden 
Die Anzahl der anzuzeigenden Ziffern wird unter c 
Einstellungen -Dokumenteinstellungen festgelegt. 


 
Hinweise zur Erstellung der Datei Extremwertaufgabe 1 
 
Nr. Eingabe in das mathematische Feld / Kommentar 
1 


 
 
Definition der Funktion f: 
a ist fett dargestellt, da a als Variable in der Anwendung Graphs und damit im 
selben Problem deklariert wurde. 
Das Mathematikfeld wird so formatiert, dass die Ausgabe „Fertig“ nicht 
angezeigt wird. 
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2 


 
 
Das Feld enthält nur a. Bei der Berechnung des Feldes wird der aktuelle Wert 
als Ausgabe gezeigt.  
Das Feld wird so formatiert, dass als Trennzeichen zwischen Ein- und Ausgabe 
„=“ gezeigt wird. 
 


3 


 
Da die erste Ableitung zwei Nullstellen besitzt, wird das Ergebnis des Befehls 
als Liste namens lns definiert. 
 


4 


z1 wird als 1. Element der Liste lns definiert, die Eingabe des Feldes wird 
ausgeblendet. 
 


5 


 
Um im Text den Wert von z1 erscheinen zu lassen, wird ein Feld mit der 
Eingabe z1 erstellt, die Eingabe wird ausgeblendet. 
 


6 
 


Um im Text den Wert der 2. Ableitung zu haben, wird in ein Feld die gezeigte 
Eingabe getätigt, diese aber anschließend ausgeblendet. 
 


7 


 
Je nach Vorzeichen des Wertes der 2. Ableitung wird „lok. Min“ oder „lok Max“ 
(Texte) angezeigt. Ist der Wert 0, liefert des Kriterium keine Entscheidung, es 
wird „undef“ ausgegeben.  Dazu wird die if- Funktion iffn() benötigt. Sie zeigt 
entweder das zweite oder dritte Argument, je nachdem, ob das erste Argument 
wahr oder falsch ist. Da in dem betrachteten Fall drei Alternativen vorhanden 
sind, ist die if-Funktion geschachtelt. 
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8 


 
Um die extremale Fläche anzeigen zu können, wird ein Feld eingefügt, dessen 
Eingabe die Zielfunktion an einer Extremalstelle beinhaltet. Die Eingabe wird 
ausgeblendet. 


 


Hinweise zur Erstellung der Datei Extremwertaufgabe 2 
 
Im Anschluss an das Mathematikfeld mit der Definition der Funktion f wird die 
Bedingung a<0 in der dargestellten Form als eigenes Feld eingebracht, die Eingabe 
des Feldes wird anschließend ausgeblendet.  
 


 
 
Um in der weiteren Arbeit leichter auf sie zurückgreifen zu können, wird die 
Bedingung als Variable bed definiert. Die Bedingung a<0 selbst wird in 
Anführungszeichen gesetzt, um sie als Text (String) zu deklarieren. Mit der Funktion 
expr() wird dieser Text in einen mathematischen Ausdruck (Expression) 
umgewandelt. 
 
Im weiteren Ablauf der Rechnung werden die Vorzeichen von zfa2(z1) als Variable 
v1 und von zfa2(z2) als v2 berechnet, wobei die Bedingung bed benutzt werden 
muss, wie die Abbildung zeigt: 
 


 
 
In den Entscheidungen über die Art der Extrema werden nun in den If-Funktionen die 
ermittelten Vorzeichen benutzt. Ergibt sich das Vorzeichen als ±1 (Wert 0), so liefert 
die Funktion iffn() die Ausgabe undef, was mathematisch betrachtet auch stimmt, 
denn das hinreichende Kriterium liefert keine Entscheidung.  
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