Berechnung von Entfernungen auf der Erdoberflache.
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Im diesem Beitrag werden einige Moglichkeiten beschrieben,
mit TI-Nspire™ Darstellungen von Kreisen und Kugeln anzuferti-
gen, sowie Berechnungen auszufiihren. Beispielhaft werden
Darstellungen von Kreisen auf der Erdoberfliche behandelt.
Dabei wird naherungsweise fir die Erdoberflache Kugelgestalt
angenommen. Als Radius wird der Erdradius mit 6370 km ge-
wahlt. Damit ergeben sich in den Berechnungen ndherungswei-
se Entfernungen auf der Erdoberflache.

Inhalt

Abschnitt 1: Ausgehend von der parametrischen Kreisdarstel-
lung werden Aquatorlinie und Nullmeridian grafisch dargestellt.
Darauf aufbauend wird eine Parameterdarstellung flr einen
Punkt der Kugeloberfliche entwickelt, die auf der geografischen
Lange und Breite beruht. Damit ergibt sich eine parametrische
Darstellung der Oberflache der Kugel, wenn fiir die Parameter
geeignete Intervalle gewdhlt werden.

Abschnitt 2: Mit der Formel fir einen Punkt der Oberfléche
wird eine Darstellung von Breiten- und Langenkreisen (Meridia-
nen) eingegeben. Gesteuert wird durch Schieberegler.

Die Abschnitte 1 und 2 wurden bereits in der letzten Ausgabe
der Tl Nachrichten (Ausgabe 1/15) abgedruckt, hier folgen die
Abschnitte 3, 4 und 5:

Abschnitt 3: Es wird eine Formel zur Berechnung der kiirzesten
Entfernung von zwei Orten auf der Oberflache hergeleitet.
Abschnitt 4, 5: Darstellungen fiir Orte auf der Kugeloberflache
werden entwickelt. Ein GroB3kreis durch zwei Punkte der Oberfla-
che (und den Kugelmittelpunkt) wird berechnet und in Parame-
terform dargestellt.

Anregungen fiir die Verwendung von

TI-Nspire™

Verwendung der fertigen .tns - Datei: Zu diesem Artikel liegt
in der Materialdatenbank die Datei Geo_Kreise.tns zum Down-
load bereit. Geografische Lange und Breite konnen im Fenster
1.2 mit Schiebereglern verandert werden. Die dazugehdrigen
Breiten- und Ldngenkreise werden ausschlieB8lich in diesem
Fenster dargestellt. Im Fenster 1.3 kénnen die geografische
Lange und Breite von zwei Orten eingegeben werden. Alle wei-
teren Berechnungen und Darstellungen werden automatisch
ausgefiihrt. Es sind keine weiteren Eingaben vorgesehen. Bei
Verwendung der .tns-Datei als fertige Datei sollte zumindest die
Herleitung der Formel fiir einen Punkt der Oberflache im ersten
Abschnitt behandelt werden sowie die Berechnung der Entfer-
nung von zwei Punkten der Oberfliche im dritten Abschnitt.
Damit konnen diverse Aufgaben geldst werden (z.B. Entfernung
des Heimatortes zum Aquator, Entfernung zum Pol, Darstellung
von Kreisen allgemein in 3D u.a.).

Eigene Erstellung der Datei: Wer sich mehr mit Problemen der
Darstellung als immer wichtiger werdender mathematischer
Inhalt beschaftigen will, kann sich damit in den Abschnitten zwei
und vier auseinandersetzen. Je nach Aufgabenstellung kdnnen
die Darstellungen selbst angefertigt werden oder gemeinsam
entwickelt werden. Der Abschnitt fiinf ist als Ergdnzung gedacht,
wenn noch die Erweiterung der Kreisgleichung in einer allge-
meineren Lage beabsichtigt ist.

3) Entfernung von zwei Punkten auf der Erdober-

flache

Die Entfernung zweier Punkte A und B auf der Kugel soll ermit-
telt werden. Dazu soll zundchst eine Formel hergeleitet werden
und damit konkrete Entfernungen berechnet werden. Die Punk-
te sind durch ihre geografische Lange und geografische Breite
angegeben.

Punkt A: Lange gla, Breite gba

Punkt B: Lange glb, Breite gbb
Zu beachten ist: Die Eingaben von A und B erfolgen im Fens-
ter 1.3. Alle Berechnungen und Darstellungen in den folgenden
Fenstern beruhen auf diesen Daten. Keine weiteren Eingaben
sind in der fertigen .tns-Datei vorgesehen.

Entfernung auf der Kugeloberflache
(GroRkreis):

Gegeben sind zwei Orte A und B auf der
Oberflache durch geografische Lange und
Breite. Eingabe: )
gla=234»234 gba=4823» 482

glb:=-10.2 » -10.2| gbb:=15.6 » 15.6

Abb.13

Mit der Formel fiir einen Punkt auf der Kugeloberflaiche werden
die Koordinaten der Punkte A und B berechnet.

Koordinaten der Punkte A und B:

—cos(gla)- cos(gba)q 3.889
a=re'| sin(gla) cos(gba) | * | 1.68292
L sin gba) ] [4.75609

bi=re' | in(glb) cos(gbb) | " |-1.08648

Abb.14

Mit der Formel fiir den Winkel zwischen zwei Vektoren wird der
Winkel zwischen OA und OB berechnet.
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Winkel zwischen den Punkten:
dotP(a,b) ) B

norm(a)' norm(b)

wab: =cos“(

Entfernung (Kreisbogen, in km):
re- v wab

180

- 1000 » 4751.55

Abb.15

Aus dem berechneten Winkel kann mit der Formel flir den Kreis-
bogen die Entfernung der beiden Punkte auf der Kugeloberfla-
che berechnet werden.

Die Berechnung der Entfernung ist damit gel&st. Im folgenden
Abschnitt soll jedoch als Erganzung noch die Kreislinie des Weg-
es auf der Kugeloberflache dargestellt werden.

4) Lage der Punkte A und B auf der Kugeloberfla-
che

Eingetragen werden sollen Strecken vom Mittelpunkt
O=(0;0;0) zu den Punkten A und B. Fiir die Darstellung mus-
sen zundchst die Koordinaten der Vektoren auf Variablen ge-
speichert werden. Hier speichern wir auf ax, ay, az, bx, by, bz.

AnschlieBend werden die Parameterformen der Geraden fiir die
Darstellung der Strecken verwendet. Der Parameter ist jeweils
im Intervall [0;1].

xp7  (tu) =|hx ¢ |
yp7 (tu= ay-¢
zp7 (tu) = az ¢

Abb.17

o

xp8 (tu) = |px ¢ |
yp8 (tu)= by-¢
zp8 (tu)= bz ¢ =

Abb.18

A Abb.19

Die Abbildung zeigt die daraus resultierende Darstellung der
Strecken, die vom Mittelpunkt zu den Punkten A und B flihren.

5) GroB3kreis durch A und B

Die kirzeste Entfernung zwischen zwei Punkten A und B auf der
Kugeloberflache ist gegeben durch einen GroBkreis. Dies ist ein
Kreis durch A und B mit dem Kugelmittelpunkt als Kreismittel-
punkt.

Zur Darstellung des GrofB3kreises bendtigen wir eine Erweiterung
der bisherigen parametrischen Kreisdarstellung, da der Kreis
eine allgemeine Lage im Raum annehmen kann. Vereinfacht
wird dieses Problem durch die Bedingung, dass der Mittelpunkt
gleich der Ursprung ist und der Radius gleich dem Kugelradius
ist.

Parameterdarstellung des GrofB3kreises in einer allgemeinen
Schreibweise mit Mittelpunkt O:

X=r-& cos(t) +7-fsin ()

GroRRkreis durch A und B (Krejs durch den

Mittelpunkt):
0.610518
ae:=unit\/(a) * 10 264195

0.746638

ce: =unit\/(cross P(a, cnossP(a, b)))
-0.736075
0.537243
0.41178
dotP(ae,ce) » 2.e-14 (ae, ce normal)

»

Abb. 20
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Dabei sind € und f zwei Vektoren mit der Lange 1, die normal
aufeinander stehen, r ist der Radius des Kreises. Berechnung von
é und f:

ae: Der erste Vektor ergibt sich als Einheitsvektor gebildet aus
dem Vektor 04 (Anweisung unitV).

ce: Der Vektor OB verbindet zwar den Ursprung mit einem
Punkt der Kreislinie. Die beiden Vektoren werden allerdings
nicht allgemein aufeinander normal stehen. Um einen Normal-
vektor zu erhalten, berechnet man einen neuen Vektor ce durch
zweimalige Anwendung des Kreuzprodukts und anschlieBende
Berechnung des Einheitsvektors. Die Abbildung zeigt die Um-
rechnung der Vektorkoordinaten zur grafischen Darstellung.

Abb.21
'mmﬂv Geo3_1 < o] <]
xp9  (tu = ke (aex- cos(f)+cex
yp9 (tuw= re (aey cos()+cey @
zp9 = re (aez cos(f)+cez s> =
. Abb.22

Die in der Abbildung gezeigte Parameterdarstellung des GroR3-
kreises ist gegeben durch die folgenden Koordinaten:
( re-(aex-cos(t)+cex-sin(t)) ;
re-(aey-cos(t)+cey-sin(t)) ;
re-(aez-cos(t)+cez-sin(t) )

Der Parameter t wird z.B. im Intervall [0;360] gewahlt.

4 1.8 1.9 [1.10 RIS {13
z

Abb.23

Es ergibt sich der in der Abbildung dargestellte Kreis. In den
folgenden Beispielen werden die Entfernungen auf der Kugel-
oberflache von Wien nach New York und von Wien nach Tokio
berechnet und die zugehorigen GroB3kreise dargestellt.

Naherungsweise Daten der drei Stadte:

Wien: 16,4° 6stliche Lange, 48,2° nordliche Breite
New York:  74,0° westliche Lange, 40,4° nordliche Breite
Tokio: 139,7° 6stliche Lange, 35,7° nordliche Breite

Die Abbildungen 24 a - ¢ zeigen die Berechnung am Beispiel
Wien - New York:

| 1.3 |mm| *Geokor2_1 <
Entfernung auf der Kugeloberflache
(GroRkreis):

Gegeben sind zwei Orte A und B auf der
Oberflache durch geografische Lange und
Breite. Eingabe:

gla=16.4» 16 .4
glb:=-74 » -74 gbb:=40.4 » 40 4]

ghba:=48.2 » 48 2

Winkel zwischen den Punkten:
dotP(a,b)

wab:=cos"( ) » 61.3398

norm (a) n01m(b)

Entfernung (Kreisbogen, in km):

re - wab
180

1000 » 6819.6]|
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Abb.24 a-c

Die Abbildungen 25 a - ¢ zeigen die Berechnung am Beispiel

Wien - Tokio:

Entfernung auf der Kugeloberflache
(Grolkreis):

Gegeben sind zwei Orte A und B auf der
Oberflache durch geografische Lange und
IBreite. Eingabe:

gla=16.4 » 16 .4
glb:=139.7 » 139.7

gha:=48.2 » 48.2

gbb:=35.7 » 35.7

m‘m| 15 |.‘ *Geokorr2_1 <

Winkel zwischen den Punkten:
dotP(a,b) ) '

norm (a) norm(b)

wab: =cos“(

Entfernung (Kreisbogen, in km):
re - wab

-1000 » 9125.12|
180

o0

)

X

771

Abb.25 a-c
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