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5 Mehr Kovariation im Unterricht

Der Kovariationsaspekt des Funktionsbegriffs ist seit langem
thematisiert und in vielen didaktischen Modellen des Funkti-
onsbegriffs enthalten. In der Schule kommt er kaum vor,
obwohl er gerade in geometrischen Kontexten hervorragend
thematisiert werden kann. Mit der Verfligbarkeit von Geomet-
riesoftware sollte die notwendige Dynamisierung der geometri-
schen Figuren gelingen, und gerade mit dem TI-Nspire™
gelingt dies auf intuitive Weise auch ohne Terme, die sonst zu
einer statischen Aufgabenlosung verfihren kénnen.

Die gezeigten Aufgaben machen den Anfang. Durch Variation
lassen sich schnell weitere finden: Etwa durch Auswahl anderer
geometrischer Figuren, durch Verwendung weiterer geometri-
scher GroRBen in wechselnden Abhangigkeiten, oder durch
Aufgabenumkehr (Funktionsgraphen sind gegeben, welche
Figur passt?). Und man kann Entdeckungen machen. Zum Bei-
spiel bei Vergleichen zwischen Funktionsgraphen, bei denen
man AusgangsgrofRe und zugeordnete GroRRe austauscht. Die-
ser Austausch gelingt leicht, da kein Funktionsterm umzufor-
men ist. Weiterfuhrende Fragestellungen fallen einem schnell

ein: Ist die Kurve in Abb.5 im Ubergang vom grauen Dreieck
zum grauen Viereck differenzierbar? Wie miusste das Aus-
gangsdreieck aussehen, damit die entstehende Kurve (nicht)
differenzierbar ist? Oder gibt es ein solches Dreieck nicht? War-
um nicht? Man frage hierzu den guten Leistungskursschiiler,
der seine Kenntnisse liber den Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung auch mal argumentativ anwenden soll.

Quellen:

Andrea Hoffkamp (2009): Funktionales Denken mit dem Com-
puter unterstltzen. Vortrag auf der Tagung des AKMUI in
Soest, 25.09. - 27.09. 2009

Glnter Malle (2000): Zwei Aspekte von Funktionen: Zuordnung
und Kovarianz, in: mathematik lehren, Nr. 103, S. 8-11

Guido Pinkernell (2009): ,,Wir mussen das anders machen” -
mit CAS funktionales Denken entwickeln, in: Der Mathematik-
unterricht, Heft 4, S. 37-44
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Mietwagen - Welches Angebot ist glinstiger?

Michael Roser

In den letzten zwei Jahren wurde auf der Materialienda-

tenbank (www.ti-unterrichtsmaterialien.net) die neue
Beitragsreihe CuBalLibra von etwa 40 Lehrpersonen aus der
Schweiz, Deutschland und Osterreich aufgebaut. Dieses Kiirzel
steht fur (Cu)rriculum (Ba)sed (Li)brary, also fiir eine Lehrplan-
basierte-Materialsammlung.

Ziel dieses Projektes ist, den Lehrpersonen, die die Technologie
TI-Nspire™ bereits einsetzen oder diese erproben wollen, anre-
gende Materialien fur den Unterricht zur Verfiigung zu stellen.
Damit diese sinnvoll und auch nutzbringend eingesetzt werden
konnen, sollen die Einheiten keine hohen Anspriiche an die
Technologiekenntnisse stellen und mit guten Grundlagenkennt-
nissen effizient im Unterricht einsetzbar sein.

Inhaltlich sollen Themenschwerpunkte angeboten werden, die
curricular in den deutschsprachigen Landern verankert sind.

Die Einheiten sind wie folgt gegliedert: Aufgabenstellung (flr
die Lernenden), mogliche Losungswege oder auch nur -ansatze
mit den entsprechenden tns-Dateien der Aufgabenstellung,
resp. der Losungswege.

Aufgaben

1. Die Mietwagenfirma A hat folgendes Angebot: Die Miete
eines Autos kostet pauschal Fr. 80.— pro Tag, inklusive 100
km. Pro Mehrkilometer werden Fr. —.50 verrechnet.

a) Wie lauten die abschnittsweise definierten Funktions-
terme der Kostenfunktion in Abhangigkeit der gefahrenen
Kilometer? Stellen Sie diese graphisch dar.

b) Wie teuer ist die Miete, wenn 200 km gefahren werden
und wie viel bezahlt man dann durchschnittlich pro
gefahrenen Kilometer?

c) Wie viele Kilometer musste man mindestens fahren,
damit der Durchschnittspreis pro gefahrenen Kilometer
hochstens noch Fr. —.60 betragen wiuirde?

2. Die Mietwagenfirma B verlangt fir dasselbe Auto pro Kilo-

meter Fr. —.70 bis zu 120 km, danach nur noch Fr. —.40/km.

Ausser der Versicherungspauschale von Fr. 38.— wird keine

weitere Grundgebuhr erhoben.

a) Bestimmen Sie die abschnittsweise definierten Funkti-
onsterme der Kostenfunktion der Firma B und stellen Sie
diese graphisch dar.

b) Bei welcher Anzahl gefahrener Kilometer sind die Ange-
bote der Firma A und B gleich teuer?

c) Welches Angebot ist wann glinstiger?

Eine Erhebung hat Folgendes ergeben: Wenn die Firma B

gegenuber A konkurrenzfahig sein will, muss ihr Angebot

ab 320 km gunstiger sein.

d) Im Bereich bis zu 120 kmm mochte die Firma B an der
Preisstruktur nichts andern. Welchen Preis pro Kilometer
darf sie dann ab 120 km hochstens verlangen, um mit
Firma A konkurrenzfahig zu sein?





Analytisch kann der Schnittpunkt in der Notes-Seite mit einem
Gleichungssystem flr die x- und y- Koordinaten des gemeinsa-
men Punktes berechnet werden.

Kosten fir 200 kee Ml200) = 120

. f1(200)
Durchzchnittsprels pro km W = (1 B5

solva i 3= 130

|pe=t1(x} -
yer2ly) 2 T

In dieser Teilaufgabe wird der Durchschnittspreis pro Kilometer
als Schnittpunkt zweier Funktionsgraphen einerseits und ande-
rerseits mit der Steigung einer linearen Funktion durch den
Koordinatenursprung visualisiert. Hiermit bietet sich flur die
Lernenden eine Moglichkeit, neue Zugange und Erkenntnisse
linearer Funktionen zu gewinnen.

Aufgabe 1 ¢)

Mit dem Schieberegler wird die Variable a auf 0.6 verringert.
Nun schneidet der Graph der Funktion f2(x) denjenigen der
Funktion f1(x) im Punkt P (300 | 180). Somit miissten mindes-
tens 300 km gefahren werden, um durchschnittlich Fr. —.60
oder weniger pro gefahrenen Kilometer zu bezahlen.

L.

200 ¥ , . [300.180).

Die analytische Losung ist in der Notes-Seite zu finden, wo sich
die Losung auf den veranderten Wert von a angepasst hat.

=t 0= 3000 and p=18i0

sk ( Il}r-'!"'lr.'::'

V& iywﬂl:t ) .'.t.'.Lr-fl

Aufgabe 2 a), b) und c)

Die Funktion f2(x) wird nun abschnittsweise mit den Termen
der Kostenfunktion der Firma B definiert. — Wie setzt sich der
zweite Term zusammen?

Die ersten 120 km kosten Fr. 122.—. Dazu kommen noch die
Kosten fir die (x-120) Mehrkilometer dazu, also 0,4 - (x-120).

g
-l (440,250
[ 120 122) k)
60,80 b | i
(2} 0-7 %438, 0€xS120 Vi
< 0.4 (x-120}+122., 1205x 2 |

Nebst der graphischen Bestimmung der Schnittpunkte der bei-
den Funktionsgraphen auf der Graphs-Seite, konnen auch mit
Hilfe eines Gleichungssystems die Koordinaten der Schnitt-
punkte berechnet werden. Um die zweite Losung zu erhalten,
bedarf es jedoch einer Intervallseinschrankung.

Das glinstigere Angebot ist demzufolge:

{(0 <x<60)v (440 <x) = Firma A
60<x<440 = Firma B

1. Schnittpunkt

1x)
£2lx) ™

2. Schnittpunkt

solve t:;t: Xy ihe>120

ard pre2ig)

oy i)

solve and y=80

= e g

e

Aufgabe 2 d)

Im Funktionsterm von f2(x) im Intervall x>120 wird der Wert 0.4
durch die Variable a ersetzt. Ein Schieberegler fur a simuliert den
Preis pro Kilometer in diesem Intervall. Die Grenzen und die
Schrittweite (0.01) des Schiebereglers miissen angepasst werden.
Fur die geforderte Bedingung resultiert somit ein Preis von
Fr. —.34/km.





e) unteren und oberen Bereich sollen die Preise pro Kilometer
beibehalten werden. Ab welcher Kilometerzahl muss der
gunstigere Kilometerpreis verrechnet werden, damit die Kon-
kurrenzfahigkeit mit Firma A gewabhrleistet ist?

Vorausgesetzt wird, dass das Thema Lineare Funktionen schon
grundlegend und an angewandten Beispielen behandelt wurde.

Die als Schlagworte aufgefuhrten Begriffe (lineare Funktionen,
abschnittsweise / stlickweise definierte Funktionen, Funktionen
mit Parametern) geben auch Hinweise, welche Begriffe schon
eingeflihrt sein sollten und in einfachen Anwendungsbeispielen
auch schon angewendet wurden. Moglich ware jedoch auch
anhand dieser Einheit neue Begriffe (abschnittsweise / stlick-
weise definierte Funktionen, Funktionen mit Parametern) damit
zu erarbeiten.

Die Beschreibung der Losungsvorschlage wird relativ knapp
gehalten und grau hinterlegte Begriffe sind im Glossar

(http.//wiki.zum.de/TI-Nspire/Glossar) ausflhrlicher beschrieben.

Lésungsvorschlag:

Aufgabe 1 a)

In einem neuen Dokument wird auf der ersten Seite (Applikati-
on Graphs) die Funktion f1(x) abschnittsweise definiert. Der
Funktionswert im ersten Abschnitt (0 < x < 100) ist konstant.
Der Funktionsterm des zweiten Abschnitts (100 < x) ist jedoch
nicht so einfach zu bestimmen. Vorlaufig wird er deshalb undef
gesetzt.

il:w L'

B0, O=xe=100

. Mlx)=
@ " o 100

Mit der vollstandigen Definition des Funktionsterms wird auch
der vollstandige Graph der abschnittsweise definierten Funkti-
on dargestellt.

x
=

llm ?

' 80, 055100
“&:I {D.S':H 30, 100=x

400

2P |

Stlickweise definierte Funktionen und Definitionseinschrankun-
gen sind Elemente, die das Thema Lineare Funktionen erganzen
und damit praxisnahere Beispiele behandelt werden kénnen.

Aufgabe 1 b)

In einer neuen Seite mit der Applikation Notes wird der Funkti-
onswert fir das Argument x=200 berechnet. Der durchschnitt-
liche Betrag pro gefahrener Kilometer betragt somit Fr. —.65.

Kosten fur 200 kme f1{200) = 130
f1iz00)

(100,80) ”H"{au, 0%x£100
— : undaf 100<x
o ’

Auf einer zweiten Seite wird mit der Applikation Calculator
dieser Term berechnet: Zur Pauschale von Fr. 80.- wird der
Betrag flir die Mehrkilometer addiert. Der vereinfachte Term
wird nun kopiert und auf der Graphs-Seite in f1(x) der Begriff
undef damit ersetzt.

m =

go+{x-100} 0.5

]
Lot

Durchachnittspreds pro ko

= [ # E

200

Durch die lineare Funktion f2(x) = a - x| 0 < x und einen Schie-
beregler fiir die Variable a lasst sich der Sachverhalt auch gra-
phisch mittels Schnittpunktsbestimmung der beiden Funkti-
onsgraphen nachvollziehen.

ilm 4 .__l-'

B .-"'+Il'2[x]'~{l xx20 i
n;@ - .






_Ja7xe3e, 0<x$120
<< o (x-120)+122 1202

Aufgabe 2 e)

Die Obergrenze des ersten Intervalls ist die (Schieberegler-)
Variable s und zugleich die x-Koordinate des Grenzpunktes S
der beiden Intervalle. Die y-Koordinate, die zur Verlinkung des
Punktes S in der Graphs-Seite benotigt wird, kann in einer
Seite mit der Applikation Notes berechnet werden.

fle) =0 72438

Koordinaten des Punktes S:
¥-Koordinate = &
y—Koordinats = fis) = fs -1’{5]

flx). (5x=sg
AEH = fs+0 {'{x—i}, BSx

Dieser von s abhangige Wert fs wird einerseits im zweiten
Funktionsterm von f2(x) benotigt und andererseits missen die
Koordinaten des Intervallgrenzpunktes in der Graphik mit s und
fs verknlpft werden.

Der Schieberegler fiir s kann nun der Grenzpunkt zwischen den
Intervallen gemass den Vorgaben der Aufgabestellung verscho-
ben werden.

Bei s=80 km nimmt der zweite Schnittpunkt die geforderten
Koordinaten an.

Die Aufgaben 2 d und e konnen auch rein analytisch gelost
werden:

In einem neuen Problem oder neuen Dokument mit einer Seite
der Applikation Notes lasst sich die Unbekannte a aus einer
Gleichung berechnen.

Aufgabe 2 d).

20, DSx<100
Mle)=q"""
[ﬂ 0. &x+30, 100=%

0.7 x+38, 0=e=120

fdlc) =

a le-1200+122 1205

FOr & gilt folgende Bedingung in Form der
Gleichung, die dann noch zu ldsen [st

s-:-lva{l'df&iﬂ]-ﬁhm}_a} e i)

Analoges gilt auch fir die Unbekannte s. Dabei kann auf die
Berechnung der Variablen fs kann verzichtet werden, da diese
nur fur den Punkt in der Applikation Graphs relevant ist.

Aufgabe 2 &)
fellx) =0 7-x+38

fetlx), OSess

febcl= 0 4 Le-s)+Tetls) s5x

Far & gitt folgande Bedingung in Form der
Gleichung, die dann noch zu losen Ist

solva(fe(320)=f1(320) 5] = =50

Die beiden Aufgaben aus dem Bereich der Linearen Funktionen
konnten auch in einer Repetitionsphase eingesetzt werden und
lassen sich auch noch weiter ausbauen. Eine mogliche weiter-
fihrende Fragestellung konnte sein: Wie hangt der Durch-
schnittspreis pro Kilometer von der gefahrenen Strecke ab? —
Diese funktionale Abhangigkeit bietet die Gelegenheit, einfache
gebrochen-rationale Funktionen in alltaglichen Anwendungs-
beispielen zu erfahren. Mogliche Ansatze dazu sind in der tns-
Datei unter ,,Erganzungen zur Aufgabe 1 c)” aufgezeigt.
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