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Mit digitalen Medien neue

Losungswege eroffnen
Dr. Andreas Pallack

% Digitale Medien sind effektive Werkzeuge beim Lernen von Mathe-

matik — das ist ein Fakt. Jungst hat das Land Nordrhein-Westfalen
darauf reagiert und — wie viele andere Lander davor — mindestens den Ein-
satz von Graphikrechnern (GTR) ab 2014 im Unterricht der gymnasialen
Oberstufe vorgeschrieben. Daruber hinaus konnen weiterhin Computeralge-
brasysteme (CAS) eingesetzt werden.

Fakt ist jedoch ebenso, dass digitale Medien alleine nichts bewirken.
Schlechter Unterricht wird durch Graphikrechner nicht gut — es hangt davon
ab, was man daraus macht. Doch warum sind digitale Medien fur das Lernen
von Mathematik eigentlich wirksam und werden in immer mehr Landern
verbindlich eingeflhrt? Ich mochte in diesem Beitrag den potenziellen
Nutzen digitaler Medien beim Lernen von Mathematik an einem

popularen Beispiel diskutieren.

I3 TexAS
INSTRUMENTS

Ihre Erfahrung. Unsere Technologie. Mehr Lernerfolg.



Wer wird Konig der Teiumfaner?

Aufgabe: Die Teiumfaner sind ein friedliches Volk — doch eines
Tages kamen Sorgen auf: Der Konig war gestorben und ein
Nachfolger ward gesucht. Konig sollte fortan der mit dem
dicksten Bauch sein. Alle Blrger von Teiumfanien sind unter-
schiedlich grof3 — doch sie haben auch eine gemeinsame Eigen-
schaft: Die Lange ihrer Beine und Schultern betragt in der
Summe 12. Der Teiumfaner mit welchen Mal3en konnte sicher
sein, Konig zu werden?

Diese Aufgabe mit dem fiktiven Kontext ,Teiumfaner” steht
exemplarisch flr eine Vielzahl von Aufgaben, bei denen der
Prozess und nicht das Ergebnis im Vordergrund steht — denn
eine praktische Auswirkung hat es nicht, wer Konig der Teium-
faner wird. Erfahrene Kolleginnen und Kollegen erkennen wahr-
scheinlich den klassischen Hdihnerhof an einer Hauswand wie-
der (Einzadunen eines Geldndes bei gegebener Zaunldange und
maximierung des Flacheninhalts) — wobei ich diesen rein fikti-
ven Kontext deutlich ehrlicher und damit auch attraktiver finde.

-

Ich stelle im Folgenden sehr kurz zwei mogliche Ansatze zur
Losung der Aufgabe vor, um darauf aufbauend den Nutzen
digitaler Medien zu diskutieren.

Ansatz 1: Losen durch Probieren

Ein elementarer Ansatz ware, dass die Schiler mit konkretem
| | Material arbeiten. Mit Pfeifenreinigern lassen sich Teimumfaner

h biegen und ausmessen. Der funktionale Zusammenhang zwi-
schen Breite und Hohe kann so gefunden werden. Einzelne
Werte konnen in einer Tabellenkalkulation fixiert werden. So

Bauch kann man ein Optimum finden - offen bleibt jedoch bei diesem
Ansatz, ob es sich um das Optimum handelt.

Abb. 1
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Liebe Lehrerinnen und Lehrer,

mittlerweile sind Graphikrechner (GTR) und Computeralgebrasysteme (CAS) ein fester Bestandteil in den den meisten Lehrplanen.
Jungst wurde in Nordrhein-Westfalen der GTR als Mindestanforderung fiir die gymnasiale Oberstufe beschlossen. Fiir den Einsatz von
CAS wird es weiterhin Abituraufgaben geben. Lesen Sie dazu auch unseren Leitartikel.

Im Saarland wird der Einsatz eines GTRs nun besonders empfohlen. Laut dem saarlandischen Ministerium fiir Bildung und Kultur
eroffnet , insbesondere der graphikféhige Taschenrechner (GTR) methodisch neue Zugénge zu traditionellen Inhalten des Lehrplans.
Daneben bietet er Zugang zu Problemstellungen, die ohne Hilfsmittel aufgrund des hohen Rechenaufwandes nicht zufriedenstellend im
Unterricht und in zentral gestellten Priifungsaufgaben bearbeitet werden kénnnen.”

Auch wenn derzeit die unterschiedlichsten Technologien im Klassenzimmer diskutiert werden, so zeigen nicht zuletzt die oben genann-
ten aktuellen Beispiele, welch wichtigen Beitrag GTR und CAS fir einen modernen Unterricht in Mathematik und auch in Physik,
Chemie oder Biologie leisten. Gefragt ist zudem lhre Erfahrung als Lehrkraft sowie eine praxisorientierte Unterstutzung durch Fortbil-
dungsangebote und zahlreiche Materialien, z.B. den , TI-Nachrichten”. Auch das Thema Finanzierung mochten wir hier nicht ausspa-
ren. Mit dem TI-Forderprogramm ,,MatheKlasse” unterstiitzen wir bereits seit 2008 einkommensschwache Familien. Graphikfahige
Taschenrechner werden unter bestimmten Voraussetzungen kostenfrei von Texas Instruments zur Verfligung gestellt. Lehrkrafte
erhalten von uns zudem besondere Lehrerpriifpreisangebote oder konnen unsere kostenlose Ausleihe in Anspruch nehmen.

Naturlich mochten wir auch in Zukunft lhren Wiinschen gerecht werden. Bitte teilen Sie uns daher lhre Anregungen mit oder senden
selbst Beitrage ein. Schicken Sie uns gerne zudem lhre Erfahrungsberichte in Bezug auf einzelne TI-Nachrichten Artikel oder ganz
allgemein beim Einsatz der Tl-Technologie im Unterricht.

Viel Freude beim Lesen der Beitrage winscht lhnen

lhr TI-Team
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Ansatz 2: Eine schnelle, analytische L6sung

Wer den funktionalen Zusammenhang erkennt, kann mit einem
CAS-Rechner die exakte Losung bestimmen. Was hier natirlich
noch fehlt ist eine schlissige Argumentation.

11 1.2 113

Die Breite des Teiumfaners ist x, dann ist er

12-x . I
hoch. Das Maximum des

i
Flacheninhalts kann so bestimmt werden,
man findet es bel einer Breite von

x (12-x)

nfMax x| * 6

Abb. 3

Die unterrichtliche Realitat

Tatsachlich gibt es noch viele, viele weitere Ansatze (geomet-
risch, graphisch, rein argumentativ ausgehend vom Ergebnis,
...), diese Aufgabe zu I6sen (siehe dazu auch Schulz & Pallack
2010). Allerdings lasst sich in einem zeitgemaRen, schilerakti-
ven Unterricht nicht vorab garantieren, dass die Lernenden
einen speziellen Weg verfolgen. Ublicherweise sind es Misch-
formen unterschiedlicher Wege, die das Finden der Losung in
Lerngruppen auszeichnet. Viele Lehrkrafte beflrchten, dass
beim Einsatz digitaler Werkzeuge Vorgehen wie in Ansatz 2 den
Unterricht dominieren. Das ist meiner Erfahrung nach jedoch
eher nicht der Fall.

Ein durchaus typischer Weg ist, dass die Lernenden vorab
Hypothesen aufstellen, die im Anschluss durch Ausprobieren
verifiziert oder falsifiziert werden. Sowohl GTR wie auch CAS

bieten die Moglichkeit durch Probieren gewonnene Daten zu
visualisieren, um so einer schlissigen Argumentation naher zu
kommen. Eine mogliche Vermutung ,,das sieht wie eine Parabel
aus” kann damit erprobt werden — anschliefend widmet man
sich der Argumentation, warum und um welche Parabel es sich
handelt.

breite, Flacheninhalt
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Abb.4

Das ist naturlich nur ein moglicher Weg von vielen, die mit
Hilfe digitaler Medien beschritten werden konnen. Aber dieser
Weg zeigt: Der Einsatz digitaler Werkzeuge o6ffnet und erwei-
tert das Spektrum moglicher Losungswege und erhoht damit
potenziell die Schuleraktivitat.

Eine padagogische Chance:
Die Wahl der Technologie

Viele Schulen haben nun die Qual der Wahl: Welches Gerat
sollen wir in Zukunft nutzen? Meine dringende Anregung ist
eher Uber Funktionalitdten, als Uber die mogliche Ersparnis
einiger Euro nachzudenken — ich personlich bevorzuge Geréte,
die auch Terme manipulieren konnen, sogenannte CAS. Jedoch
ist auch bereits eine Menge gewonnen, wenn alle Lernenden
permanent auf eine Tabellenkalkulation, dynamische Geomet-
riesoftware und auf einen Funktionenplotter zugreifen konnten.
Sie vergroflern das Spektrum moglicher Zugange bereits
immens und bieten damit eine Vielzahl von Lernchancen.

Literatur:

[1] Schulz, D. und Pallack, A. (2010) Eine Aufgabe — viele
Losungswege. In: T3-Akzente: ... aller Anfang ist leicht.
Andreas Pallack und Barbel Barzel (Hrsg.). Munster: Zen-
trum fir Lehrerbildung.

[2] Cukrowicz, J. u.a. (Hrsg): MatheNetz 8, Ausgabe N Gym-
nasien, Bildungshaus Schulbuchverlage Westermann,
Braunschweig 2007"

Autor:
Dr. Andreas Pallack, Soest (D)
andreas@pallack.de



Energieertrag einer Photovoltaik-Anlage: Eine

Anregung fiir den Mathematikunterricht irgen enders

% Im Sommer 2011 wurde auf unserem Schulgrundstiick
eine Photovoltaik-Anlage errichtet. Das Solarzellen-
Modul ist an einem Mast befestigt und kann nachgefiihrt wer-
den (Abb.1). Es hat eine Flache von 51 m? und eine Spitzenleis-
tung von 7,35 kW. Die Anlage ist so aufgebaut, das nur in den
Wintermonaten Dezember und Januar zeitweise eine leichte
Abschattung durch einen Gebaudeteil erfolgt. Uber Wechsel-
richter wird die gewonnene Energie in das Stromnetz einge-
speist und mit derzeit 0,28 € pro kWh (Stand: Februar 2012)
vergltet. Dieser Ertrag kommt aber der Schule nicht zugute, da
die Stadtwerke die Anlage errichten lief3en und auch betreiben.
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Abb.2

Die Daten der Anlage konnen von den Lehrkraften unserer
Schule im Internet abgerufen werden, wo sie sehr tbersichtlich
prasentiert werden (Abb.2).

-

Abbildung 3 zeigt den zeitlichen Verlauf der elektrischen Leis-
tung fur 2 Wochentage (Freitag, den 10.02.2012, und Sonn-
abend, den 11.02.2012). Am Sonnabend war der Himmel zeit-
weise leicht bewolkt; am Freitag hingegen schien die Sonne
ungestort den ganzen Tag. Diesen Tag mochte ich nun naher
untersuchen.

Die Anlage ubertragt halbstundlich den aktuellen Wert der Leis-
tung und erstellt daraus das Diagramm P(t), einen Polygonzug,
aus dem man die Messwerte ubernehmen kann (vgl. Abb.4 und
Tabelle 1). Dem Saulendiagramm in Abb.2 oben rechts kann
man entnehmen, dass am Freitag etwa 40 kWh elektrische
Energie E in das Stromnetz eingespeist wurden. Der genaue
Wert ist 39,29 kWh.

Wie genau lasst sich dieser Wert aus den vorliegenden Daten
ermitteln? Die Darstellung fiir einen Tag kann so verandert
werden, dass man die Messwerte ablesen und in eine Tabelle
Ubertragen kann. Der Verlauf des Graphen ist sehr schon glatt
mit einer kleinen Stérung im rechten Teil — das ist die oben
erwahnte Abschattung.
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Zeit |8.00 [8.30 [9.00 |9.30 |10.00 [10.30 |11.00
P/kw [0,00 |0,08 [0,55 |2,60 (4,82 |538 |5,90
Zeit |11.30 ({12.00 |12.30 |13.00 |13.30 |14.00 |14.30
P/kW [6,19 |6,29 |6,35 |6,30 6,23 |6,03 |591
Zeit |15.00 [15.30 |16.00 |16.30 |17.00 |17.30 |18.00
P/kW |542 |4,81 [4,33 [1,34 (0,32 |0,08 |0,00

Tabelle 1

Far die Leistung P wahrend eines Zeitraums At gilt:

AE

P=—o AE=P-At
At



Die gesamte Energie ergibt sich durch Summieren:

E = 3(AE) = Z(P-At)

Sie wird also durch die Flache unter dem Graphen der Leistung
dargestellt. Die Leistung (auch Energiestrom genannt) ist damit
die Anderungsrate, aus der auf den Bestand (die Energie)
geschlossen wird. Damit ist die Auswertung der Daten ein
wirklichkeitsnahes, praxisorientiertes Beispiel zur Einflihrung
der Integralrechnung.

Berechnung von Ober- u. Untersummen

Bei der Flachenberechnung sind mehrere Ansatze denkbar.
Dazu missen die Daten nach Lists&Spreadsheet Ubertragen
werden (Abb.5, Spalten t und p). In Abbildung 6 wurde damit
das Streudiagramm (verbundene dicke Punkte) erstellt. Fir die
Berechnungen ist es zweckmalig, eine weitere Spalte p2 ein-
zufligen, in der die Daten aus p durch shift('p,7) um 1 nach
oben verschoben sind (Abb.7).
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Fur die Untersumme (dunkle Flache in Abb.6) wird in p3 zei-
lenweise das Minimum aus p und p2 abgespeichert(min('p, 'p2)).
In €3 werden dann die einzelnen Rechteckflachen mit der Fla-
che 0,5-p3 errechnet und zur Gesamtflache (Gesamtenergie)
aufsummiert (cumulativsum(0,5*'p3)). Fur die Obersumme
(helle Flache in Abb.6) werden in p4 das Maximum aus p und
p2 und in e4 die Gesamtenergie berechnet.

Man erhélt E, = 36,29 kWh und E, = 42,64 kWh, erwartungs-
gemal sehr schlechte Naherungen fir den tatsachlichen Wert
E = 39,29 kWh.

Trapezsummen, Mittelwert

Eine bessere Naherung ist zu erwarten, wenn man die Fldche
unter dem Polygonzug berechnet. Sie setzt sich aus Trapezen
zusammen, die sich mit den schon erzeugten Daten leicht
errechnen lassen, indem man in einer weiteren Spalte e5 den
Mittelwert aus €3 und e4 bildet. Damit erhalt man die Nahe-
rung E; = 39,465 kWh. Da die Abweichung zum tatsachlichen
Wert lediglich ca. 0,5% betrégt, liegt hier eine sehr gute Anna-
herung vor, die sich mit dem vorliegenden Datenmaterial auch
nicht weiter verbessern lasst. Die geringe Abweichung lasst
sich wohl dadurch erkldren, dass in der Realitat At sicher
wesentlich kleiner ist als 30 Minuten. Kirzere Zeitintervalle
wiurden zu mehr Daten und zu einem , glatteren” Polygonzug
fihren und eine genauere Berechnung ermoglichen. Diese
Daten stehen aber nicht zur Verfligung.

Alternativ konnte man auch versuchen, den Polygonzug durch
geeignete Funktionen zu glatten oder durch eine Regression zu
modellieren. Leider bietet der Taschenrechner keine passende
Regression, und so erscheint mir eine bessere Annaherung an
den tatsdchlichen Wert bei vertretbarem Rechenaufwand nicht
sinnvoll.

( Autor:

Jijrgén Enders, Bad Pyrmont (D)
aj.enders@t-online.de



Analysisunterricht
Far den Rechner-unterstutzten Mathematikunterricht

% werden viele schone Beispiele publiziert (auch in den

TI-Nachrichten), welche den Lehrkraften Ideen vermitteln fir
den Einsatz von Technologie im Unterricht. Viele Lehrkréfte
wiunschen aber Lehrmittel, welche 1 zu 1 im Unterricht einge-
setzt werden konnen und dabei sowohl den Rechnereinsatz als
auch die Fertigkeiten von Hand bertcksichtigen.

Wir haben in den letzten Jahren eine vollstandige Serie von
Unterrichtsmitteln fir den Einsatz im Algebra- und Analysisun-
terricht entwickelt, welche den Einsatz von CAS-Rechnern oder
-Software (insbesondere TI-Nspire™) berlcksichtigen. Alle
Hefte konnen kostenlos vom TI-Materialienserver (www.ti-
unterrichtsmaterialien.net) als PDF heruntergeladen oder als
gedruckte Version bezogen werden (www.ti-activities-shop.
net). Die Hefte enthalten nebst kurzen Theorieeinschiben vor
allem eine reiche Auswahl von Aufgaben aus verschiedenen
Gebieten und mit unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad. Sie
eignen sich deshalb fur verschiedene Unterrichtstypen und
Leistungsniveaus.

Materialien fir
TI-Nspire™ CAS it Tovchpad Handheld, TI-Nspire™ CX CAS Handheld,

TI-Nspire™ CAS Software

Benno Frei, René Hugelshofer, Robert Mérki
Lineare Funktionen und
Gleichungen

Dynamisch und CAS-gerecht

» Fiir Gymmasien (310, Schufjahe)
und hibara Berefsschulan

» Reichhaltige Answahl von Aufgaben und
Anweendungsheispielen, kurze Thaorie

= Umgang mit Parametem

= Gauss-Algarithmus

w Lineare Dptimierung

Texas
INSTRLIMENTS
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Abb. 1

Das neuste Heft ,Lineare Funktionen und Gleichungen” wird in
diesem Artikel an Hand von einigen Beispielen vorgestellt.

Unterrichtsmaterialien fir den Algebra- und

Benno Frei, Dr. René Hugelshofer, Robert Mdrki

Das erste Heft fur TI-Nspire™ ,,Quadratische Funktionen und
Gleichungen” erschien 2009. Seit 2010 ist das bewéahrte Buch
.Differenzial- und Integralrechnung” von Robert Marki -
urspringlich fir den Voyage™ 200 geschrieben - auch fur den
TI-Nspire™ erhaltlich. Die Lucke in dieser Unterrichtsserie,
namlich ,Wachstumsprozesse” (Potenz-, Exponential- und
Logarithmusfunktion, sowie Folgen und Reihen) wird anfangs
2013 fertig sein.

Einige Beispiele aus
sLineare Funktionen und Gleichungen”

Das erste Kapitel des Heftes beginnt mit der Grundform der
linearen Funktion x — y = a-x + b. Den Studierenden begegnen
hier zum ersten Mal Funktionen, welche von Parametern
abhangen. Deshalb ist es wichtig Steigung und Achsenab-
schnitt anhand von Beispielen und auch Schiebereglern zu
visualisieren und konkretisieren.

Viele Lehrkrafte benutzen die Grundform fir alle Probleme mit
linearen Funktionen oder Gleichungen. Dies fuhrt in der Regel
zu einem Gleichungssystem mit 2 Variablen. Wir bevorzugen
die Form, welche auf der Steigung einer Geraden durch 2 Punk-
te (xplyp) und (x|y) beruht (im Heft Punkt-Steigungsform
genannt):

verschoben. Die Translationen werden hier also propadeutisch
benutzt ohne es zu erwahnen.
Die Gleichung konnte auch als CAS-Baustein, z.B.
Tingl (x,y,xp,yp,a) abgespeichert werden, was die Handhabung
vereinfacht, aber nach unserer Erfahrung auf dieser Stufe als zu
abstrakt empfunden wird.

Mit obiger Form konnen viele Aufgaben ohne Gleichungssys-
tem gelost werden, wie das folgende Beispiel mit einer stlick-
weise linearen Funktion zeigt:

Aufgabe

Eine Fussgangerin startet um 5 Uhr von der Ortschaft A um bis
zur Ortschaft B zu wandern, welche 32 km entfernt ist. Sie
marschiert mit einer Geschwindigkeit von 5 km/h wahrend 3 h,
frihstlickt dann 1 h und lauft dann mit 4 km/h bis zum Mittag-
essen (12 Uhr, Pause 1 h), worauf sie den Rest bis B ohne Halt
mit 5 km/h zurlicklegt. (In der Aufgabe im Heft kommt zusatz-
lich ein Fahrradfahrer vor, siehe Abb.2, und es wird nach der
Anzahl Begegnungen gefragt).

Zeichne in einem Zeit-Weg-Diagramm das Streckenprofil der
Fussgangerin.



Losung

x=Zeit [h], y=zurlickgelegter Weg [km], Startpunkt (5]|0)

1. Teilfunktion: y = 5:(x -5 ); 5 < x < 8, Endpunkt: (x|y) = (8|15)
2. Teilfunktion: y = 15; 8 < x < 9, Endpunkt: (9|15)

3. Teilfunktion: y = 4-(x-9) + 15; 9 < x < 12, Endpunkt: (12|27)
4. Teilfunktion: y = 27; 12 < x < 13, Endpunkt: (13]27)

5. Teilfunktion: y = 5:(x-13); 13 < x < ??

Endpunkt berechnen: 32 = b( x —= 13 ) + 27 = x = 14;
Endpunkt: (14]32)

Gesamte FuRgéanger-Funktion:

y=5-(x-b); x<8
y=15; <x<9
fix)=1y=4.-(x-9)+15; 9<x<12
y=27; 12<x<13
y=5-(x-13)+27;, 13<x<14
~
3|”
10
X
Abb.2

Zur linearen Gleichung bzw. Funktion findet man im 1. Kapitel
viele Aufgaben, insbesondere auch angewandte Aufgaben,
Normalenprobleme und Aufgaben mit Parametern.

Das zweite Kapitel beginnt mit einer Repetition der Losungsme-
thoden (inkl. graphische) von Gleichungen mit einer Variablen.
Dann folgen die Losungsmethoden und Losbarkeitsdiskussion
fir Gleichungssysteme mit 2 Variablen (inkl. graphische
Lésung) und von Gleichungssystemen mit mehreren Variablen.
Weiter wird das Gauss-Verfahren eingefiihrt, sowohl als White-
Box (von Hand und mit Matrixzeilenoperationen) als auch als
Black-Box (rref). Diese Verfahren werden dann mit einer gros-
sen Anzahl von Aufgaben aus verschiedenen Bereichen gelbt,
darunter auch die klassischen Typen wie Aufgaben zu Bewe-
gungen, Zins, Leistung, Mischen und Legieren, Weg-Zeit-
Geschwindigkeit. Als Beispiel eine Aufgabe, welche durch
einen Parameter erweitert wurde:

Aufgabe

Eine Tour de France Etappe enthalt ebenes Gelande (Durch-
schnittsgeschwindigkeit 45 km/h), steigendes Gelande (Durch-
schnittsgeschwindigkeit 15 km/h), sowie fallendes Gelande
(Durchschnittsgeschwindigkeit 65 km/h). Die Fahrt fiir total
212 km dauert 4 h 48 min. Im Jahr zuvor wurde die gleiche
Strecke in umgekehrter Richtung gefahren (gleiche Durch-
schnittsgeschwindigkeiten fiir die drei Gelandearten). Die Fah-
rer brauchten dafir 6 h.

a) Wie lang sind die Anteile an ebenem, steigendem und fal-
lendem Gelande auf der Hinfahrt?

b) Ersetze die Zeit flir die umgekehrte Richtung von 6 h durch
eine Variable a. In welchem Bereich muss a gewahlt wer-
den, damit es Uberhaupt eine Losung gibt?

Losung
a) x,y,z: Weg in km fur ebenes, steigendes und fallendes Gelan-
de (x, z, y auf dem Ruckweg).

gl=x+y+z=212

@2=24+Y 1 %_48
45 15 65

g3zzl+i+l:
45 15 65

solve(gl and g2 and g3, X, v, z) liefert: x = 175,36 und y = 6,62
und z = 30,02.

Auf der Hinfahrt hat es 175,36 km ebenes, 6,62 km steigendes
und 30,02 km fallendes Gelande gegeben.

b) Nur die 3. Gleichung wird gedndert:

g3b =X 24Y _q
45 15 65

solve(gl and g2 and g3, X, v, 2) liefert nun:

. ~585-(a-12,59)
22
39-(a—4,13)
B 11
,_13-(195a-916)
110

Die Analyse des Resultats ergibt 4,70 < a < 12,59.

Schon dieses einfache Beispiel zeigt, dass das Ersetzen von
Zahlen durch Parameter in einer Aufgabe oft zu interessanten
Losungsdiskussionen fuhren kann.

Bei angewandten Aufgaben ist das Aufstellen der Gleichungen
der mathematisch interessante Teil, das Aufldsen der Gleichungs-
systeme Uberlasst man dem Rechner. Die Interpretation des
Resultats hingegen kann der Rechner wiederum nicht leisten.

Ein weiterer Block bringt Aufgaben aus der Physik (Krafte, sie-
he Abb.3; Kirchhoffregel) oder der Chemie (Ausgleichsrech-



nung, die zu diophantischen Gleichungen fihren), was zu einer
Zusammenarbeit Uber die Fachgrenzen hinaus flihren kann.
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Abb.3

Im letzten Abschnitt wird noch die Lineare Optimierung (Abb. 4)
mit 2 Variablen behandelt. Hier ist die graphische Losung mit
dem TI-Nspire™ einfach zu visualisieren, sowohl das Planungs-
polynom mit den Randgeraden, wie auch die Zielfunktion,
welche mit einem Schieberegler verandert werden kann.
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Kombinatorik

Ganz neu ist auch das Heft ,Kombinatorik mit einer kurzen
Einflhrung in die Wahrscheinlichkeit” von Renato Burkart und
René Hugelshofer. Das Heft ist fir selbstorientiertes Lernen
konzipiert. In der Schweiz wird oft ein erster Teil Stochastik im
9. oder 10. Schuljahr mit dem Thema Kombinatorik behandelt.
In diesem Heft wird vorgangig in die Wahrscheinlichkeit einge-
flhrt und dann kombinatorische Aufgaben zur Wahrscheinlich-
keit integriert: www.ti-unterrichtsmaterialien.net

( Autor:

Dr. René Hugelshofer, Heerbrugg (CH)
rene@hugelshofer.net

Ein Experiment zum Induktionsgesetz

Dr. Karl-Heinz Keunecke

Die Unterrichtsidee:

In einem Experiment, in dem der Zusammenhang von
Induktionsspannung und Magnetfeld untersucht werden soll,
hat man im Allgemeinen sowohl die Induktionsspannung als
auch den magnetischen Fluss zu messen [1]. Es ist aber auch
moglich, den gesuchten Zusammenhang nur durch Messung
der Induktionsspannung zu klaren.

Lasst man einen Magneten durch eine Spule fallen, so ist seine
Geschwindigkeit und damit auch die Anderungsrate des Mag-
netfeldes in der Spule proportional zur Fallzeit. Bei diesem
Versuch kann man zeigen, dass auch die Maximalwerte der
Spannungsstof3e in der Spule proportional zur Fallzeit zuneh-
men. Hieraus kann dann gefolgert werden, dass zwischen der
induzierten Spannung U, , und der Anderungsrate des magne-
tischen Flusses @ in der Spule eine Proportionalitat besteht.
d£~t A Uind ~t= Uind - dB
dt dt
Damit ist das Wesentliche des Induktionsgesetzes gezeigt.

Durchfiihrung und Auswertung der Versuche:

Auf ein Kunststoffrohr werden vier Spulen gesteckt. lhr
Abstand wird durch kurze Rohrstiicke mit etwas grofderem
Durchmesser fixiert (s. Abb.1). Die Spulen mit jeweils 3000
Windungen werden in Reihe geschaltet. Wahrend der Magnet
durch das Rohr fallt, wird die Summe der Induktionsspannun-
gen mit einem Tl-LabCradle™ gemessen. Verwendet man
einen sog. Supermagneten von ca. 1T, treten Induktionsspan-
nungen von mehreren Volt auf, die ohne Vorverstarker gemes-
sen werden konnen. Die auftretenden Spannungsimpulse sind
allerdings sehr kurz, so dass je nach der Fallhohe eine Abtast-
rate von 0,4 ms bis 1 ms gewahlt werden sollte. Da die Mess-
zeit fur den Fall durch vier Spulen 0,3 s bis 0,5 s betragt, erhalt
man ca. 1000 Messwerte. Damit gerat man bereits an die Gren-
zen von LabCradle™ und TI-Nspire™ CX. Um die Messungen
mit Beginn des Falls zu starten, ist es erforderlich, die Messung
durch die auftretende Induktionsspannung starten zu lassen
(Triggern mit Vorspeicherung) [2].



Bevor die Schilerinnen und Schiiler sich mit den Ergebnissen
dieses Versuches auseinandersetzen, wird ihnen zunachst ein
Spannungsimpuls gezeigt, der entsteht, wenn der Magnet
durch nur eine Spule fallt. Das Ergebnis ist in Abb.2 dargestellt.

Zur Interpretation des Verlaufs dieser induzierten Spannung
werden Vorkenntnisse aus anderen Einflihrungsexperimenten
zur Induktion bendtigt:

a) Eine Induktionsspannung entsteht nur dann, wenn der
Magnet bewegt wird und sich dadurch das Magnetfeld
in der Spule andert.

b) Die Induktionsspannung wird umso groRer, je schneller
sich das Magnetfeld andert.

c) Die Induktionsspannung hat beim Annahern an die Spule
ein anderes Vorzeichen als beim Entfernen.

€

Abb.1: Fall eines Magneten durch 4 Spulen

Mit diesen Kenntnissen kann der Verlauf der Induktionsspannung
und insbesondere der Wechsel der Polaritat erklart werden.
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Abb.2: Induktionsspannung in einer der Spulen

Nun wird das Experiment zu der Versuchsanordnung von
Abb.1 durchgefiuihrt, um den Zusammenhang zwischen der
Fallzeit und der Induktionsspannung zu untersuchen.

13.02 Tv _—

£22(x)=36.1- x+4.37

fN
x‘%‘a

0.3

018" fﬂ 01

£2x)
1.1

8.5 y—4.74

13,99

Abb.3: gemessene Summenspannung

Abb.3 zeigt die Spannung Ulber den vier Spulen. In jeder der
Spulen wird nacheinander eine Spannung wie in Abb.2 indu-
ziert. Aufgrund der zunehmenden Geschwindigkeit der Magne-
ten werden die Spannungsimpulse mit zunehmender Fallhéhe
kirzer. Gleichzeitig werden auch die Hochstwerte der Span-
nung gréRer, weil die Anderungsrate der Flussdichte zunimmt
(I1.). Diese Hochstwerte liegen offensichtlich auf Geraden. Das
kann man durch Einfligen von Geraden zeigen, die manuell so
verschoben werden kénnen, dass sie - wie in Abb.3 gezeigt -
durch die Extrempunkte verlaufen. Der Schnittpunkt der Gera-
den markiert auf der Zeitachse den Beginn des Falls.

Far die hier beschriebene Auswertung ist allerdings nur erfor-
derlich festzustellen, dass die Induktionsspannung proportional
zur Fallzeit ist. Dieser Zusammenhang ist durch das Experiment
nur fur die Maximalwerte nachgewiesen, kann aber verallge-
meinert werden zu:

(1) U (t)~t
Obwohl das Magnetfeld und seine Anderung bei diesem Ver-
such nicht experimentell bestimmt werden, sind Aussagen uber
die Anderung des Feldes, genauer gesagt (iber die momentane
Anderungsrate des magnetischen Flusses ®, mdglich.

Die Geschwindigkeit des Magneten wahrend des Falles
bestimmt die Anderungsrate des magnetischen Flusses. Damit
gilt also:

Die Geschwindigkeit frei fallender Korper (ohne Luftreibung)
betragt v(t)=a-t, wobei a die Fallbeschleunigung ist. Ersetzt man
v(t) in (2), so erhalt man ebenso wie fir die Induktionsspan-
nung:




Aus den Proportionalitaten (1) und (3) kann geschlossen wer-
den, dass nun auch die Induktionsspannung in der Spule pro-
portional zur momentanen Anderungsrate des magnetischen
Flusses dort ist. Somit gilt:

dob(t)

(4) Yo (94

Damit ist das Wesentliche des Induktionsgesetzes, das sich
schreiben lasst als

U, (t):—n%, n: Windungszahl, gefunden worden.

Die Beziehung (4) kann man nutzen, um den Verlauf von ® bis
auf eine Konstante zu berechnen. Durch Integration erhalt man:

(6) J Uy(r) de-o(1)

Darin ist t, der Beginn der Fallzeit.

Das Integral (5) kann numerisch gelost und so der zeitliche
Verlauf der Flussdichte in den Spulen berechnet werden. Die
numerische Integration in der Tabellenkalkulation des TI-Nspi-
re™ CX st in Abb.4 durchgefiihrt worden. In den Spalten A und
B sind die Messdaten eingelesen worden und in Spalte C
erfolgt die Summation (s. Eingabezeile). Die Integration kann
Uber die gesamte Messzeit ausgefiihrt werden, da die Summa-
tion nur beim Auftreten der Induktionsspannungen wesentliche
Beitrage zum Integral liefert. Diese Berechnung ist in [3] aus-
fahrlich beschrieben worden. Das Ergebnis int_pot ist in
Abb.5 zusammen mit den gemessenen Induktionsspannungen
graphisch dargestellt worden.

run9.time lrung.potential .int_pct D 2
-0.08 0.091781 0.000037
-0.0796 0.086168
-0.0792 0.086168 0.000106
-0.0788 0.086168 0.00014
-0.0784 0.091781 0.000177
-0.078 0.091781 0.000214
-0.0776 0.097395 0.000252
-0.0772 0.097395 0.000291 1
o_ATle s S_Asmenn A_Aonm = ¥
C2 |=c1+b2-4.e4 [4]»

Abb.4: Integration der Induktionsspannung

Aus der Induktionsspannung hat man durch die Integration die
untere graphische Darstellung erhalten. Diese hat nach (5) den
gleichen Verlauf wie der magnetische Fluss durch die Spulen.
Dieser steigt zunachst bis zu einem Hochstwert an, der erreicht
wird, wenn sich der Magnet mitten in der Spule befindet.
Danach nimmt das Feld wieder ab. In allen Spulen ist der Maxi-
malwert gleich groRR. Je gréRer die Fallhéhe und damit die
Fallgeschwindigkeit ist, desto schmaler wird die zu jeder Spule
gehorige ,Glockenkurve'.

Zusammenfassung:

Die beschriebene Versuchsanordnung ist bereits 1990 als ,Fall-
rohre’ mit eigener Auswerte-Software von Lehrmittelfirmen [4]
angeboten worden. Allerdings sind keine einzelnen Spulen wie
in Abb.1 verwendet worden, sondern es wurden sechs Spulen
im festen Abstand direkt auf das Kunststoffrohr gewickelt. Die
Messergebnisse (Abb.3) wurden allerdings nur dazu genutzt,
die Fallzeiten des Magneten zu bestimmen, um daraus die Fall-
beschleunigung zu berechnen. Auf dem Bildungsserver Baden-
Warttembergs [5] sind Versuche mit der Anordnung von Abb.1
beschrieben. Dabei wird nur der Verlauf der Induktionsspan-
nung untersucht und diskutiert. Die Berechnung der magneti-
schen Flussdichte aus der gemessenen Induktionsspannung
wie sie in dieser Ausarbeitung durchgefuhrt wird, ist nur mit
einer Technologie moglich, die neben einer Messwerterfassung
auch eine Tabellenkalkulation und ein CAS umfasst.

Das beschriebene Experiment ist weniger als Ersatz bisheriger
Versuche zum Induktionsgesetz gedacht, sondern eher als
Erganzung oder zur Binnendifferenzierung verwendbar. Man
kann es auch fur Klausuren nutzen. Dann konnte der Datensatz
auf die Schilerrechner Uberspielt und z. B. die Aufgabe gestellt
werden, den magnetischen Fluss mithilfe des Induktionsgeset-
zes zu berechnen und zu interpretieren.

[1] Keunecke, Versuche zum Induktionsgesetz, 2005,
TI-Nachrichten Sonderausgabe Physik

[2] Cerajewski und Keunecke, 2012, Mechanische Schwin-
gungen, Anleitungen zur Datenerfassung und Auswer-
tung, A7: Triggern

[3] Cerajewski und Keunecke, 2012, Mechanische Schwin-
gungen, Anleitungen zur Datenerfassung und Auswer-
tung, A16: Numerisch integrieren und differenzieren

[4] Fallrohre 7860, Fa. Neva;
http://vorsam.uni-ulm.de/Versuche/M/PDF/M_129V00.
pdf

[5] [Bildungsserver Baden-Wiirttemberg, Induktion und
freier Fall, CASSY Lab
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Dr. Karl-Heinz Keunecke, Altenholz (D)
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Ortskurven und Kurvendiskussion

Wolfgang Moldenhauer, Wilfried Zappe

% Uber Ortskurven der Schnittpunkte von Dreiecktrans-
versalen wurde in den TI-Nachrichten schon berichtet!".
Wir ergédnzen diese Nachrichten durch einige Uberlegungen,

die u.E. Anregungen flir den Mathematikunterricht in der
Sekundarstufe Il geben kénnen.

1. Grundidee

Ein Dreieck ABC ist durch die Punkte A(0|0), B(10|0) und C
gegeben®. Der Punkt C ist an den Graphen einer Funktion
y = g(x) mit g(x) # 0 gebunden, er hat also die Koordinaten
C(t|g(t)) mit t IR. Ziel der Untersuchungen ist es, die Ortskurve
des Schnittpunktes von Dreieckstransversalen zu konstruieren,
die Gleichung der Ortskurve herzuleiten und diese Gleichung
auf interessante Eigenschaften hin zu analysieren.

Als Beispiel haben wir zunachst y = g(x) = x? sowie die Trans-
versalen h und s, gewahlt und diesen Fall ausfuhrlich darge-
stellt. Wir empfehlen, die weiteren in der Ubersicht 1 darge-
stellten Falle (auch fir y = g(x) = x+1) mit Schulerinnen und
Schiilern zu untersuchen.

Die Rechnungen fur den allgemeinen Fall y = g(x) sind fur die
Transversalen h_und h, detailliert ausgeftihrt und die Ergebnis-
se fiir weitere Transversalen in der Ubersicht 2 tabellarisch
aufgelistet. Die Ergebnisse lassen sich gut in eine NOTES-
Anwendung einfugen und konnen durch Lehrerinnen und Leh-
rer genutzt werden, um damit rasch weitere Aufgaben zu kon-
struieren.

2. Beispiel

Ein Dreieck ABC ist durch die Punkte A(0|0), B(10]0) und C(t|t?)
mit t IR, t # 0 gegeben. Der Punkt S sei der Schnittpunkt S der
Hoéhe h  und der Seitenhalbierenden s, des Dreiecks ABC.
Untersucht wird die Ortskurve von S.

2.1 Konstruktion der Ortskurve

**  Ortskurve

Ll

Hinweise zur Konstruktion:
e Applikation ,,Graphs” 6ffnen.
e Graph von y = x? zeichnen.

e Dreieck ABC konstruieren (Menu ,,Formen”), dabei den
Punkt C auf die Parabel legen.

® Hohe h_ konstruieren (Meni , Konstruktion®, Senkrechte).

¢ Seitenhalbierende s, konstruieren (Mittelpunkt M der Sei-
te AC konstruieren und M mit B durch eine Gerade verbin-
den).

¢ Schnittpunkt S von h_ und s,
,Punkte&Geraden”, Schnittpunkt).

e Ortskurve von S anzeigen lassen (Menl ,Konstruktion”,
Geometrischer Ort)

angeben (Menil

2.2 Gleichung der Ortskurve

Die Héhe h_ist durch die Gerade x = t beschrieben. Die Seiten-
halbierende s, ist durch die Punkte B(10|0) und den Mittelpunkt

M(31%)
der Seite AC gegeben. Die Gleichung der Seitenhalbierenden
kann damit berechnet werden. Sie ist von der Form y = m-x+n,

die Parameter m und n werden durch Einsetzen der Koordina-
ten von M und B Uber ein Gleichungssystem bestimmt:

7 N
| |0=10n+n \
solvel ;2 ¢ mn
—=—m+n
2
2 -10-¢
nr= d n=
=20 =20
Abb.2
Die Gleichung von sb lautet also:
y=t(=—tx=10T s 20
! t-20 t-20
Wegen x = t ergibt sich damit fur die Gleichung der Ortskurve:
2 2 2
y=fix)= X x— 10 X X0 iy 0
x—20 x—-20 x—-20

Der mit dieser Gleichung gezeichnete Graph liegt genau lber
der Ortskurve.

x=20

»

x=20

Abb.3




Existiert der Schnittpunkt S immer? Nein, bei x = 20 sind die
Hohe h_und die Seitenhalbierende s, parallel. Fir x =t = 0
entartet das Dreieck ABC zu einer Strecke. Es ist wenig sinn-
voll, dann einen Schnittpunkt von h_und s, anzugeben. Des-
halb wurde t = 0 anfangs aus dem Definitionsbereich ausge-
schlossen

| szlx—l':l!
X=X

& -

Abb.4
2.3 Analytische Untersuchung der Ortskurve

Es gilt
2
y= f(x):M
Xx—2

Nullstellen: x1 = 0 und x, = 10

mit x =20

Polstellen: Eine Polstelle existiert bei x, = 20. Dort liegt eine
senkrechte Asymptote vor.

Lokale Extrema: Die Funktion besitzt drei lokale Extrempunk-
te: Tiefpunkt T,(0]0), Hochpunkt H(7,2|11,3) Tiefpunkt
T,(27,8[1763,7). Die Koordinaten von H und T, sind auf eine
Stelle nach dem Komma gerundet worden, die genauen Werte
und die Rechnung mit dem CAS koénnen dem folgenden Bild-
schirmabdruck entnommen werden.

R Eal o OO
o x-20 "
Ai4) 2.x(x2-35x+200) -
i 2
x-2

& ) 33 -60-x2+1200 x-4000) e
e (x-20)* )
ﬂ‘_{;‘{,]} {-zwoo e
a’ fx-20)*
© Nullstellen der 1. Ableitung:

[' 2.0 [x?-35 x+200) [0-5{17—1,15_[@]
zeros||—— — —— w20 x * = ¥ =

\ (x-20)* B B

mw[’J =35 "zm].-sw.\) {0,7.19224,27 8078}
(v-20)?

i

& Vorzeichen der 2. Ableitung an den méglichen Extremstellen:

]|3 (+*-60-x2+1200-x-4000) .\:20]\=[o_'5 (17-7) 5 [,,r1_7+7:|] [1'15 u’f-l?]lﬁ 17+ ]

| x-20)} ' 2 12 ]

| 2.(x*-60.x2+1200-x-4000) .n201\=[o 517 -7) s-["Fw:l] {1.-1.80776,18.8078 }
(x-20) ' B

© Funktionswerte an den lokalen Extremstellen
1’ {17 -7) s(17+7) ”
0 = g =

-

[Q -25.(17 Jrl?-'-’l]I 2517 .,.ITT +71) ]

{0.11.3401,1763 66}

[T

Abb.5
Die Fenstereinstellung muss entsprechend grof3 gewahlt wer-

den, um auch den Tiefpunkt T, in der graphischen Darstellung
zu erkennen.

)\ f1(x) =22
2-r _ W
2(x)= Eﬂ,xiza
x=20
(278, 1/76e+3 )

“( 16.4,269)
s &

L tad

307

Abb.6
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Wendepunkt: Die Ortskurve hat genau einen Wendepunkt
W(4,1]6,3). Die genauen Werte und die Rechnung mit dem CAS
kénnen dem folgenden Bildschirmabdruck enthommen wer-
den.

e Feriig
.{.]:.L_ILI’.TWJ.JSJO
x=2
%l:,{-]) 2xli?-3s x+wo}|“m
{x-20)?
2 )
A 4) | 2x*-60x +12(:0-.r—-1000}““20
de? (x-20)°
-
& -24000
= (Ax)) = x#20
e (x-20)*
© Hullstellen der 2, Ableitung als mogliche Wend
Ignyd 20
B Uz[w 60 +11<;u '_m),xézﬂ,x] | T
a0 £ 2
[x ] 23+21+2
2{x*~60 x2+1200 x-4000) {412599}
zeros| '7,,.\'*20,7(
(x-20)*
© sk lien der S uALE an der moglichen Wend
4
—24000..“2““ - 20 [ % %
(x-20)4 2 1 312%+27 +3
2742342 ( s 1 )4
3.3
20127 +2 7 +1,

2000 o 2 ] {-0.377976}
(v-20)% 21
23+23+J.
© Funktionswert an der Wendestelle:
20 /1
I 21 ) m-33-23+1)
2342342 2 1 ; 1 12
[2=+3=+1-(23+23+J
{ 20 {6.29047}
Nz 1
\ ET‘+_>?+3 )
Abb.7

Natirlich sieht man auch ohne Rechnung, dass die 3. Ableitung
fur alle x # 20 negativ ist, da der Zahler negativ und der Nenner
als 4. Potenz positiv ist.

2.4 Didaktischer Kommentar

Anhand dieses Beispiels kann die Notwendigkeit einer rechne-
rischen Kurvenuntersuchung gut herausgearbeitet werden.
Den Tiefpunkt T, wirde man ohne eine solche Rechnung wohl
nur durch Zufall entdecken.

Es ergeben sich viele Moglichkeiten der Vernetzung geometri-
scher und algebraischer Kenntnisse sowie der Nutzung von
Kompetenzen im Umgang mit dem TI-Nspire™ CAS.

Wahlt man fir g(x) z. B. die Funktionen y = x? bzw. y = x+1
ergeben sich als Ortskurven lineare, quadratische und gebro-
chenrationale Funktionen bzw. die Gerade x = 5 (diese evtl. mit
gewissen Einschrankungen). Die folgende Ubersicht gestattet
einen raschen Blick auf die Ergebnisse.

3. Ubersicht 1

Analog zum Vorgehen im Beispiel empfehlen wir die Untersu-
chung der in der folgenden Tabelle dargestellten Falle. Die
Gleichungen der Ortskurven sind in der 2. bzw. 3. Spalte zu

finden. Auf die Einbeziehung der Winkelhalbierenden wurde
verzichtet, weil zu ihrer Untersuchung mathematische Kennt-
nisse notwendig sind, die i. A. nicht in der Schule behandelt
werden (vgl. dazu Moldenhauer/ Zappe: ,,Wanderungen” in:
TI-Nachrichten 2/2008, S. 27 — 31).

Wegen der Vereinfachung der Rechnungen wird auf die zu den
Seiten AB bzw. AC gehorenden Transversalen Bezug genommen.

Punkt C ,wandert” auf dem Graphen von

y=x+1 y=x2
he N hg =—X'(m_x):x¢—1 y=E_1;x¢o
X+1 X
1
he A my Y=1—2x+2;x:—1 y=1-(x*-1); x#0
(% — x* - (x-10)
he N sk =w x£20 yzw
(x—20)
x#20
sen sy y=x-3 y=3-(x-9)
der Geraden x = 5, au-
Rer P(5; y) mit
Mme N Mp @+2<y<@—2 der Geradenx =5
2 72

Tabelle 1

4. Allgemeine Losung

Ein Dreieck ABC ist durch die Punkte A(0|0), B(10|0) und C
gegeben. Der Punkt C ist an den Graphen einer Funktion g
gebunden, er hat also die Koordinaten C(t|g(t)) mit teIR und
g(t) # 0. Wir interessieren uns fir die Ortskurve des Schnitt-
punktes von Dreieckstransversalen. Fir das Beispiel h, N h,
rechnen wir das im Folgenden vor und geben dann die Ergeb-
nisse fiir alle oben betrachteten Falle in einer Ubersicht an.

Die Hohe h_hat die Gleichung x = t. Die Gerade h(AC) hat den
Anstieg:

m1:# mitt =0,

Die Hohe h, steht senkrecht auf h(AC) und hat deshalb den
Anstieg:

t .
m, :—% mit g(t) #0

Fur die Gleichung von h, gilt also:

y:f(x):—ﬁ-x+n

Die Hohe h, enthalt den Punkt B(10]0). Durch Einsetzen kann
nun eine Gleichung der Héhe h, bestimmt werden:

O:—$-10+n:>n:$ mit t#0 und g(t)=0
y="f(x)= #~x+$ mit t0 und g(t)=0

)
Die Gleichung der Ortskurve erhalten wir durch Einsetzen von
x =t (Gleichung von h ) in die Geradengleichung von h,:

— (5 = — Xy 10x — X100 o
y=f(x)= X =X mit x # 0 und g(x) # 0



5. Ubersicht 2

Punkt C ,wandert* auf dem Graphen
von y = g(x)
he m hg =><-(10—>()
g(x)
hgr"\ Mp 1 2
y=<-19(x)-
2 g(x)
he A sp g(x)
y= _20-()(—10]
Sc M Sp y=%-g(3x—10)
Mc N Mp der Geraden x = 5 aulBer P(5|y) mit
2 . -—
yelR\ M; teR
2-g(t)

Tabelle 2

Mit diesen ,,Formeln” lassen sich nun fur viele Funktionen g(x)
die entsprechenden Ortskurven rasch ermitteln, vor allem wenn
man sie in eine NOTES-Anwendung einbindet:

'Clﬂuh.n-ln
ple] mvi g =

e geschrstien mit bt gi{x] - gils)
@
e geschrstten mit mby: g2 2 |-u"-:l '] » Fertig gafe 4
v oell 1}
y I y (=10 [+1
e geschesnen mit sbe g¥x] --!’l% v=10) * Ferng g3 «
s

s gaschnitien mit she gllv] 'l‘ g2 a=-10) = Bervie glla) = o2

;. geschrtten mit mb: g5y -M * Fertlg o) = =
g 2 [i+1]

B

miirten = fdin gl Lol

moben =i {g8{n] i r-1 = s

¢

Abb.8

Man muss allerdings darauf achten, beim Schnitt der Mittel-
senkrechten m_ und m, die entsprechenden Definitionsberei-
che fir die Befehle fMin und fMax anzugeben. Sie missen i.A.
jeweils von Hand neu eingegeben werden oder diese Betrach-
tung bedarf einer besonderen Untersuchung, z.B. mit Hilfe
einer graphischen Darstellung von gb5(x).

6. Didaktischer Kommentar

Neben dem bereits im Punkt 2.4 Angesprochenem ist darauf
hinzuweisen, dass sich dieses Thema flir eine Arbeit in Gruppen
geradezu anbietet.

Es bleibt zu tiberlegen, ob es sinnvoll ist, auch mit den Schiilern
die zuletzt beschriebene Anwendung mit Notes zu thematisie-
ren. Dies sollte u. E. vielleicht zunachst den Lehrerinnen und
Lehrern fur die Erstellung geeigneter Aufgaben Uberlassen blei-
ben.

" vgl.: Moldenhauer, W; Zappe, W: Wanderungen, in: TI-Nach-
richten 2/2008, S. 27 — 31 und

Moldenhauer, W.; Zappe, W: Ortskurven, in: TI-Nachrichten
1/2010, S. 27 - 31

2 Wegen der Vereinfachung von Rechnungen liegt A im
Ursprung und B auf der x-Achse. Um eine gute Darstellung zu
erreichen, wurde x, = 10 gewéhlt.

3 Da der Schwerpunkt die Schwerelinien im Verhéltnis 1:2
teilt, konnen die Ergebnisse fir diesen Fall auch elementar-
geometrisch durch zentrische Streckung gefunden werden.
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Eine Fallstudie zu Freileitungen

Michael Roser, Hans Rudolf Schneebeli

Zusammenfassung

Bei der Planung von Freileitungen treten Fragen auf,
welche sich mit gymnasialer Mathematik angemessen behan-
deln lassen. Insbesondere zeigen wir, wie sich einfache geome-
trische Naherungen fir Schatzungen verwenden lassen. Wir
vergleichen die Methode mit einer Losung unter Verwendung
von Analysis und numerischem Loser. Dieser zweite Schritt ist
im Gymnasium ohne Einsatz eines CAS kaum denkbar. Der
erste Schritt lasst sich kaum ohne den zweiten begriinden, weil
der methodische Fehler sich sonst nicht abschatzen lieRe. Das

CAS gibt in diesem Beispiel eine gute Ubung zu Anwendungen
der Analysis und einen Mehrwert gegenuber den einfacheren
Schatzverfahren durch Diskretisierung.

Die Schieberegler des TI-Nspire™ stellen ein intuitives Mittel
dar, um numerische Experimente dank der grafischen Oberfla-
che zu elementarisieren. Die Analogmethode vermag eine rea-
listische und praxisrelevante Optimierungsaufgabe experimen-
tell und interaktiv zu bewaltigen.



Voraussetzungen:
Berechnung der Bogenlange, thermische Langenausdehnung.

Ziele:

Einfache Schatzverfahren mit genaueren Methoden der Ingeni-
eurmathematik vergleichen und fir die Praxis gut verwendbare
verbesserte Schatzungen entwickeln. Schatzen und Rechnen
oder Grafik verbinden.

Aufgabe: Entwurf einer Freileitung.

Wenn es zum Atomausstieg mit massivem Einsatz von erneu-
erbaren Energien kommen soll, so werden Freileitungen eine
gewichtige Rolle beim Transport der ungleichmaRig anfallen-
den erneuerbaren elektrischen Energie spielen. Gewisse Fra-
gen, die Ingenieure beim Entwurf von Freileitungen klaren
mussen, lassen sich schon im Gymnasium beantworten, vor-
ausgesetzt, die Schiler wissen ihr CAS zu nutzen.

Bei Freileitungen werden Aluminiumkabel zum Transport elek-
trischer Energie eingesetzt. Diese Kabel werden an Stahimas-
ten aufgehangt. Im einfachsten Fall durchquert die Leitung eine
Ebene. Angenommen, der Abstand von einem Mast zum
nachsten, die Spannweite, sei a, die Kabellange zwischen den
Masten sei k > a. Es sind folgende Fragen zu klaren

a) Wie grol3 ist der Durchhang Ah der Kabel zwischen den
Masten?

b) Zwischen welchen Werten verandert sich der Durchhang
als Folge der Warmeausdehnung der Kabel im Tempera-
turbereich -30°C < T < 70°C?

c) Angenommen es gelte a = 500 Meter. Welche Masthohe
ist notwendig, wenn der Abstand zwischen Kabel und
Boden mindestens 15 Meter betragen soll?

d) Lohnt es sich, den Abstand der Masten auf 1000 Meter
zu verdoppeln? Begriinden Sie die Antwort nach rationa-
len Kriterien.

Daten: Warmeausdehnungskoeffizient fur  Aluminium:
A = 2,4-10% K" (Hinweis: In der Physik werden Temperaturdif-
ferenzen stets in der Einheit Kelvin angegeben, 1 K = 1°C)

Skizze der Losung unter Verwendung eines CAS

Ein Standardmodell fur das durchhangende Kabel ist die Ket-
telinie. Sie wird als Referenzlosung herangezogen, um die Fol-
gen der Diskretisierung bei groberen Naherungen zu beurteilen.
Jede glatte Kurve lasst sich durch einen Polygonzlge beliebig
gut annahern. Wir begnligen uns vorerst mit den beiden grobs-
ten Naherungen.

Diskretes Ersatzproblem 1

Uber der Strecke a zwischen den beiden Aufhdngungspunkten
des Kabels wird ein gleichschenkliges Dreieck (Abb. 1 und 2)
mit Schenkelldnge k/2 eingepasst. Die Hohe Ah, ist eine ,ratio-
nale Schatzung” fur den Durchhang Ah des Kabels. Sicher ist
Ah, > Ah, denn man kénnte das durchhangende Kabel nach

unten in der Mitte abspannen. Dadurch wird der Durchhang
vergrofert. Es gilt:

ah =1tz
2

Benutzt man die Dilatation d := k - a, so wird

Ah1=% ( +d)2—a2=%\/2~a~d+d2z /%d
furd < a.

Berechnung der Kabellange k in Abhagigkeit der Temperatur T
siehe Abb. 5
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Diskretes Ersatzproblem 2

Die Kabellange k = a+d wird in drei gleichlange Stlicke geteilt.
Mit drei Strecken der Lange k/3 wird Uber einer Strecke der
Lange a ein gleichschenkliges Trapez errichtet (vgl. Abb. 3 und
4). Dessen Hohe Ah, ist eine weitere einfach zu handhabende
Lrationale Schatzung” fur Ah. Die Grof3enbeziehung zwischen
Ah, und Ah ist nicht offensichtlich. Analog zur ersten Diskreti-
sierung gibt es eine Naherungsformel, die fiir d < a brauchbar
ist:
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Kettenlinie als Modell fiir die Referenzlosung

Die folgenden Berechnungen lassen sich mit einem CAS bewal-
tigen, falls die Begriffe Ableitung, Integral und Bogenlénge
bekannt sind und die formalen Berechnungen mit dem CAS
ausgefuhrt werden. Ferner ist der Einsatz eines numerischen
Losers in der Anwendung unabdingbar.

Kettenlinien lassen sich beschreiben durch Graphen der Funkti-
onen vom Typ
X
c: xn—>p-cosh[
P
mit einem Parameter p, der die Form der Kettenlinie beein-
flusst. Diese Beschreibung der Kettenlinie geht von der Annah-
me aus, dass die Aufhangungen des Kabels sich an den Stellen

3/

befinden. Der tiefste Punkt befindet sich dann in (O|p), p > 0
und fir den exakten Wert des Durchhangs gilt

a
Ah=c| = [-p.
Die Lange des Kabels k > a bestimmt den Parameter p bei
gegebenem a als Losung der Gleichung fir p:

N | X

o —yplo

mdx = p-sinh[;:)J

Diese Gleichung fur p ist transzendent. Fir konkrete Werte
von a wird ein numerisches Naherungsverfahren des CAS zur
Bestimmung von p verwendet. Der Einsatz von Naherungsver-
fahren ist typisch fur eine Ingenieuranwendung, in welche auch
Messdaten eingehen, hier wirken im Hintergrund der Langen-
ausdehnungskoeffizient fir Aluminium und die Temperaturen.
Die Ergebnisse einer Simulation sind in der folgenden Tabelle 1
ersichtlich. Zum Vergleich werden auch die Naherungen ange-
geben. Die Berechnungen basieren auf den folgenden
TI-Nspire™-Worksheets (Abb.5, 6).

TIC] | K[m] | Ahi[m] | Ah2[m] | Ah[m] P

-30 500.4 | 10.0 8.15 8.65 3614
20 501.0 | 15.8 12.91 13.7 2283
70 501.6 | 20.0 16.34 17.35 | 1805

Tabelle 1: Durchhang eines Aluminiumkabels bei verschiedenen Temperaturen mit a = 500 m.

Freileitungen

Geometrie der Mazten und Leitung
Abstand der Masten: a = 500. m

Dilatation bei 200C @ d:=1 m
Position der Masten: x1: : 25 x2 ; 25
Mastenhthe: mh-=35 m
temperaturabhangige Kabellinge k in—.ll--[t—:.;-m ‘--[u—:-:]ﬁ 01, m
Dilatation bei 20.°C: i k-a= 1. m
Abb.5
Freileitungen
Naherung fir den Durchhang
[a-a
Dreieck: dhi- |20 . 1551 m: Hehe Gber Boden mh-dhi - 1,19 m
{ 2
| EX TR
Trapez: dh: | - 12,51 m: Hohe dber Boden mh—dhz Fm
i
Parameler p: pp:- oo n{lk o \"'I'I: 2 ll-sli"x] = 2383
2 ‘25171
f I all
Durchhang dh: pp- | cosk | '.|= 13.7m
ool |

Abb.6

Ein Vergleich der drei Verfahren zeigt, dass die Diskretisierung
mit einem Zwischenpunkt in den drei Beispielen je zu grosse
Werte liefert, wahrend die Diskretisierung mit zwei Zwischen-
punkten zu kleine Werte liefert. Dies ist eine gute Ausgangsla-
ge, um aus den beiden systematisch falschen Naherungen eine
Konvexkombination
u-Ah,(a,d) + v-Ah,(a,d) mit u, v > 0 und u+v = 1

zu bilden.



Durch systematisches Probieren (Bisektion) findet man die
Linearkombination:
AH(d):=0.275-Ah,(d)+0.725-Ah, (d)

R
L =30
Differen: dez Durchhangs: X L
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Die Linearkombination AH stimmt fiir a = 500 m und im prak-
tisch interessierenden Temperaturbereich bis in den Zentime-
terbereich perfekt mit dem Durchhang Ah der Kettenlinie tber-
ein. Es ist uns nachtraglich gelungen, eine handliche Nahe-
rungsformel zu finden, die den Durchhang Ah ohne den
Umweg Uber den Parameter p mit elementaren Mitteln aus
den Daten zu bestimmen erlaubt.

Freileitungen

Ketlenlinie als Referenz

N I x) . Jal
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Linearkombination der beiden Naherungen: (8w (2] (1w 1y

Differenz des Durchhangs zwischen Kettenlinie und Linearkombination
der Naherungen:  &d:=|r[o]-r#0)| = 0005196 m

Abb.9

Aus dem maximalen Durchhang ist eine Masthohe in der Gro-
Renordnung von mindestens 35 Metern vorzusehen. Eine Maxi-
maltemperatur von 70°C scheint hoch zu sein. Sie ist auf Alu-
minium abgestimmt und sie bertcksichtigt, dass sich das
Metall unter der Sonneneinstrahlung und durch den elektri-
schen Widerstand beim Durchfluss des Stromes deutlich tber
die Lufttemperatur erwarmen kann.

Kommentar

Mit der Bestimmung des Durchhangs flr den interessierenden
Temperaturbereich ist natlrlich die Berechnung einer Hoch-
spannungsleitung noch nicht bewaltigt. Wir haben angenom-
men, dass sich das Kabel bei 20°C so anspannen lasst, dass
seine Lange 501 m betragt und dass das Material im ganzen
Temperaturbereich der Kabelspannung widersteht. Solche und
weitere Fragen mussen bei der Konstruktion unter Berlcksich-
tigung von Materialeigenschaften und Umweltfaktoren (Wind-
last, Vereisung, Alterung) zusatzlich abgeklart werden.

Erweiterung auf den Fall
a=1000m, k=1002 m bei 20°C

Bei diesem Mastabstand gentigt die Zugabe von 1 m Seil bei
20°C nicht, da sich das Seil bei -30°C auf 999.8 m verkirzen
wiurde! Werden 2 m Seil zugegeben, so ergibt sich mit der ver-
besserten Naherungsformel ein Durchhang von rund 17.3 m
bei -30°C, 27.4 m bei 20°C und 34.7 m bei 70°C. Damit muss-
te die Aufhangung mindestens 50 Meter tUber dem Boden lie-
gen und der Durchhang der Kabel wirde zwischen den Extrem-
temperaturen um 17 m variieren. Fur die Abklarung der
gestellten Frage genugt es, die Naherungsformel zu verwen-
den. Wer die genauere numerische Rechnung nicht scheut,
wird feststellen, dass die Naherung auf etwa 10 cm genau mit
der technisch aufwandigeren Methode uUbereinstimmt. Die
Naherung ist genug genau, um die Nachteile des grof3en
Abstandes zwischen den Masten zu verstehen.

Das tns-File ist unter
www.ti-unterrichtsmaterialien.net zu finden.
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Stefan Luislampe

i) Vorbemerkung

Der nachfolgende Artikel gibt Einblicke in den Unterricht
eines Kurses auf grundlegendem Anforderungsniveau (Grund-
kurs) an einem niedersachsischen Gymnasium. Die Behand-
lung von exponentiellem Wachstum ist in Niedersachsen
bereits in der Mittelstufe vorgesehen: in einer Wiederholungs-
phase wurden entsprechende Inhalte wiederholend aufgegrif-
fen und unter neuer Perspektive (Anderungsrate) vertieft. In
diesem Zusammenhang hat sich die Lerngruppe auch die
e-Funktion erarbeitet. Das Modell des begrenzten Wachstums
ist curricular zwar ebenfalls in der Mittelstufe vorgeschrieben
(rekursiv im Zusammenhang mit dem Grenzwertbegriff), aller-
dings nicht dessen funktionale Beschreibung.

Interpretation einer graphischen Darstellung

In [1] findet sich folgender Aufgabenkontext:

Beim schonenden und langsamen Trocknen von Beeren ver-

lieren diese nach und nach das in ihnen enthaltene Wasser.
Dargestellt ist zudem eine Graphik mit neun Messpunkten und
einer zusatzlich eingezeichneten passenden Abnahmekurve;
Abbildung 1 und 2 zeigen die aus der Graphik abgelesenen
Werte — sieben Datenpunkte lassen sich einigermafien genau
ablesen:
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Abb. 1 Abb.2

Es ist im Mathematik-Unterricht durchaus sinnvoll, die Schule-
rinnen und Schuler teilhaben zu lassen am Spannungsverhalt-
nis zwischen didaktischem und realitatsbezogenem Gehalt von
Aufgaben:

Was stellt die Graphik und die gezeichnete Ausgleichskurve
dar? Ein Hineinfinden in den Aufgabenkontext ist mit einer Inter-
pretation und kritischen Einordnung der graphischen Darstel-
lung verknlpft (z.B.: Warum trocknet jemand [500g?] Beeren?
Ist der Wassergehalt von Beeren tatsachlich etwa ein Flnftel?).
Klar ist: Mit der Zeit verlieren die Beeren Wasser und damit
reduziert sich ihr Gewicht (die Masse). Die passenden ,glatten”
Werte verwundern, der grundsatzliche Verlauf weniger.

Uberlegungen zur mathematischen Perspektive

Welche mathematische Auseinandersetzung und Anndherung
ware hier und mit unseren Mittel sinnvoll? Den Schilerinnen
und Schilern ist - schon aus dem Unterrichtszusammenhang
heraus - klar: Mathematiker versuchen funktionale Beschrei-
bungen zu finden — wenn auch nicht immer unmittelbar ein-
sichtig werden kann, wozu eine solche Beschreibung dienen
sollte. In Abbildung 2 fehlt die Abnahmekurve, die in der Buch-

Annaherung an begrenztes Wachstum

graphik gegeben ist; es drangt sich immerhin die Frage auf:
Wie ist diese Kurve (ggf. ,,nur” eine Ausgleichskurve?) zustan-
de gekommen?

Vorschlage einer funktionalen Anpassung
Zu dem Impuls, geeignete Ansatze vorzuschlagen, kommen
aus der Lerngruppe im wesentlichen zwei Vorschlage: Eine
Schiilerin schlagt eine Interpolation mit Geraden vor - dies |0st
bei den Mitschulern z.T. ein Raunen aus; dieser, sicher auch
aus dem Unterrichtszusammenhang erklarliche Vorschlag
(Spline-Interpolation) wird dennoch notiert (und mit Lehrerhilfe)
verteidigt. Der andere Vorschlag bezieht sich auf eine exponen-
tielle Abnahme und erklart sich gleichermafRen aus dem Unter-
richtszusammenhang (s.0.). Zur exponentiellen Abnahme ste-
hen die beiden Ansatze

y = ab (1)

y = a.ekx (2)
im Raum. Welche Madglichkeiten gibt es noch? Ausgehend
vom Beitrag eines eher leistungsstarken Schiilers (Alexander)
wird deutlich: Wenn die Punkte auf einer Parabel liegen, dirf-
ten wir nur den linken Parabel-Ast betrachten, aber es sieht
irgendwie” schon nach einem , Scheitelpunkt” aus.

Die Szene mag illustrieren: Die Schilerinnen und Schiiler bli-
cken letztlich in ihren ,,mathematischen Werkzeugkasten”, sie
wurden dazu auch aufgefordert. Eine Diskussion daruber, wel-
che Anliegen und Annahmen kontextbezogen fir oder gegen
die einzelnen Vorschlage sprechen ist dabei leider schon etwas
aus dem Blick geraten (hinsichtlich der Prognosesicherheit /
Extrapolation hat das quadratische Modell offensichtliche
Schwachen). Dies konnte mit Lehrerhilfe natlirlich geschehen
und flr eine Eingrenzung und Abwagung sorgen. Im Folgenden
wurde die Lerngruppe allerdings arbeitsteilig mit der Umset-
zung der verschiedenen Ansatze beauftragt, eine diesbezugli-
che Diskussion also bis zum Vorliegen entsprechender Ergeb-
nisse nicht weiter vertieft.

Modellierung durch Exponentialfunktion

Der schnellste Weg ist zweifellos die exponentielle Regression,
allerdings (naturlich) mit erntichterndem Ergebnis, wie Abbil-
dung 3 zeigt.

3 '\Hy

Abb. 3 Abb.4
Eine Umsetzung des Ansatzes uber die Interpolation zweier
Datenpunkte (hier z.B. 1. u. 7. Datenpunkt) flihrt auf ein Ergeb-
nis nach Abbildung 4. Es wird im Unterricht und dem Vergleich
der Ergebnisse noch einmal deutlich: die Ansatze (1) und (2)
unterscheiden sich lediglich in der mathematischen Darstel-



lung, liefern aber beide kein zufriedenstellendes Ergebnis:
Einerseits passt die Krimmung nicht zu den vorgegebenen
Datenpunkten oder — ach: das war ja eigentlich auch klar! - der
Graph nahert sich der x- bzw. Zeitachse, dabei missten wir
aber irgendwie auf eine Trockenmasse von ca. 100g kommen.

Aus dem Unterrichtszusammenhang sei hier angemerkt: Den
Schiilerinnen und Schilern bot sich hier eine neuerliche Lern-
gelegenheit hinsichtlich des asymptotischen Verhaltes der
Exponentialfunktion und hinsichtlich der Anpassung des Ansat-
zes an vorgegebene Daten (implizite Ubung).

Lineare Interpolation

Diese Schwierigkeiten ergeben sich bei der linearen Interpolati-
on nicht (vgl. Abb.5), allerdings missen 6 Teilfunktionen
bestimmt werden.

die offensichtliche Voraussetzung
bertcksichtig.

(Trockenmasse

1009)

Alexander hat eine Idee: Wenn wir den Graphen der Exponen-
tialfunktion ,, nach oben verschieben”, dann hatten wir ja auch
~eine andere Grenze”.

Gute Idee! Im Unterrichtsgesprach wird schlieRlich der damit
verbundene, veranderte Ansatz

y =ae* + 100 (3)
entwickelt. Die Schilerinnen und Schiler bekommen den Auf-
trag, die Parameter a und k zu bestimmen (Gleichungssystem),
je nach Wahl der betrachteten Datenpunkte ergeben sich unter-
schiedliche Parameter und Schwierigkeiten, der Aufwand
unterscheidet sich, allerdings ,ahneln” sich die Ergebnisse
(Abb.9 / 10):
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Abb.5 Abb.6
Dennoch werden Zweifel geauRert: warum sollte ausgerechnet
eine lineare Abnahme zwischen den (irgendwie ja eher zufallig
ausgewahlten) Zeitpunkten vorliegen? Immerhin: Wollen wir
genaueres Uber die Zwischenwerte erfahren, mussten wir
wegen der Schwierigkeiten mit der exponentiellen Regression
wohl mit der linearen Interpolation vorlieb nehmen. In der Dis-
kussion wird klar: Die so gewonnenen Werte lagen dann immer
.etwas” hoher als die tatsachlich zu messenden (Krimmungs-
verhalten).
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Abb. 7 Abb.8
Nur der Vollstandigkeit halber geben die Abbildungen 7 und 8
die Ergebnisse einer quadratischen Regression und einer auf
die Datenpunkte zu t = 0, 6 und 8 bezogenen Interpolation mit
einer Parabel wieder.

Modellkritik und Modellanpassung

Keiner der Ansatze passt wirklich zu unseren Daten. Die lineare
Interpolation liefert ,,angemessene” Anhaltspunkte fur die feh-
lenden Zwischenwerte — aber daraus ergibt sich kein geeigne-
tes Modell fir den Vorgang ,, Trocknen von Beeren”. Der expo-
nentielle Ansatz eignet sich nicht aufgrund des asymptotischen
Verhaltens. Wir mussten ein Modell wahlen, dass zumindest

Abb.9: zu t=0 und t=6, c=100 Abb.10: zu t=1 u. t=8, c=99
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Es stellt sich heraus: Wenn wir eine Grenze von y = 100 anneh-
men, kann der Datenpunkt (8/100) in diesem Ansatz nicht ver-
wendet werden (Widerspruch im Gleichungssystem). Eine
Schilergruppe ,,behilft” sich z.B. mit der Anpassung der ange-
nommenen Grenze (c = 99).

Die Abbildungen 11 und 12 zeigen das Ergebnis einer exponen-
tiellen Regression fir die Gleichung y — 100 = a-e** (Hier ist der
Datenpunkt zu t = 8 zu I16schen, da gemafld Ansatz die linke Seite
der Gleichung nicht Null werden kann). Dieses Vorgehen wurde
allerdings in diesem Kurs erst zu einem spateren Zeitpunkt (im
Rahmen der abiturnahen Vertiefung) herausgearbeitet.

Zwischenfazit
Die vorgegebenen (ggf. nicht ganz realistischen) Daten lassen
sich z.B. mit der Funktion

f(x)=400-e°6'48-x+100
angemessen beschreiben (Abb.9). Es hat den Anschein, das
tatsachlich eine exponentielle Abnahme der Masse beim Trock-
nen von Beeren zu beobachten ist. Im Unterschied zu unserem
Modell des exponentiellen Wachstums mussen wir aber die
Grenze (im Kontext vorgegeben durch die Trockenmasse) als



additive Konstante mit berucksichtigen. Zur Unterscheidung
vom rein exponentiellen Modell konnten wir vielleicht von
.exponentielle Abnahme mit vorgegebener Grenze” sprechen.

Ruckschauend kann hier auch deutlich werden: Welches
Modell und welcher Ansatz geeignet ist, hangt auch von der
Fragestellung ab. Schon die im Buch gegebene Abnahmekurve
erlaubt uns, Zwischenwerte abzulesen. Wenn diese gefehlt
hatte, konnte eine lineare Interpolation Anhaltspunkte fur Zwi-
schenwerte liefern. Uber die ,Natur des Gewichtsverlustes” bei
Trocknen sagt uns aber weder eine z.B. von Hand gezeichnete
Ausgleichskurve noch diese lineare Interpolation etwas. Weil
unsere gewonnene ,exponentielle Abnahme bis auf vorgege-
bene Grenze” so gut passt (was heildt eigentlich passen?),
kénnten wir annehmen, eine gutes Modell fur ahnliche Vorgan-
ge des Austrocknens gefunden zu haben. Naturlich ist der
Wirkzusammenhang nicht bewiesen! Aus dem Kontext heraus
konnte man vermuten: Beim Trocknen wird ja immer von der
(feuchten) Masse ein gewisser Prozentsatz trocknen, dies
spricht schon fir das exponentielle Modell mit Grenze (allein
wegen des asymptotischen Verhaltens kame ja ggf. auch eine
gebrochen-rationale Funktion in Frage).

Fortgang

Das behandelte Beispiel , Trocknen von Beeren” legt eine Pra-
gung des mathematischen Begriffs ,begrenztes Wachstum”
oder ,begrenzte Abnahme” noch nicht unmittelbar nahe. Wei-
tere (klassische) Beispiele (Erwarmung von Kuhlschrankmilch
auf Raumtemperatur u.a.) fuihren dann aber letztlich zu der
Erkenntnis: Bei den betrachteten Beispielen kommen wir bei der
Beschreibung immer wieder zu einer ahnlichen Termstruktur:

y=ae""+c¢ (4)
Die Brauchbarkeit dieser Beschreibung, dieses Modells, gibt
Anlass zu einer innermathematischen Betrachtung: Eine Unter-
suchung des Einflusses der Parameter auf die entsprechenden
Graphen und z.B. die Bedeutung des Parameters k in Bezug auf
das Steigungsverhalten lassen sich nun motivieren. Im Wech-
selspiel mit der kontextualen Interpretation ergeben sich dann
auch neue Perspektiven der Parameterbestimmung und Deu-
tung (innermathematische Konsequenzen).

Fazit

Es gibt weitere Moglichkeiten, den Schilerinnen und Schilern
einen Zugang zur funktionalen Beschreibung des Modells des
begrenzten Wachstums zu eroffnen. In der beschriebenen
Unterrichtssequenz war es insbesondere ein Anliegen, die
Schulerinnen und Schiler die Eingeschranktheit ihres ,mathe-
matischen Werkzeugkastens” erfahren zu lassen. Das gewabhlte
Beispiel ist dazu geeignet, weil nach meiner Erfahrung die ziel-
gerichtete Anpassung des exponentiellen Ansatzes den Schiile-
rinnen und Schiiler dabei auch recht selbststindig gelingt. Uber
die hier beschriebene Auseinandersetzung hinaus bietet sich
eine gute Gelegenheit, den Schulerinnen und Schilern Teil-
Aspekte der Modellierung in einer prozessbezogenen Dimensi-
on des Unterrichts starker bewusst zu machen (Reflexion des
Erkenntnisprozesses, Anliegen der Modellierung, Ansatz vs.
Wirkzusammenhang, Modellierungskreislauf u.a. -- abhangig
von der Schwerpunktsetzung und nattrlich der Progression im
Lernprozess der Lerngruppe).

Im Unterricht ist damit auch unverkennbar ein zeitlicher Auf-
wand verbunden; zudem ist die beschriebene Unterrichtssitua-
tion unter der Perspektive der Besonderheiten der Lerngruppe
und des Unterrichtszusammenhangs zu sehen! An geeigneten
Stellen im Lernprozess und insbesondere wenn es um die
Erweiterung von Modellen geht, scheint mir dieses Vorgehen
(das Erproben, Prufen, Innehalten und Anpassen und Verbes-
sern) gerechtfertigt und auch lernwirksam zu sein.

Quelle:
[1] Gundlach A., Suhr F. u.a. (Hrsg.): Elemente der Mathe-
matik 11/12, Niedersachsen, Bildungshaus Schulbuch-
verlage / Schroedel, Brauschweig 12009

Autor:
Stefan Luislampe, Hannover (D)
stefan.luislampe@googlemail.com
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Messung des Lungenvolumens

mit dem Spirometer

‘;I Dieser Artikel ist eine Ergdnzung zu meinem Bei-
% trag in den TI-Nachrichten 2/10. Die dort beschrie-
bene Auswertung der Messung war sehr mathematisch gepragt
und nicht unbedingt praktikabel fir einen Einsatz z.B. im Biolo-
gieunterricht. Mit der TI-Nspire™ CX Technologie unter Ver-
wendung der Applikation Vernier DataQuest™ haben sich vollig
neue Moglichkeiten eroffnet, die insbesondere die Auswertung
der Messung ganz einfach macht.

Grundlagen

Bei jedem Atemzug tauscht der Mensch in Ruhe und unter
Belastung ein gewisses Luftvolumen aus. Mit einem Spirome-
ter misst der Arzt bei der Sport- oder Vorsorgeuntersuchung
das Atemvolumen. Man unterscheidet hierbei zwischen: Atem-
zugvolumen: Luftvolumen, das bei einem Ein— und Ausatem-
vorgang ausgetauscht wird (ca. 0,5 I). Vitalkapazitat: Luftvolu-
men, das nach maximalen Einatmen maximal ausgeatmet
werden kann (ca. 4,5 - 5 |). Totalkapazitat: Summe von Vitalka-
pazitat und Restvolumen. Auch bei der maximalen Ausatmung
bleibt noch ein Restvolumen (ca. 1 -1,5 I) in der Lunge. Dieses
Restvolumen ist jedoch nicht messbar.

Ein ahnliches Gerat, wie es der Arzt nutzt, ist das Spirometer
von VERNIER, das in Verbindung mit der TI-Nspire™ CX Techno-
logie unter Verwendung der Applikation Vernier DaTAQUEST™ zu
realistischen Ergebnissen fuhrt.

Versuchsaufbau

Die Gerate werden wie in Abb. 1 zusammengebaut:
e TI-Nspire™ CX
e TI-Nspire™ Lab Cradle oder EasyLink™
e Spirometer (Vernier SPR-BTA)
e Bakterienfilter (fakultativ)
e Papprohren als Mundstlick
* Nasenklammer

Abb. 1

Hans-Ulrich Lampe

Hinweise zur Versuchsdurchfiihrung

Es werden zwei Versuche beschrieben:

1. Messen der Durchflussrate beim normalen Ein- und Ausat-
men und Bestimmung des Ausatemvolumens.

2. Messen des maximalen Ausatemvolumens

Das Spirometer misst den Luftdurchfluss in der Einheit Liter pro
Sekunde. Hierzu wird die Druckdifferenz zwischen zwei durch
ein Drahtnetz getrennten Kammern gemessen. Zum Messen
den Sensor senkrecht halten und das Ein- und Ausatmen auf
der mit ,,INLET” beschrifteten Seite durchfihren.

Sollen mehrere Schilerinnen und Schiiler den Versuch durch-
fuhren, muss aus hygienischen Griinden das Mundstlick
gewechselt werden (Ersatz kaufen oder aus Kartonrollen
zurechtschneiden). Es ist auch denkbar, dass durch das Gerat
nur ausgeatmet wird. Der Bakterienfilter bietet auch einen
Schutz. Der Durchflussmesseinsatz kann zur Reinigung
(Geschirrspuler) abgenommen werden. Beim Wiedereinsetzen
auf eine feste Verbindung achten (Klickgerausch).

Eine bedenkenswerte Alternative stellt die Nutzung eines PC
mit der TI-Nspire™ -Software dar. Die beschriebenen Versuche
konnen dann uber einen Beamer als Demonstrationsversuche
durchgefuhrt werden. Das Lab Cradle wird dann ohne Hand-
held Gber USB an den PC angeschlossen, fir den EasyLink™-
Adapter benoétigt man ein Zwischenkabel von Mini-USB auf
Standard-USB.

Einstellungen im TI-Nspire™-Menu

Die nachfolgende Beschreibung der Einstellungen berticksich-
tigt die wichtigsten Schritte. Fur weitere Informationen sei auf
[Keunecke/Tewes] verwiesen.
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Offnen Sie ein neues Dokument und wahlen Sie ,7:Vernier
DataQuest hinzufligen” aus. Dies geschieht auch automatisch,
wenn das VERNIER-Spirometer Uber das Lab Cradle oder den
EasyLink™-Adapter mit dem TI-Nspire™ verbunden wird.

Beim Einstecken des USB-Steckers wird der Sensor sofort
erkannt. In der Messansicht erscheint die momentane Mess-
grofle und die MaReinheit. Dass dieser Wert u.U., ohne Ate-
maktivitat, sehr von Null abweicht, sollte noch nicht beunruhi-
gen. (Abb. 2) Aus dieser Ansicht wird das Experiment durch
einen Klick auf den Button unten links (griin unterlegter Pfeil)
gestartet.

Vorher wird Uber die Taste [menu] das Experiment eingerichtet.
Bei der PC-Software kann das Menu in der ,Werkzeugpalette
Dokumente” dauerhaft eingeblendet werden. Bei der PC-Soft-
ware fuhrt ein rechter Mausklick auf die entsprechenden Bild-
abschnitte zu den Kontextmenus, bei dem Handheld nimmt
man [ctrl] und [menu].

In Abb. 3 ist so der Sensor auf (anndhernd) Null gesetzt worden.
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In gleicher Weise werden die Modi der Datenerfassung durch
Anklicken der Messparameterleiste eingestellt. Hier muss
eigentlich nur die Dauer des Experiments verstellt werden.

Samtliche TI-Nachrichten Artikel und
weitere nutzliche Materialien finden Sie hier:
www.ti-unterrichtsmaterialien.net

| Zeitabhangige [Yatenerfassung konfigurieren

Geschwindigkeit (Stichproben/Sekunde) =
Geschwindigkeit (Stichproben/Sekunde):
|25
Intervall (Sekunden/Stichprobe): 0.04
Dauer (Sekunden). |10
Anzahl der Punkte: 251 _
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d |EJ |Ahbrun:h|
———— =

Abb. 4

Nach dem Starten einer Messung (griiner Pfeil) wechselt die
Applikation in die Graphansicht. Die Datenerfassung endet
automatisch nach der voreingestellten Dauer.

Eine Wiederholung der Datenerfassung Uberschreibt die Daten.
Mit einem Klick auf den Speichern-Button rechts neben dem
Startbutton kann die Messung vorher gespeichert werden.
(Abb. b)

Fir eine erneute Messung wechselt man in die Messansicht
und setzt die Anzeige nach Bedarf erneut auf Null.
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Storen die Marker-Punkte, so konnen sie tber ,6:0Optionen”,
.1: Punktoptionen...” ausgeblendet werden (Abb. 7). Entfernt
man das Hakchen, so werden die einzelnen Datenpunkte
unverbunden angezeigt (Abb. 8).
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Die Tabellenansicht (Abb. 9) wird zur Auswertung nicht unbe-
dingt bendtigt. Sie dient als Messprotokoll und ist z.B. in eine
Tabellenkalkulation Ubertragbar. Weiterhin lasst sie ein Ablesen
der mittleren Durchflussgeschwindigkeit zu einem Zeitpunkt
bzw. der Zeitintervalle einzelner Atemvorgange zu.
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Abb. 9

Hinweise zur Auswertung

1. Messen der Durchflussrate beim normalen Ein- und Ausat-
men und Bestimmung des Ausatemvolumens.

Es wird durch das Spirometer mit normalen Atemziligen ein-
und ausgeatmet (Messdauer 10 s).

Jeder Datenpunkt gibt den Durchfluss an Atemluft in einem
Zeitabschnitt von 0,04 s wieder (mittlere Durchflussgeschwin-
digkeit). Aus den Datenpunkten lasst sich daher das Atemvolu-
men nicht direkt ablesen. Datenpunkte oberhalb der Zeitachse
reprasentieren das Ausatmen, unterhalb entsprechend das Ein-
atmen, die Achsendurchgénge den Ubergang von Ein- zu Aus-
atemzugen. Die Durchflussgeschwindigkeit nimmt jeweils zu,
erreicht in den Extrempunkten ein Maximum und nimmt dann
wieder bis zum (kurzen) Stillstand ab.
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In gleicher Weise wie oben wird das maximale Ausatemvolu-
men bestimmt. Bei diesem Beispiel (Abb. 12) betrachtet man

das Zeitintervall von 7,93 s bis 19,22 s. Die errechnete Vitalka-
pazitat von ca. 5,45 | entspricht wiederum den Erwartungen.
Integral: auf runl Flussgeschwindigkeit
Zet| | Bereich: [1 564245810, 3.296089385) *Nicht gespeicherte < {158
Stichproben: 43 ]
oFlL 3
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0 runl -
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Zur Auswertung wird das interessierende Intervall des Graphen
angeklickt (Abb. 10). Dabei erscheint ein Kreis, der mit dem =
Cursor uber den Graphen bewegt werden kann. Das Intervall Zut(s) 20.00

wird markiert, indem man mit gedruckter [crtl]-Taste den
Anfangspunkt anklickt, den Cursor zum Endpunkt zieht und

wieder klickt. Bei der TI-Nspire™ -Software halt man die rechte
Maustaste gedriickt. Da nur die Messpunkte erfasst sind, kann
u.U. nicht genau der Achsendurchgang angewahlt werden. Das

Literatur:
[1] Lampe, Hans-Ulrich: Das Spirometer zur Veranschauli-
chung der grundlegenden Idee der Integralrechnung.

Ausatemvolumen wird nun durch die Flache unter dem Gra-
phen reprasentiert (Integral). Zur Berechnung dieser Flache
wahlt man unter ,4: Analysieren” ,4: Integral” aus und erhalt
den Flacheninhaltswert (Abb. 11). Dieser wird hier als 0,508
Liter interpretiert und entspricht den Erwartungen. Mit den
anderen Ausatemintervallen kann man genauso verfahren und
so ein gemitteltes Atemvolumen bestimmen.

TI-Nachrichten, Ausgabe 2/10, S. 7

[2] Keunecke, K.-H./Tewes, M.(Hrsg.): Anleitung zur Daten-
erfassung und Auswertung mithilfe der TI-Nspire™
Technologie (Betriebssystem TI-Nspire™ 3.x),

T Deutschland, 2011 (http://www.ti-unterrichtsmateria-
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Autor:
Hans-Ulrich Lampe, Stadthagen (D)
UlrichLampe@t-online.de

Mit dem Menupunkt ,4: Analysieren” ,8: Entfernen” werden
die Markierungen wieder geloscht.

2. Messen des maximalen Ausatemvolumens

Es wird durch das Spirometer zundchst normal ein- und ausge-
atmet, dann maximal eingeatmet und schlieBlich maximal aus-
geatmet (Messdauer 20 s).

Buchtipp: Daten und Zufall im Mathematikunterricht

Der Titel fuhrt praxisnah in das Unterrichten des Lehrplanthemas ,,Daten und Zufall” ein
— geeignet fur beide Sekundarstufen. In 20 Kapiteln werden samtliche schulisch relevan-
ten Themen des Bereiches verstandlich erklart sowie mit Praxisbeispielen, Kopiervorla-
gen und interaktiven Angeboten sehr anschaulich erlautert (z.B. Durchschnitt, Boxplots,
bedingte Wahrscheinlichkeiten). Besonderer Wert wird auf das Verstehen und Model-
lieren gelegt. Passend zu jedem Kapitel gibt ein Onlineangebot unter Einsatz der

fall im TI-Nspire™ Technologie.
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Unter den jeweiligen Mediencodes finden Sie den Link zum Document Player, den Sie
kostenlos herunterladen konnen, um die bereitgestellten Dateien 6ffnen und nutzen zu
konnen. Alternativ konnen Sie die Dateien mit der Software TI-Nspire™ 6ffnen. Die
Herausgeber und Autoren engagieren sich allesamt im Lehrernetzwerk T3:
www.t3deutschland.de

Andreas Pallack/Ulla Schmidt (Hrsg.): Daten und Zufall im Mathematikunterricht. Mit neuen Medien verstandlich erkiért,
Cornelsen Verlag, Berlin. Erscheinungstermin Oktober 2012. ISBN: 978-3-689-23288-8




Interaktive Programme mit LUA erstellen

Hansruedi Schneider

% Die neue TI-Nspire-Programmversion hat das Program-
mieren mit Lua nun vollstandig integriert. Das Entwi-
ckeln von Lua-Apps (= kleine einfache Programme, welche in
eigenem Fenster laufen) ist damit wesentlich einfacher gewor-
den. Zudem arbeitet Lua mit dem API (Application Program-
ming Interface) im neuen Plattformlevel 2.0 einiges stabiler und
effizienter zusammen, Motivation genug, um mit eigenen Lua-
Apps die Funktionalitat der TI-Nspire-Familie zu erweitern.

In einem ersten Teil wird anhand eines einfachen Skripts die
Funktionsweise des APl von Lua vorgestellt. Der zweite Teil
zeigt am Beispiel des , 15er-Puzzle”, wie in Lua konventionell
aber auch objektorientiert programmiert werden kann.

1. Der Lua-Skripteditor

Ab Version 3.2 findet man in der TI-Nspire-Software im Men
,Einfigen” zuunterst den MenUpunkt , Skript Editor”. Das erste
Unterment ,, Skript einfligen” 6ffnet einen leeren Editor, um ein
neues Skript zu verfassen. Die Wahl des zweiten Unterments
. Skript bearbeiten” erlaubt das Weiterarbeiten an einem bereits
bestehenden Skript.

2. Ereignisse und paint-Methode

Im Gegensatz zu einem TI-Programm lauft ein Lua-Programm
ereignisgesteuert in einem eigenen Grafikfenster ab. Gestar-
tet und gestoppt werden kann es allein durch die Funktionen
.Skript festlegen”, ,Skript anhalten” und ,Skript fortsetzen”
des Skripteditors. Warnung: Enthalt ein Programmteil des Lua-
Skripts eine Endlosschleife, so gibt es wie bei TI-Programmen
keine Moglichkeit, das Programm ordnungsgemass zu unter-
brechen. Nicht gespeicherte Daten des TI-Nspire-Dokuments
gehen verloren.

Samtliche Ausgaben ins eigene Fenster mussen in der speziell
fur diesen Zweck vorgegebenen Funktion, der paint-Methode
on.paint(gc), festgelegt werden. Mithilfe der Variablen gc, dem
Grafikkontext des Fensters, konnen die Anweisungen zur grafi-
schen Ausgabe aufgerufen werden, so zeichnet z.B.
gc:drawArc(x-r,y-r,2r,2r,0,360) einen Ellipsenbogen mit Mittel-
punkt (x,y), grossem und kleinem Druchmesser = 2r, sowie
Anfangswinkel 0° und Endwinkel 360°, d. h. also einen Kreis.

Die paint-Methode kann mit dem Aufruf platform. window:invalidate() bei der Behandlung eines beliebigen Ereignisses aufgerufen
werden. Die nachfolgende, unvollstindige Zusammenstellung gibt eine Ubersicht iiber die wichtigsten Ereignisse und deren

Behandlungsmethoden:

[ Ereignis: Tritt das Ereignis ein, wird die
zugehorige Methode aufgerufen.

Methode, welche bei Eintreten des Ereignisses aufgerufen wird.
Mochte man das Ereignis behandeln, so ist sie im Lua-Skript als
Funktion zu programmieren .

Zeichnen des App-Fensters

on.paint(gc)

Start des Lua-App

on.construction()

Driicken der Maus an der Stelle (X,Y)

on.mouseDown(X,Y)

Loslassen der Maus an der Stelle (X,Y)

on. mouseUp(X,Y)

Bewegen der Maus lber die Stelle (X,Y)

on. mouseMove(X,Y)

Anderung der Fenstergrésse

on.resize(breite,hoehe)

Return-Taste wird gedriickt
Tabulator-Taste wird gedriickt

Ein Buchstabe, eine Ziffer oder ein Son-
derzeichen wird gedriickt

on.returnKey()
on.tabKey()
on.charin(ch)

Eine TI-Variable andert ihren Wert

on.varChange()

Ein , Timer“-Ereignis findet statt

on.timer()

3. Das Skript,,Hello World“

Wird an einer beliebigen Stelle ins Fenster geklickt, findet ein
MouseDown-Ereignis statt und die im Skript implementierte

Das Skript ,HelloWorld1” gibt den Wert der Variablen s, eine
Zeichenkette, durch ein Rechteck eingerahmt, ins zugehorige
Fenster aus. Nach dem Start des Programms werden zuerst die
globalen Variablen s, x und y erstmalig mit Werten versehen.
Dann wird die Methode on.construction() aufgerufen. Obwohl
die Methode in HelloWorld1 nicht implementiert ist, wird Uber
platform.window:invalidate() die paint-Methode aufgerufen.
Der Text mit Umrandung wird erstmals gezeichnet.

Handlerfunktion wird fiir die aktuellen Mauskoordinaten aufge-
rufen.

Wird an einer beliebigen Stelle im Dokument der TI-Nspire-
Variablen txt ein Text zugewiesen, so findet flir HelloWorld1 ein
varChange-Ereignis statt und der entsprechende Handler,
obwohl im Skript nicht implementiert, ruft die paint-Methode
auf.



[ —-Ein erstes "Hello World”-Programm, welches den Wert der TI-Variablen txt
--von einem Rechteck gerahmt ausgibt. Ein Mausklick ins Fenster verursacht
--das Neuzeichnen an der aktuellen Mausposition.

--Eine Anderung des Wertes von txt wird unmittelbar im App nachgefiihrt.

s="Hello World" --Initialisierung der Stringvariable s
x=20;y=20 --obere,linke Ecke der Umrandung
function on.paint(gc) --paint-Methode fiir platform.window

local h=var.recall("txt") --h wird der Wert der TInspire-Variablen txt

zugewiesen, falls txt nicht existiert,erhdlt
h den Wert nil,

if h~=nil then --wenn h ungleich "nicht existent" dann
s=h --5 den neuen Wert zuweisen
end
local sl=gc:getStringWidth(s) --Lédnge der Zeichenkette in Pixel berechnen
gc:drawRect(x,y,s1+20,30) --Umrandungsrechteck zeichnen
gc:drawString(s,x+10,y+15,"middle") --Zeichenkette s ins Rechteck ausgeben
end
function on.mouseDown(X,Y) --mouseDown-Methode: Wenn Maus gedriickt wird
x=X;y=Y --(x,y) durch aktuellen Ort (X,Y) ersetzen
platform.window:invalidate() --Den Aufruf der paint-Methode erzwingen
end
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4, Das 15er-Puzzle |
In einem 4x4-feldrigen Spielfeld sind 15 Felder nummeriert. Ein I
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Feld bleibt leer (Leerfeld). Durch Anklicken eines der Nachbar- a lwoliliz - 8 - & = 6 5 4
felder des Leerfeldes werden die beiden Felder vertauscht. Dies

entspricht beim realen Spiel dem Verschieben eines Nummern- 1315 | 4 2] 3 L 3 2 1 .
feldes auf den benachbarten freien Platz. Das Ziel des Spieles |

ist, die Ausgangsstellung durch mehrfaches Verschieben in die e B | T
Endstellung Uberzufiihren. Anmerkungen zur Losbarkeit und

weitere interessante Informationen sind unter Ausgangs- ..nach einigen ..angestrebte
http.//de.wikipedia.org/wiki/15-Puzzle zu finden. situation... Spielztigen... Situation

Die Ereignisbehandlung ist fir den konventionellen als auch fur den objektorientierten Programmentwurf weitgehend dieselbe.
In beiden Programmen entwickeln wir die zusatzlichen Funktionen neuesSpiel() und reset(width, height).

function on.construction()
-Spielfeld in der Ausgangssituation einrichten.
Funktionsaufruf: neuesSpiel(), im OOP-Beispiel zus&tzlich initSpiel()

-Abhdngig von der Lidnge und Breite des Fensters die

Skalierung des Spielfeldes und der Schaltfl&che vornehmen.

reset(platform.window:width(),platform.window:height())
end




function on.resize(width,height)

Funktionsaufruf: reset(width,height)
end

function on.paint(gc)

-blauen Hintergrund zeichnen

-Schaltfldche ,Neues Spiel” zeichnen
end

function on.mouseDown(X,Y)
-Wenn (X,Y) in einem Zahlenfeld:
Priifen ob links, rechts,

dieses Feldes das Leerfeld liegt.

end

\

-Abhédngig von der neuen Breite width und der neuen HOhe height
die Skalierung des Spielfeldes und der Schaltfldche vornehmen

-die 15 Zahlenfelder und das Leerfeld zeichnen

oberhalb oder unterhalb

Wenn ja: Entsprechende Verschiebung vornehmen
-Wenn (X,Y) in der Schaltfl&che ,Neues Spiel”:

Spielfeld in Ausgangsstellung bringen (Funktionsaufruf neuesSpiel())
Mit platform.window:invalidate() paint-Methode aufrufen

Die Funktion neuesSpiel() setzt die 16 Felder des Puzzles in den
Anfangszustand.

reset(width,height) berechnet abhangig von der Breite width
und der Hohe height des Fensters in den globalen Variablen
breite, hoehe, dx, dy , x0,y0 und seite die notigen grafischen
Daten zum Zeichnen des Puzzle. Der Zweck der Funktion
reset( ...) besteht darin, dass jede Anderung der Grosse des
App-Fensters wieder auf eine vollstandige und moglichst sinn-
volle Darstellung des Spiels fiihrt.

Hier die Bedeutung der obigen globalen Variablen:

e preite und hoehe: Horizontale und vertikale Ausdehnung
des Fensters in Pixel.

e dx und dy: Horizontale und vertikale Ausdehnung des
4x4-Zahlenfeldes inklusive Schaltflache. Die Hohe der
Schaltflache betragt also immer dy-dx.

e (x0,y0): Linke, obere Ecke des 4x4-Zahlenfeldes.

e sejte: Seitenlange eines Felds, seite=dx/4

5. Konventionelle Programmierung
App: 15_Puzzle_konv+OOP ( Version 1)

Wir denken uns die Felder des 4x4-Puzzles zeilenweise durch-
nummeriert (1,2,3,4 / 5,6,7,8 / 9,10,11,12 / 13,14,15,16) und
speichern die zugehorigen Zahlen in der Liste feld. Ist zum Bei-
spiel feld[7]=11, bedeutet dies, dass in der zweiten Zeile an
dritter Stelle die Zahl 11 steht. Zur Codierung des Leerfelds
verwenden wir (willktrlich) den Wert -1. Zusatzlich verwenden
wir die Variable /eerfeld, um den Index des Leerfelds festzuhal-
ten. Die Ausgangssituation des Spiels wird also durch
feld={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,15,14,-1} und /leerfeld=16
definiert. Zur oben mittig abgebildeten Spielsituation gehort die
Codierung feld={15,14,13,12,11,10,9,1,7,8,-1,6,2,3,5,4} und
leerfeld=11.

Die 16 Felder werden in der paint-Methode mit der Zahlschleife
for i=1,16 do drawFeld(gc,i) end gezeichnet. Die Funktion
drawfeld(gc,nr) zeichnet mithilfe des Grafikkontext gc das Feld
an der Position nr.

-

function drawFeld(gc,nr)
local row=math.floor((nr-1)/4)
local col=math.fmod(nr-1,4)
local x1li=x0+(col+0.05)*seite
local yob=y0+(row+0.05)*seite
local s=0.9*seite

if leerfeld==nr then
setfarbe(gc,0,255,0)
gc:drawRect (x1i,yob,s,s)

Aus nr die Zeilen- und die Kolonnennummer berechnen, z. B.
nr=10: row -> (10-1)/4 ->2.25 -> 2, col -> (10-1) mod 4 ->1
Das Feld mit Index 10 liegt in der 2. Zeile und in der 1. Kolon-
ne. Hinweis: Die Nummerierung der Zeilen und Kolonnen be-
ginnt bei 0.

Wenn nr der Index des Leerfeld ist, dann:
RGB-Farbe griin einstellen und das Quadrat mit der linken
oberen Ecke (x/i,yob) und Seitenldnge s rahmen.




else
setfarbe(gc,200,255,200)
gc:fillRect(x1li,yob,s,s)

setfarbe(gc,0,0,0)
local txt=tostring(feld[nr])
local sh=gc:getStringHeight(txt)
local sb=gc:getStringWidth(txt)
gc:drawString(txt,
end
end

\

Sonst

RGB-Farbe hellgriin einstellen und das Quadrat mit Farbe
flllen.

RGB-Farbe schwarz einstellen

Zahl des Feldes in den String txt konvertieren und
dessen Hohe sh und Breite sb messen

txt zentriert in das betreffende Quadrat ausgeben.

Das Herzstlick des Programms ist die mouseDown-Methode. Sie benutzt die Funktion inFeld(X,Y), welche die Lage des Punktes
(X Y) berechnet. Der Wert von inFeld(X,Y) liegt zwischen 1 und 16, wenn (X,Y) im Feld mit dem betreffenden Index liegt. Der Wert
ist 0, wenn der Punkt in der Schaltflache liegt und inFeld(X,Y) nimmt den Wert -1 an, wenn der Punkt ausserhalb liegt.

[ function inFeld(X,Y)
if (X>x0)and (X<x0+dx) then
if (Y>dx) then
return 0
else
local row=math.floor((Y-y0)/seite)
local col=math.floor((X-x0)/seite)
return row*4+col+l
end
else
return -1
end
Lend

Wenn (X,Y) im Puzzle oder in der Schaltflache
Wenn der Punkt in der Schaltflache liegt
0 zuriickgeben
Sonst
Zeilennummer row (0..3) und Spaltennummer
col (0..3) berechnen und Index des Feldes,
row*4+col+1 zuriickgeben
Sonst
-1 zuriickgeben (Punkt liegt ausserhalb)

[ function on.mouseDown(X,Y)
local z=inFeld(X,Y)
if z>0 then
if (z+4==leerfeld)or(z-4==leerfeld)

then

platform.window:invalidate()
| end

or ((math.fmod(z,4)>0)and(z+l==leerfeld))
or ((math.fmod(z,4)~=1)and(z-1==leerfeld))

feld[leerfeld]=feld[z];leerfeld=z;feld[leerfeld]=-1

Wenn z>0 liegt (X,Y) im 4x4-Feld.
Nun ist zu prifen ob das Feld mit
Index z das Leerfeld als Nachbar hat.
Falls ja:

feld[leerfeld]und feld[z] tauschen

6. Objektorientierte Programmierung
App: 15_Puzzle_konv+OOP (Version 2)

Lua ist eine hybride Programmiersprache. Eine Erweiterung um
wenige zusatzliche Sprachelemente erlaubt einfaches, schlan-

kes objektorientiertes Programmieren.

Beim objektorientierten Ansatz liegt der Ausgangspunkt beim
Entwurf der verwendeten Datenstrukturen. Datentypen, in OOP
Klassen genannt, beschreiben Eigenschaften ihrer Objekte
(Daten) und erlauben die Vereinbarung von Prozeduren
(=Methoden), welche auf den Objekten operieren. Dem Pro-
gramm liegt das folgende einfache Klassenmodell zugrunde:

'MyArea=c1ass()
MyField=class (MyArea) firbt) verwendet.

MyButton=class (MyArea)

Die Klasse MyArea ist die Basisklasse fur alle (grafischen) Objekte des Spiels.
Letztlich wird sie nur fiir das Fenster (oder besser den Hintergrund, griin ge-

Von dieser Klasse wird die Klasse MyField fur die 16 Puzzlefelder und die Klasse
MyButton fiir die Schaltflache abgeleitet.

MyArea ist Elternklasse von MyField und von MyButton . MyField und MyBut-
ton erben deshalb alle Eigenschaften und Methoden von MyArea, die sie nicht
selber definieren (Eigenschaften) bzw. implementieren (Methoden).




In Lua erfolgt die Festlegung der Eigenschaften eines Objekts  init-Methode von MyButton aufgerufen und das Objekt fiir die
mit der Programmierung des Konstruktors. In Lua heisst die  Schaltflache” Neues Spiel” kreiert.

Konstruktormethode init(). Sie darf nur zur erstmaligen ,,Erschaf-

fung” eines Objekts verwendet werden. So wird z.B. mit In unserem Beispiel ist einzig flr die Klasse MyArea ein Konst-
buttobj=MyButton(17, "Neues Spiel") der Konstruktor, d.h. die  ruktor definiert. Alle drei Klassen haben somit dieselben Eigen-

schaften.

-- abgeleiteten Klassen MyButton und MyField.
function MyArea:init(index,name)

--Konstruktor filir Objekte der Klasse MyArea,und die von MyArea

self.index=index -- Indices 1,2,3,...,16 fiir Puzzlefelder
-- Index 17 fiir die Schaltfldche, Index 18 flir das Fenster
self.name=name -- Fiir die 15 verschiebbaren Puzzleteile ist name die Nummer

-- des Puzzleteils, fiir das Leerfeld ist name =-1
-- fiir die Schaltfldche ist name="neues Spiel”

self.x=0;self.y=0 -- obere, linke Ecke des Objekts

self.1=0;self.h=0 -- Breite und H6he des Objekts

self.ob=nil;self.un=nil --Vorbereitung des Speicherplatzes

self.li=nil;self.re=nil --fiir Definition der Gitterstruktur
| end --der Puzzleteile 1,2,3,..,16

In der Funktion initSpiel() werden alle nétigen Objekte erzeugt  Puzzles die Gitterstruktur aufgebaut. Damit wird fur jedes Feld
und in die Liste objs gepackt. Zudem wird fiir die 16 Felder des  der Zugriff auf seine Nachbarfelder ermoglicht.

[ function initSpiel()
windobj=MyArea (18, "Window")
buttobj=MyButton(17, "Neues Spiel")

objs={}

for i=1,16 do
table.insert(objs,MyField(i,1i))

end

table.insert(objs,buttobj)

table.insert(objs,windobj)

for i=1,16 do
if i>4 then objs[i].ob=objs[i-4] end
if i<13 then objs[i].un=objs[i+4]end
if math.fmod(i-1,4)>0 then objs[i].li=objs[i-1]end
if math.fmod(i,4)>0 then objs[i].re=objs[i+1] end
end

end

Aufruf der Konstruktoren von windobj
(Hintergrund) und buttonobj (Schaltfla-
che)

Die Liste mit den 16 Feldern des Puzzle
kreieren

Der Liste objs die Schaltflache als 17.
und den Hintergrund als 18. Element
anhangen.

Flr jedes Puzzlefeld die Eigenschaften
ob, un, li und re (falls diese existieren)
zuweisen. -> Gittergraph flr 4x4 Gitter-
punkte

Zum Schluss ein Uberblick zur objektorientierten Behandlung des mouseDown-Ereignisses:

-

function MyField:mouseDown /()

self.name=-1;leerfeld=self
end
end

Die Methode mouseDown() fiir ein MyField-Objekt:

if (self.ob==leerfeld)or Die Maus ist innerhalb von ,,mir” (eines Puzzlefelds ) gedriickt:
(self.un==leerfeld)or Ist das Feld oberhalb von ,mir” das Leerfeld? oder
(self.li==leerfeld)or Ist das Feld unterhalb von ,,mir“ das Leerfeld? oder
(self.re==leerfeld) then Ist das Feld links von ,,mir” das Leerfeld? oder
Ist das Feld rechts von “mir“ das Leerfeld ?
leerfeld.name=self.name Wenn ja: Das Leerfeld bekommt ,meinen“ Namen,

,mein“ Name wird -1 (Name des Leerfelds) und
,ich“ werde zum Leerfeld




function inFeld(X,Y)
local res=windobj
for i=1,17 do
if objs[i]:ptIn(X,Y) then
res= objs[i]
i=100
end

ligt.)
Wenn ja:

end
return res
end

function on.mouseDown(X,Y)
inFeld(X,Y) :mouseDown( )
platform.window:invalidate()
end

Die Funktion inFeld(X,Y) gibt das Objekt zurtick, indem (X,Y) liegt.
Das Riickgabeobjekt ist anfangs das Hintergrundobjekt.

Fiir objs[1], objs[2] usw. bis objs[17] priifen, ob (X,Y) im betreffen-
den Objekt liegt. (Dies wird mit der ptin(X,Y)-Methode bewerkstel-

res das Objekt zuweisen und mit =100 Schleife abbrechen.
res zurlickgeben

Flir das Objekt inFeld(X,Y) die mouseDown-Methode aufrufen.
Hinweis: Die mouseDown-Methode ist fiir alle drei Klassen speziell
implementiert.

Die vollstandigen Programme und weitere Programmbeispiele
finden Sie unter www.ti-unterrichtsmaterialien.net.

Sehr hilfreich beim Einarbeiten in Lua ist einerseits die vollstan-
dige Beschreibung der Lua-TI-Nspire Schnittstelle: http.//edu-
cation.ti.com/educationportal/sites/US/nonProductSingle/nspi-
re-scripting.htm/

Andererseits gibt das ausfuhrliche Lua-Manual unter
http.//www.Lua.org/manual/b.2/ Auskunft auf Fragen zur Pro-
grammiersprache.

Autqr:
Hansruedi Schneider, St. Gallen (CH)
hansruedi.schneider@ksbg.ch

Erfahrungsbericht aus der Praxis
TI-SmartView™: Der TI-84 Plus am Whiteboard

Bettina Leukert, Verena Panatschek

618 Seit September 2011 konnen die Lehrkréfte des Privat-

gymnasium St. Leon-Rot (Baden-Wirttemberg) in jedem
Klassenzimmer mit interaktiven Whiteboards arbeiten. Das
neue Medium wird bereits vielseitig eingesetzt und neue
Moglichkeiten werden entdeckt.

Dabei ist vor allem die TI-SmartView™ Emulator Software fur
den TI-84 Plus Graphikrechner von Texas Instruments im
Mathematik-Unterricht eine Unterstitzung, da sie viele Vortei-
le gegenliber dem klassischen Prasentations-Verfahren mit
dem Overhead-Projektor bietet. Naturlich konnen wie bisher
auch ohne groRen Aufwand mit Hilfe von SmartView™
Rechenaufgaben anschaulich durchgefiihrt und Lésungswe-
ge vorgefiihrt werden.

Aber nicht nur die Nutzung im Unterricht ist am Privatgymna-
sium schneller und einfacher geworden. , Die Rechenwege
lassen sich einfacher nachvollziehen, da jede Taste auf dem
Taschenrechner angezeigt wird, die gedruckt wurde”, meinen

die Schilerinnen und Schiler einer achten Klasse. ,Vorher
konnte man nur den aktuellen Schritt sehen, jetzt kann man
die komplette Aufgabe nachverfolgen.” Durch die Historie
lassen sich nun einzelne Rechenwege und Tastenfolgen
immer wieder aufrufen.

Die TI-SmartView™ Emulator Software wird entweder spon-
tan wahrend des Unterrichts eingesetzt oder aber zur Vorbe-
reitung von Aufgaben und Arbeitsblattern. Daruber hinaus ist
die Darstellung nach Meinung der Schiilerinnen und Schiiler
sehr Ubersichtlich: ,,Man kann gleichzeitig Display und Tasta-
tur des Taschenrechners sehen. Dazu kommen die graphi-
schen Darstellungen, die man auch im Detail betrachten
kann.”

Autqren:
Bettina Leukert, St. Leon-Rot (D)
Verena Panatschek, St. Leon-Rot (D)



Tipps und Tricks

Histogramme mit dem TI-84 Plus

Katrin Eilers

Oberstufe in Niedersachsen benennt zusammengefasst
in dem Lernbereich

Das Kerncurriculum Mathematik fur die gymnasiale

,Daten darstellen und auswerten -
Beschreibende Statistik” die Darstellung der Daten in einem
Histogramm als ein wichtiges Hilfsmittel. Dies soll auch unter
Einsatz der eingefiihrten Technologie erfolgen. In diesem Arti-
kel soll ein kleiner Uberblick gegeben werden, wie der TI-84
Plus hierzu eingesetzt werden kann.

In einem Kurs wurde die Korpergrof3e (in cm) der Schiilerin-
nen und Schiler gesammelt und unsortiert in den GTR einge-
geben (Uber STAT: Edit).

178 | 164 | 195 | 176 | 180 | 166 | 154 | 177 | 176

180 | 182 | 158 | 163 | 167 | 166 | 180 | 190 | 158
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Abb. 1

Sollen diese Werte als Histogramm notiert werden, so ist es
nicht notwendig sie vorher zu sortieren o.a.. Dies erledigt der
TI-84 Plus selbststandig intern. Zur Darstellung eines Histo-
gramms wahlt man unter 2nd Y= einen der Plots aus, stellt
diesen an und wahlt die Histogramm-Einstellung aus (Abb. 2).
Unter XList ist die Liste einzustellen, in der die Daten notiert
wurden. Unter Freq wird notiert, wie haufig ein Wert gezahlt
werden soll.

Flotz Plot3
B
gpel [ L=
HH- H{OH |~
wlistild
Frex:1
Abb. 2

Zur Darstellung des Histogramms ist es sinnvoll zunachst die
Window-Einstellungen vorzunehmen. Wahlt man - wie bei
anderen graphischen Darstellungen oftmals sinnvoll — den
Befehl ZoomStat, so werden Xmin, Xmax, Ymin und Ymax
sowie Xscl so angepasst, dass alle Werte enthalten sind. In
diesem Beispiel entstanden die in Abb. 3 dargestellten Win-
dow-Einstellungen.

WINDOW
anin==0154
nmax=203.2

scl=8.2
Ymin=-1.3568345
Ymax=5.85
Yscl=1
ares=1

Abb. 3

Diese Vorgehensweise ist flr leistungsschwachere Schiilerin-
nen und Schiler durchaus geeignet um den Bereich zu ermit-
teln, in dem das Histogramm liegt, muss aber unbedingt the-
matisiert werden. Der Wert von Xscl legt die Klassenbreite
fest. Es ist daher zu hinterfragen, ob eine Klassenbreite von
8,2 bzw. welche Klassenbreite sinnvoll ist.

Im Folgenden sind die Daten in Histogrammen bei verschie-
denen Klassenbreiten dargestellt.

WINDOW
H¥min=154
Bmax=196

dHEres=

J ¢ J

Abb. 4: Klassenbreite 1

WINDOW

Abb. 5: Histogramm mit der Klassenbreite 1

H-Eres=R

Abb. 6: Klassenbreite 2

J € J

Abb. 7: Histogramm mit der Klassenbreite 2

Driickt man die Taste TRACE so zeigt der TI-84 Plus auch die
Werte an (Abb. 9). Der Cursor ist noch bei der dritten Saule zu
sehen. Die Werte beziehen sich somit auf diese Saule. Ange-
zeigt wird das Intervall [174;184] sowie die dazugehorige
Haufigkeit. Es befinden sich also 8 Schiilerinnen und Schiiler
mit einer Korpergrofde von mindestens 174 cm und unterhalb
184 cm in dem Kurs.

WIHDOW Fi:L1 i
H¥min=154
Bmax=204 )
#ecl=18
Ymin=-.2
—
scl= in=

d-Eres=N ) ‘m&éﬂh n= ]

Abb. 8: Klassenbreite 10 Abb. 9: Histogramm mit der Klassenbreite 10
Noch zwei kleine Hinweise zum Schluss: Der TI-84 Plus ist
nicht in der Lage verschiedene Klassenbreiten darzustellen.
Bei der Einstellung des Windows ist darauf zu achten, dass
die Ungleichung

Xmax- Xmin
Xscl

erfullt ist.
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Service auf einen Blick

Innovative Technologie

Dank der Technologie unserer aktuellen Graphikrechner TI-84
Plus, TI-84 Plus Silver Edition, TI-89 Titanium, Voyage™ 200,
TI-Nspire™ (mit Touchpad), TI-Nspire™ CAS (mit Touchpad)
und den neuen TI-Nspire™ CX Modellen kénnen Sie die
bestehenden Fahigkeiten der Rechner durch Herunterladen
zusatzlicher Applikationen und/oder Upgrades erweitern und
lhren personlichen Wiinschen anpassen. Damit halten Sie
sich alle Optionen fiir die Zukunft offen.

Kostenlose Ausleihe

Sie mochten einen Tl-Graphikrechener oder ein Computeral-
gebrasystem testen? — Kein Problem! Wir leihen lhnen Einzel-
exemplare oder Klassensatze bis zu vier Wochen - kostenlos
und unverbindlich!

Unterrichtsmaterialien

Neben den , TI-Nachrichten” gibt es eine Fille von begleiten-
den Unterrichtsmaterialien zum Einsatz unserer Produkte —
insbesondere auch von Schulbuchverlagen, hier eine Aus-
wahl von Tl und T2:

W CuBalibra: Einfache, gut strukturierte Aufgaben: Stoff fiir
eine Unterrichtsstunde.

B MMM: Kurze Beispiele fur alltaglich benotigte Veranschau-
lichungen, die Umsetzung wird mittels Kurzvideos erklart.

B T3 Akzente: Aufgaben mittlerer Komplexitat mit Schilerar-
beitsblattern und didaktischen Hinweisen.

Lehrerfortbildungen

Graphikrechner und CAS sind fiir viele Kolleginnen und Kolle-
gen neu und unbekannt. Wir helfen lhnen mit Fortbildungen
an lhrer Schule oder auf Veranstaltungen! Wenden Sie sich
direkt an T2. Mehr Informationen zu T® finden Sie im Internet:

T3 Deutschland: www.t3deutschland.de
T3 Osterreich: www.t3oesterreich.at
T3 Schweiz: www.t3schweiz.ch

Oder kontaktieren Sie lhren TI-Schulberater sowie unser Cus-
tomer Service Team.

Praktische Prasentationsmoglichkeiten

Projizieren Sie das Display der Lehrerversion lhres TI-Graphik-
rechners mit ViewScreen™, Overheadprojektor, Beamer oder
auch am Whiteboard.

Flexible Verbindungsmoglichkeiten

Die Verbindungskabel zu den TI-Graphikrechnern und Com-
puteralgebrasystemen ermoglichen eine schnelle und
stabile Verbindung zum PC oder Mac.

Unkomplizierte Messwerterfassung

Portable, universell einsetzbare Messwerterfassungssysteme
fir den naturwissenschaftlichen Unterricht. Verschiedene
Sensoren erhaltlich.

Mehr Informationen, kostenlose Downloads sowie die Anmeldemaoglichkeit zum E-Newsletter , TI-Materialien” finden Sie auf den

TI-Webseiten oder unter: www.ti-unterrichtsmaterialien.net

Viele Handreichungen von Tl und T2 kénnnen Sie auch Gber den TI-Unterrichtsmaterialien Webshop beziehen:

www.ti-activities-shop.net

Allgemeine Informationen

Nehmen Sie mit unserem Customer Service Center Kontakt
auf, wenn Sie technische Auskiinfte benotigen oder Fragen
zum Gebrauch unserer Rechner oder beziglich einer Lehrer-
fortbildung haben. Auch zum Ausleihen der Rechner ist das
CSC die erste Adresse:

Wir sind fur Sie da:

[SE@ Texas Instruments
Customer Service Center
Tel: 00800-484227 37 (Anruf kostenlos)
Fax: 00420-226221799

Allgemeine Informationen:
ti-cares@ti.com

Kostenlose Ausleihe von Graphikrechnern
und Computeralgebrasystemen:
ti-loan@ti.com

Kostenloses Abonnement der
TI-Nachrichten:

ti-nachrichten@ti.com

Garantie

Auf alle Graphikrechner und Computeralgebrasysteme von
Texas Instruments bietet Texas Instruments 3 Jahre Hersteller-
garantie. Sollte doch einmal etwas defekt sein, rufen Sie bitte
zunachst unser Customer Service Center an. Oft kann das Pro-
blem bereits am Telefon behoben werden.

education.ti.com/deutschland - education.ti.com/oesterreich » education.ti.com/schweiz

ti-cares@ti.com
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