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Schnelliibung 1: Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Zeit: 20 Minuten
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Schnelliibung 2: Potenzen - Wurzel

Zeit: 20 Minuten

1 a%.azz 16 3a5.a%= 31 a.i:
a
2 b%:b%: 17 5a-§/_= 32 4f52 b‘\/;:
3 2a%+5a% _ 18| 4/55 - 554 — 33| 3[x3a _
4 Za% -Sa% _ 19| [q2n = 34|5[53 .10/ g4 —
5 } 20 3 4 _ 35 3 . 5 2 _
(4 - (Fu)' Vo= I+ x
6 1 p%.pi.ps = 2L [ x = 361 Y x Ix-gx =
7 1 3\ 22 32 37 1
L T e
= 3.2 -
3 zv-y
ab?
8 148 x5 = 213xt e = 38| [a _
Ja
NI 24 (ofy7 Y - 39[2 /X +3/x -
10 32 25| p. 40 3
22 PP () -
|- Ip
11 2 ' :
11 % g% = 26 (ng/?) _ 41 Sclzhrelbe als Wurzel:
as =
12 ( 2\3 27 ag 322 — 42 | Schreibe als Wurzel:
a3j = 2
X5 =
13 13 28| 350 — 43 | Schreibe als Wurzel:
)-
X 7=
14 12 29 ) 3 _ 44 3
(ag.aij _ Ix - 4xd = (6 Xz) _
15 3 12 30 3 45 1
] () T sl
3






Schnellibung 3: Logarithmen

Zeit: 20 Minuten

Aufgabe 1 bis 3: Schreibe die Lésung x der Gleichung als Logarithmus
1

4% =p X =
2

eX = 5 X =
3

aX = 10 X =
Aufgabe 4 bis 11: Gebe die Exponentialgleichung der Losung x an und berechne dann x!
4 1 5

x =log, (2) = X —
6 | x= log, (2) = 7 X =
8 | x= logs (1) = 9 X =
10 11

X =

x=|n(%j &

Aufgabe 12 bis 15: Entscheide, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind!

12 | log; (1) =log, (1) [] richtig
[ ] falsch
13 |log(x)=-99,5 = x=10%5.107100 [ richtig
[ ] falsch
14 | gly(5)_g [ richtig
[] falsch
15 | b =log,(c) bedeutet in Worten: ,Der Logarithmus zur Basis a von cist | [] richtig
die reelle Zahl b, mit der ich a potenzieren muss, um c zu erhalten. [ falsch
Aufgabe 16 bis 29: Berechne
16 3Iog4(16) _ 24 16%1094(3) _
17 3Iog3(3) _ 25 |09(ﬁ) =
18 5|095(3) _ 24 log,6 (44 ) =
19 | log,(16) = 25 | logs(5)=
20| lo 4) = 26 1)\_
916( ) In(J_E) =
22 | logy (3) = 28 | logg (82n+1) =
3
23 1)\ 29 | In(1) =
|0g5 ( Jg) - ( )






Aufgabe 30 bis 45: Berechne

30 | log,(n)= 38 100 log(V5) _
31 In(§/e_5) = 39 | logs(27%) =
32| log(0) = 40 Iogg(9-§/§) =
45
33 l0s (eln(5) ) _ 41 log, [(211) } _
34 | logg(16) = 42 alog7(1) _
35 Iog(1003 ) - 43 10 1.log(81) _
36 | logy (%)= 44 | In[In(e)] =
4
37 Iogz(§/2_2)= 45 Iog3((J§)8):
Aufgabe 46 bis 60: Berechne x
46 log,(x) =1 X =
47 logs (x?) =2 X =
48 logs (x) =-2 X =
49 | logg (x) =% X =
50 = 52+Iog5(2) =
51 logz(x)=4 X =
52 logy (49) =2 X =
53 logs (vx) =1 X =
54 5|098(X) =1 X =
55 | logy (va) =4 x =
1 1
57 | logx(3)=-3 X =
58 log 5 (10) = -2 X =
59 7109s(x) _ 7 X =
60 Ioga(isz—S X =
a










































LOsungen
Schnellibung 1: Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Llas.as=a® 26 (— NG )_3 =—x° o1 (—x)’ .(— x3): x°
2 | g va® = 2a° 27 ((— x) )4 =x" 52 (=x)" (- x*)=—x°
P lasa-1 28 ((—x)f3 )_5 = X" >3 (-x)" +(-x*)=0
4 a®-a’=0 29 ((—x)O )2 -1 54 —2x2%y® )2 = 4x*y
5 (as )3 _ als 30 (—2X2 )3 _ —8X6 55 3. (_X)7 47, X7 _ 4X7
6 31| 3 .y2 56| 4x2

2a® +3a° =5a° :((_3 .);_2 =x° (2;()2 =1
7 | 2a* 3a® = 6a° 32| ax* . (-3)x® =—12x S7 [5-x*-x"]" =25x°
8 a.at=a’ 33 (Xsn )2 X3 = xB™3 58 (X B y)s : (y B X)2 —X—y
9 a’:at=a’ 34 %5 x5 = x10 59 (_1)6 .(_1)5 _ 1
10 a4 :a7 — a—3 35 Xn—3 . X3—n — 1 60 (_1) 6 +(_1)*5 — O
11 a’at=alt 36 (5x5y )0 -1 61 [X_l N X_l] -2 _ %Xz
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LOsungen

Schnelliibung 2: Potenzen - Wurzel

1143 a0 2ol 101975 a3 — a2 la L a2
a
2 | b3 :pid = p? 1 5a.§/52a% 32142 b -Ja=abi
3 | 2aZ + 5a2 —7a2 18 Y& Y = a0 B =
4 Za%-Ba% _ 6a2 19| [g2n _ g0 34|5/33 1944 — 3
5 1 20 11 35 _1
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a
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1
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LOsungen
Schnellibung 3: Logarithmen

Aufgabe 1 bis 3: Schreibe die Lésung x der Gleichung als Logarithmus
1
4 =b x =log, (b)
2
e*=5 x =In(5)
3
a* =10 x = log, (10)
Aufgabe 4 bis 11: Gebe die Exponentialgleichung der Lésung x an und berechne dann x!
4 1 5
— 1 _1_ 42
x_Iog4(§) o 4=1=4 x=-1
6 1 7
X =10g,(2) & A =2=4: x = 1
—2
8 x =logs (1) & 54 =1=5° ? X =0
10 11
x=|n(}j o ex-l_gt X=-1
e e

Aufgabe 12 bis 15: Entscheide, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind!

12 | log; (1) =log, (1) [X] richtig
[ ] falsch
13 | log(x)=-995 = x=10%5.10100 [ richtig
[ ] falsch
14 | glog(5)_ g [] richtig
X falsch
15 | b =log,(c) bedeutet in Worten: ,Der Logarithmus zur Basis a von cist | [X] richtig
die reelle Zahl b, mit der ich a potenzieren muss, um c zu erhalten. [ falsch
Aufgabe 16 bis 29: Berechne
16 3Iog4(16) _9 24 162'Iog4(3) _3
17 3log3(3) -3 25 |og(ﬁ) =-2
19 | log,(16)=2 25 | logs(5)=2
20 =1 26 1)__1
IoglG( ) 2 In(\/—g)——ﬁ
_3 _
21 logz (3) = -2 27 Iog%(z )=3
22 Im%(3)=—1 28 | logg (82™)=2n+1
23 29 | In(1)=0






Aufgabe 30 bis 45: Berechne

30 | log,(n)=1

38

3

31 In(g’/e_*}):5

39 | logs(27°) =9

32 | log(0) = nicht definiert

40 | logy(9-5/9)=¢

33 l0gs (eln(S)) 1

o (7]

34 | logg (16) = 4

35 | log(100° ) =6

42 a log(1)
1.
43 102

36| logy (7) =3

44 | In[In(e)]=0

37 Iogz(§/2_2)

2
3

45 Iog3((x/§)8)=4

Aufgabe 46 bis 60: Berechne x

46 log, (x) =1 4t = x X =4
47 logs (x*) =2 32 = %2 X =3
48 log, (x) = -2 472 —x X =&
1
49 Iogg(x):% 92 =x x=3
50 | x—52t1ous(2) x =52.5°°%(2) _25.2 X = 50
L | log () -4 (Va) =x e
52 logy (49) =2 x? = 49 x=7
53 logs (vx) =1 6! = Vx X = 36
54 | 5loGs(X) — 1 logg (x) =0 x=1
1
55 logy (Va) =1 x2 =+/a X=a
56 | 5ldx) -5 log(x) =1 x =10
1
°T oo (3)=-3 -3 K=
58 log 5 (10) = -2 (&)_2:10 X =5
60 Ioga(isz—s a™ _ix Xx=5
a a
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1. Potenzen

1.1. Potenzen mit natiirlichen, ganzzahligen und rationalen
Exponenten

Eine Potenz mit einem natiirlichzahligen Exponenten wird definiert als eine wiederholte
Multiplikation.

Es gelten die fiinf Potenzgesetze:

Beweis (nur exemplarisch fiir I) und III)):

Da*-a™=a-...-a-a-...-a= a-...-q
_ _—
n Faktoren m Faktoren = n-+m Faktoren

mn (a™m™ = ag"-a"-...-a™ =(a-a-...-a)(a-a-...-a)...(a-a-...-a)=a

J
~ / ~ /

n-m

e n NV Vv VT
m Faktoren der Form a n Faktoren n Faktoren n Faktoren
N

VT
m-n Faktoren

Hinweis
Es gilt die Prioritatsregel: die hohere Operation bindet stérker. Zum Beispiel ist 3 - 4% #
(3-4)%, es gilt 3-4%2 =316 =48, dagegen (3 -4)? =122 = 144.





KAPITEL 1. POTENZEN

Die Gesetze I) und III) driicken grundlegende Eigenschaften der Potenzen aus. Wir er-
weitern nun den Potenzbegriff von natiirlichen Exponenten auf ganzzahlige und rationale
so, dass diese grundlegenden Eigenschaften erhalten bleiben.

Erweiterung auf ganzzahlige Exponenten

Zuerst erweitern wir auf den Exponenten 0.
Setzt man im Gesetz I) fiir m = 0 ein, dann erhilt man:

a™-a®=a™*% =qa" Aus am - a® = a™ folgt sofort, dass a® = 1 ist.

Definition: a® :=1, a # 0

Setzt man weiter im Gesetz I) fiir m = —n ein, dann erhélt man:

a®-a " =a%=1 Ausa™-a ™ =1 folgt unmittelbar a™ = %

Definition: a™ ™ := %, a#0

Die andern Potenzgesetze bleiben ebenfalls erhalten, beim Gesetz II) féllt zudem die Ein-
schrankung n > m weg.

Erweiterung auf rationale Exponenten
Die n-te Wurzel

Unter der n-ten Wurzel einer nicht negativen reellen Zahl a versteht man diejenige nicht
negative Zahl x, deren n-te Potenz a ergibt:

Va=xex"=aq x>0,a>0

Wendet man das Gesetz III) auf (a]ﬁ) " an, dann erhilt man :

1

n
(aﬁ> = a' = a. Daraus ergibt sich die

Definition: ax = Va, a>0.

Weiterhin ist, wenn man noch das Potenzgesetz III) anwendet:
m 1

a® =a™mw = (a™)" = +v/a™ und ebenfalls

m m

a® =av™ = (an = (%)m'

Damit sind Potenzen fiir beliebige rationale Exponenten definiert:

Definition: an = ¥a™ = ({/a)™, a >0

2 © Texas Instruments 2014





1.2. Aufgaben zu Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Bemerkungen:

e Die Potenzgesetze I)-V) bleiben auch bei der Erweiterung auf rationale Exponenten
giiltig. Der Beweis sei als Ubungsaufgabe empfohlen.

e Die Definition der Potenz ladsst sich auch auf irrationale Exponenten erweitern, die

V38
Potenzgesetze gelten auch dort (ohne Beweis). Es ist z. B. (aﬁ) — qV2V8 — ¢4

1.2. Aufgaben zu Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Einfache Umformungen mit Potenzen kdnnen im Kopf meist viel schneller berechnet wer-
den als mit dem Rechner, vorausgesetzt ist aber eine gewisse Ubung. Die folgenden Aufga-
ben sind deshalb ohne Hilfsmittel zu 16sen.

Aufgabe 1.1 Berechne
a) 39; 31; 3%; 33; 34 b) 10°; 10%; 103; 104 10> ¢) 21; 22; 23; 24; 25; 26, 27
d) 0.29; 0.22; 0.23 o (D% D)% (D)% @)Y b (2% (—2)3% (-2
g) (=10)%(=10)";(=10)%;(=10)%(=10)* ~ h) —10% —10'; —10%; —10°
Aufgabe 1.2 Berechne
a) 271,272,273, 274 b) 573; 572; 571 c) 373,371, 39 372
d) (273 (<274 (27 (-2)°2 9() @G
Aufgabe 1.3 Formuliere als eine Potenz mit moglichst kleiner nattirlicher Grundzahl

a) 1000; 100000; 0.1; 0.0001; 10°000"000 b) 4;32; 16, 64; §; 245 105

1. R 1 . . .
C) 277 1257 497 107000 d) 02, 025, 004:, 0008

Aufgabe 1.4 Formuliere mittels Zehnerpotenzen

2 2

a) 1cm als mm, pum, m, km b) 1 mm? als cm?, m?, km?

c) 1galskg,t

Aufgabe 1.5 Formuliere die folgenden Terme nur mit natiirlichen Exponenten (n, q € N)

a) a2, b~ 1; ¢73; 7d7?; 3e73; 0.3f° b) (x+y) % (a—b)71; (s+1)°

Qx-y l (xoy) Ty x Ty d)a™ b3 c-d9; (c-d)d
-2 -3 2n -3 .4

®) i g 2w (3) D & o Ty
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KAPITEL 1. POTENZEN

Aufgabe 1.6 Berechne

a) 3x° +4x°

e) x-10* +y- 107

b) a’ +a’

f) a-x™4+x™

c) rt—1.21%
g) 4.3k 3k

k) c¢.c3

X —X

0) a*-a

S) Zk—H . k—1

Aufgabe 1.7 Formuliere als eine Zehnerpotenz

a) 103-10°

e) 107 :10%

Aufgabe 1.8 Vereinfache
a) (a+b)(a+b)n!

Aufgabe 1.9 Vereinfache

a) 2™ .5

e) 1073:273

b) 10*.1073

f) 103 :108

b) 105 :5°

f) (zx)k—l—] cx 1tk

¢) 105107

g) 1077 : 10

d) z73 42273
h) 3.2m +5.2m
Da7:da "

X —X

p) a*:a

t) us . yl-s

d) 1000- 102

h) 10-5:107

b) (1—y)™ ! —y(1—y)™!

C) 2n+-| ) (%)Tl-i-]

2 3
g) 24

d) 2n+] : (%)TI-O-]

3 k
by K

Aufgabe 1.10 Forme zuerst so um, dass Potenzen mit gleichen Hochzahlen auftreten

a) 6°-37°
Aufgabe 1.11
a) (104)°
Aufgabe 1.12

a) 253
Aufgabe 1.13

a) 168:414

b) 5% . 10%

Vereinfache

b) 36 - 68 c) 813 :273

c) 9k.37k

C) (Cz)n+1

C) 9n71

d 3Tl

d) (xa=1)7°

Schreibe als eine Potenz mit moglichst kleiner natiirlicher Grundzahl

d) 641"

d) 273 .93 e) 85:2°
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1.2. Aufgaben zu Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Aufgabe 1.14 Berechne

Aufgabe 1.15 Berechne

(a—b)3 (a—b)S (a—b)° (a®-b2)°
a) (b—a)? b) (b—a)° c) d)

Aufgabe 1.16 Richtig oder falsch?
a) 107100 — 10050 b) 37 =95 0 (-3%)° = (-3%)*
d) 271042710 =29 e 2714271 =45 f) (e +a1)?=2a2

Aufgabe 1.17 Berechne

a) (—22) - (—2)7° b) (—2) 3. (-278) o (=37 (=37
d) 375 (=3)° e) 0.177.577 f) —625-12:25712
9 ((164)° W (727 (0) () (2T

D (6% (21297°)
Aufgabe 1.18 Berechne
a) a8. (_aO) ) ((175)*8 b) a®:q ™5 4 g M3 (_a72m+8)
Q) (4u)* - (—0.125u) Q) (y2-z7) " (;fi)*k
Aufgabe 1.19 Vereinfache

3 4 b))y’ -y ?+y?y ¢ 2aa?-a?-a d) x-—x2)x

a) x3-x2 +x-x
Aufgabe 1.20 Berechne (Resultat als Summe)

a) (a4 1b°)? b) (x2™ —x")? ) (a® —1b°)(a® +1b°)
Aufgabe 1.21 Schreibe als Produkt

a) x> +x8 b) 6x7 —12x'° c) z" — ! d) xk=2 —xk
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KAPITEL 1. POTENZEN

Aufgabe 1.22 Zerlege Zihler und Nenner in Faktoren und kiirze

8 7 n n+1 2n 2n

a°+a x"M4x a“"—b

a 6Jr 5 b) n+1Jr n+2 C) n+1 n
a’+a x +x a —ab

Aufgabe 1.23 Vereinfache

1—x° | 1 44x> 1 x+4  x—4 64
a) 7t b) Q) 1 x4t 2oie

Aufgabe 1.24 Vereinfache

4.102.10° 12.102.(10%)2 2.10°8.(2.10°3)2
a) b) = Z702 <) 2105

8-108

Aufgabe 1.25 Lose die Gleichung
a) (—57)": (=5'")* = 5% b) (100700)'° — 10200x
2
0 (125)7 - 2572 = ((625%)") d) (=2x2)° = (=3x7) - (=6x3) - (=1)7 = 2!

Aufgabe 1.26 Berechne

a) (2(17b5)3 ) (3(16c8 )3 b) <2x8y>4 ) <74x6>4
3c8 2a’Tb? 23 TER

3y ()3 -2
a [((x ) () }

x3) (x5
Aufgabe 1.27 Bestimme alle Losungen der Gleichung und kontrolliere mit dem Rechner

x24-4x+3) x?+25)

a) (x2+2)' — 1 b) (x2+5x+5)" — 1

x2-25)

0) (x2+5x+5)" =1

1.3. Aufgaben zu Potenzen mit rationalen Exponenten

Auch diese Aufgaben sind ohne Hilfsmittel zu 16sen!

Aufgabe 1.28 Formuliere mit dem Wurzelzeichen
a) 72 b) 123 ¢) 24 d) 45 e) 275

f) Z% g) X% h) y0.4 i) vfo.z ]) t2'4
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1.3. Aufgaben zu Potenzen mit rationalen Exponenten

Aufgabe 1.29 Formuliere als Potenz

a) V7 b) V3 o) V& d) Vp3 e) /¢
B 75 ) uz h) - i) )
V2 & s U5 Y wve V s

Aufgabe 1.30 Berechne
a) 250-5 b) 273 ) 1674 d) 92 e) 4905

Aufgabe 1.31 Formuliere als Potenz, kiirze und formuliere wieder als Wurzel

a) V52 b) V34 o) V/x6 d) %/‘ﬁ e) %\/ﬁ

Aufgabe 1.32 Vereinfache

a) 3231 b) 97 - 91 0 102:105  d)aZ-a e) xt - x 1
_1

f) aZ:a g) 27 .33 h) 372 (2)2 i) 2x3 1 3x3

i} 100-2 . 100-4 k ( l>4 Z i A

i) : ) (32 D) (73 m) (372

Aufgabe 1.33 Formuliere das Ergebnis als Wurzel

a) V/5-v5 b) V5:V5 ) V27 -V27 d) /1.2
Aufgabe 1.34 Vereinfache

a) VV3 b) V5 o) V/Va d) V5-V5

Q) V2T D Ve g Vi m ()’
Aufgabe 1.35 Berechne

(VB VT)VB+V7) ) (VAT R+ VRV R = V&)
) (4V3 —3V4)(4V3 +3v4) d) (VuZ + Vv2)(VuZ — Vh2)

Aufgabe 1.36 Vereinfache so weit wie moglich

a) {/Beey b) VX3 —3xZ 4 3x— 1

9 WTT B+ 3 6 Ve, Yoo
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KAPITEL 1. POTENZEN

Aufgabe 1.37 Berechne

a) vViVva

b)

Aufgabe 1.38 Berechne

2) / (6a)® + (8a)° b \1- &

d)

(a2-02)d

(a+b)Z(a—b)2?

Aufgabe 1.39 Bestimme x

3
a) %:z*

Aufgabe 1.40 Mache den Nenner wurzelfrei

]
a) V21

Aufgabe 1.41

Das Volumenverhiltnis zweier Wiirfel betragt 2:1.

1
b) 2+ 3

c) v a* 4 2a?b2 + b4

a5—b
I I
ab5—b5
9 — ox
V3
a—b_ _
) Ja b

Berechne a) das Verhiltnis der Kantenldngen, b) das Verhéltnis der Oberflachen.

Aufgabe 1.42

Das Verhiltnis der Oberflichen zweier Wiirfel betrdgt 5:4.
Berechne a) das Verhiltnis der Kantenldngen, b) das Volumenverhiltnis.

Aufgabe 1.43

Ein kegelformiges Gefass mit einem Radius r = 10 cm und einer Tiefe von h = 24 cm wird

bis zur halben Hohe mit Ol und anschliessend mit Wasser gefiillt. Das Gefiss wird nun so

lange stehen gelassen, bis sich auf dem Wasser eine Olschicht gebildet hat. Berechne die
Dicke d dieser Olschicht.

1.4. Darstellung mit Zehnerpotenzen

In der Wissenschaft und Technik verwendet man fiir grosse und kleine Zahlen {ibersicht-
liche Schreibweisen mit Hilfe von Zehnerpotenzen. In der Wissenschaft schreibt man die
Zahl mit einer Ziffer vor dem Dezimalpunkt (Gleitkommadarstellung), in der Technik da-
gegen werden fiir die Zehnerpotenzen nur ganzzahlige Vielfache von 3 verwendet.

Normalform | Wissenschaftliche Darstellung | Technische Darstellung
23500000 2.35-107 23.5-10°
235000 2.35-10° 235-10°
2.35 2.35 2.35
0.000235 2.35-1074 235-107°
0.00000000235 | 2.35-10~7 2.35-1077
8 © Texas Instruments 2014





1.4. Darstellung mit Zehnerpotenzen

Der Exponent gibt an, um wie viele Stellen der Dezimalpunkt nach rechts (positiver Expo-
nent) oder nach links (negativer Exponent) verschoben werden muss, um die Normalform
zu erhalten.

Bezeichnungen in der technischen Darstellung

Zehnerpotenz | Grosse Symbol Ausgeschrieben
10715 ein Billiardstel (E: Quadrillionth) | f femto
10712 ein Billionstel (E: Trillionth) p pico
1077 ein Milliardstel (E: Billionth) n nano
107° ein Millionstel i micro
1073 ein Tausendstel m milli
103 Tausend k kilo
106 eine Million M Mega
107 eine Milliarde (E: Billion) G Giga
102 eine Billion (E: Trillion) T Tera
1013 eine Billiarde (E: Quadrillion) P Peta

Bei CAS-Systemen kann die Art der

Darstellung und die Anzahl ange-

zeigte Ziffern unter , Einstellungen”

gewdhlt werden (Bildschirm rechts).

Es sollen 4 Ziffern angezeigt wer-

den. Der Berechnungsmodus ist wie

iiblich auf ,Auto” eingestellt, da-

mit wird versucht die Rechnungen

so weit wie moglich exakt durch-

zufiihren. Beim Exponentialformat

kann ,Normal”, , Wissenschaftlich”

oder ,Technisch” gewdahlt werden.

Die folgenden drei Bildschirme zei-

gen den Unterschied.

In der ersten Zeile wird die volle Ziffernzahl der ganzen Zahl bei allen Formaten angezeigt.
In der zweiten Zeile bewirkt der Dezimalpunkt dass die Exponentialdarstellung erzwun-
gen wird. Dabei wird 2.35 - 107 als 2.35E7 angezeigt (beim Rechner , auf dem PC E
unter Sonderzeichen oder im Katalog).
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KAPITEL 1. POTENZEN

Beispiele
a) Ein Kraftwerk mit 50 Gigawatt Leistung: 50 GW=50 - 10° W=5- 10" W.

b) Eine Wasserstoffbombe mit 10 Megatonnen Sprengkraft (verglichen mit dem her-
kommlichen Sprengstoff Trinitrotoluol = TNT): 10 MT = 107 t =10 kg TNT.

¢) Ein Kondensator mit einer Kapazitit von 0.2 picoFarrad: 0.2 pF =2-10"" F.

d) Das vom Menschen sichtbare Licht liegt im Bereich von 400 nm bis 760 nm Wellen-
lange: 400 nm =400-10"" m =4-10""m, 760 nm = 7.6 - 107 m.

e) Der Frequenzbereich fiir Radiowellen wird international im Bereich von 10 kiloHertz
bis 300 GigaHertz geregelt: Bereich 10 kHz bis 300 GHz oder 10* Hz bis 3 - 10'! Hz .

f) Die Sonne hat eine Masse von 1.989 - 103° kg . Das sind 1.989 Quintillionen kg.

g) Eine Computerfestplatte hat eine Spei- - Lokaler Daertrager
cherkapazitit von 481'777'676’288 Bytes. Pateaysem: TS
Daneben erd aber 448 GB angezelgt .BalegterSpalchBr: 55945775104 Bytes 55.8GB

. Freier Speicher: 421'831'501'184 Bytes 352GB
Wie kann der Unterschied erkldrt werden? S ————

Tipp: Da der Speicherplatz in Zweierpo-
tenzen wichst, ist ein kiloByte in Wirklich-
keit 1024 = 210 Bytes. Laufwerk C [ Bererigen |

Aufgabe 1.44

Lose von Hand und kontrolliere wenn nétig mit dem Rechner.

Schreibe in wissenschaftlicher und technischer Schreibweise mit Hilfe von Zehnerpotenzen.
Gib im letzteren Fall auch die abgekiirzte Schreibweise mit den Symbolen an. Falls das
Resultat in einer andern als der angegebenen Einheit angegeben werden soll, ist dies in
eckigen Klammern angegeben.

a) 11324578 m b) 0.000°000'34 mm [m]
c) 45300000 t [g] d) 0.0076435 cm? [m?]
e) 620 Liter [mm?] f) 50.3 km3 [m3]

g) 15mm [Gm] und [nm]
h) Wie viele Sekunden hat ein 80 jahriger Mensch gelebt (rechne mit 365 Tagen).

i) Die Masse der Erde betrdgt 5.974 Quadrillionen kg. Wie viele Megatonnen [Mt] sind
dies?

Aufgabe 1.45

a) Der Rhein bringt pro Sekunde durchschnittlich 20 Kubikmeter Wasser in den Boden-
see. Nehmen wir an, der Bodensee sei leer. Wie lange hitte der Rhein um ihn zu
fullen? Inhalt des Bodensees ca. 50 Kubikkilometer Wasser.
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1.4. Darstellung mit Zehnerpotenzen

b) Die Distanz Erde-Sonne betrdagt 149°500°000 km. Die Lichtgeschwindigkeit betragt
3OOIOOO/OOO% . Wie viele Minuten vergehen, bis ein Lichtstrahl die Erde erreicht? Wie
viele Jahre héatte ein Schnellzug mit 200 km/h um die Distanz Erde-Sonne zuriickzu-
legen?

¢) Ein rotes Blutkorperchen hat einen Durchmesser von 7.5 um. Wie viele Blutkorper-
chen aneinander gereiht ergidben die Distanz Erde-Mond (384400 km)?

d) Im menschlichen Gehirn hat es 1 Million km Nervenbahnen. Wie viele Jahre hitte
ein Fussgdnger mit einer Geschwindigkleit von 1.2 ms~' um die gesamte Lange der
Nervenbahnen (zu einem Faden aneinandergereiht) abzuschreiten?

e) Ein rotes Blutkorperchen beansprucht ein Volumen von 90 femtoliter. Wie viele Blut-
korperchen sind in einer Blutwurst von 6 cm Durchmesser und 20 cm Lange enthalten
(Form eines Zylinders angenommen), wenn ein Viertel des Volumens aus roten Blut-
korperchen besteht.

f) Ein GPS-Satellit kreist in einer Hohe von 20200 km tiber der Erde und hat eine Um-
laufszeit von ca. 12 h. Der Erdradius betragt 6360 km. Wie lang ist die (kreisformige)
Bahn des Satelliten in km? Wie gross ist die Geschwindigkeit des Satelliten in km/h?
Wie lange wiirde der Satellit fiir die Distanz Erde-Sonne benétigen?

g) Ein Raumschiff erreicht heute etwa eine Geschwindigkeit von 30’000 km /h. Wie lange
wire ein solches Raumschiff bis zum néchsten Fixstern « Centauri unterwegs (x be-
zeichnet den hellsten Stern in einem Sternbild)? Die Distanz von der Erde zu diesem
Stern betrédgt 4.35 Lichtjahre.

h) Die Sonne strahlt jedes Jahr 7.1 - 10" kWh Energie auf die Erde. Wenn es moglich
wire, einen Tausendstel dieser Energie zu nutzen, wie viele Kernkraftwerke mit einer
Energieproduktion von 6000 GWh konnten dann ersetzt werden?

i) Der Durchmesser eines Luftmolekiils betrigt etwa 3 - 1078 cm. Wenn die Molekiile,
welche in 1 cm® Luft enthalten sind in einer Linie aneinandergereiht werden, entsteht
eine lange Kette. Wie viele Male ldnger als die Distanz Erde-Mond ist diese Kette?
Man ldsst nun pro Sekunde 1 Million Molekiile an einem Beobachter vorbeiziehen.
Wie lange dauert es, bis das Ende der Kette erreicht ist?

Die Anzahl Molekiile in 1 cm® Gas betrigt 26.87 Trillionen. Die Distanz Erde-Mond
betragt 384’400 km.

Aufgabe 1.46

Suche im Internet nach dem ,Prinzip der Homoopathie”, welche auf Samuel Hahnemann
zuriickgeht (Gleiches mit Gleichem heilen). Die Substanzen, welche bei einem gesunden
Menschen eine Krankheit auslosen wiirden (Urtinktur), werden sehr stark verdiinnt. Beim
sogenannten , Potenzieren” wird 1 Teil der Ursubstanz mit 9 Teilen verdiinnt (Wasser oder
Alkohol) und gut geschiittelt. Diese Substanz wird wieder um das 10-fache verdiinnt, usw.
Ein homoopathisches Heilmittel mit der Bezeichnung D8 wird 8 mal potenziert, d.h. hat 10

(© Texas Instruments 2014 11





KAPITEL 1. POTENZEN

mal das Volumen der Urtinktur. Je hoher die Potenzierung, desto grosser soll die Wirkung
sein. Wie viele Liter eines Heilmittels mit einer Potenzierung von 1039 (auf 103° Molekiile
kommt 1 Molekiil Urtinktur) miisste man trinken, damit man 1 Molekiil der Urtinktur
konsumiert. In 1 Liter Wasser hat es 3.3- 102> Molekiile, die Urtinktur habe dieselbe Anzahl
Molekiile pro Liter.

Aufgabe 1.47
Ein Proton hat ein Volumen von Vp = 4-10~4°> m3 und eine Masse von mp = 1.7-10~%7 kg.
Die Masse eines Menschen besteht in grober Naherung zu etwa 50% aus Protonen.

a) Wieviele Protonen enthdlt ein Mensch von 80kg?

b) Welche Kantenldnge hitte ein Wiirfel in den man alle Protonen eines Menschen von
80 kg dicht packen konnte?

c) Welche Masse hitte ein Wiirfel von 1cm?3, wenn man ihn dicht mit Protonen fiillen
konnte?

Aufgabe 1.48

Bei den Agyptern galt die Katze als heiliges Tier, sie war fiir den Erhalt der Lebensmit-
tel besonders wichtig. In einem altdgyptischen Rechenbuch, dem «Papyrus Rhind», findet
man folgende Aufgabe: 7 Personen besitzen je 7 Katzen, jede Katze vertilgt 7 Méause, jede
Maus frisst 7 Ahren Gerste, aus jeder Ahre kénnen 7 Mass Kérner wachsen. Wieviele Mass
Gerstenkorner sind also den Katzen zu verdanken?

Aufgabe 1.49

Der indische Herrscher Shihram tyrannisierte seine Untertanen und stiirzte sein Land in
Not und Elend. Um die Aufmerksamkeit des Konigs, ohne seinen Zorn zu entfachen, auf
seine Fehler zu lenken, schuf der weise Brahmane Sissa, Dahers Sohn, ein Spiel, in dem die
wichtigste Figur, der Konig, ohne Hilfe anderer Figuren und Bauern nichts ausrichten kann.
Der Unterricht im Schachspiel hat auf Shihram einen starken Eindruck gemacht. Er wurde
milder und liefs das Schachspiel verbreiten, damit alle davon Kenntnis ndhmen. Um sich
fir die anschauliche Lehre von Lebensweisheit und zugleich Unterhaltung zu bedanken,
gewdhrte er dem Brahmanen einen freien Wunsch. Dieser wiinschte sich Reiskorner: Auf
das erste Feld eines Schachbretts wollte er ein Korn, auf das zweite

Feld die doppelte Menge, also zwei, auf das dritte wiederum doppelt

so viele, also vier und so weiter. Der Konig lachte und war gleichzeitig

erbost ob der vermeintlichen Bescheidenheit des Brahmanen. Als sich

Shihram einige Tage spater erkundigte, ob Sissa seine Belohnung in

Empfang genommen habe, musste er horen, dass die Rechenmeister

die Menge der Reiskdrner noch nicht berechnet hatten.

a) Wieviele ReiskOrner stehen Sissa nur fiir das letzte, das 64., Feld zu?

b) Vergleiche die Anzahl Korner auf dem 3., 4., 5. resp. 6. Feld jeweils mit der Summe
der Korner auf den vorangehenden Felder. Was fallt auf?
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1.4. Darstellung mit Zehnerpotenzen

c) Wieviele Reiskorner erhilt Sissa demnach insgesamt?
d) Wieviele kg Reis sind das etwa insgesamt? (1 Reiskorn wiegt etwa 0.03 g)
e) Vergleiche mit der Weltjahresproduktion von 8 - 103 .

f) Wieviele Reiskorner wiirden auf 1 Quadratmeter fallen, wenn man dieses Reis gleich-
maéssig auf die Erdoberflache verteilen wiirde?
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1.5. Potenzfunktionen

Natiirliche Exponenten: x — y =x™ (n € N)

Aufgabe 1.50
Beschrifte die Graphen: Gezeichnet sind die Graphen von y = x™ fiirn =2, 3,4, 5

Abbildung 1.1y =x"firn=2, 3,4, 5

Aufgabe 1.51
Untersuche die Funktion x —— x™ mit einem Schieberegler fiir n mit Schrittlinge 2 und

a) Anfangswert 1 b) Anfangswert 2

Ergdnze den nachstehenden Text:
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1.5. Potenzfunktionen

Viele Funktionen sind jedoch weder gerade noch ungerade.

Aufgabe 1.52
Welche der folgenden Funktionen sind gerade resp. ungerade? Kontrolliere mit Hilfe der
Graphen.

a) f(x) =5x*—3 b) f(x) =x*—2x+4 ¢) f(x) =x+2 d) f(x) =x
e) f(x) =[x f) f(x) =x+2| g) f(x)=Ix[+2 h) f(x) = 2x*4+x?>—4
i) f(x) =x> +2x3 j) f(x) =x>+1

Ganzzahlige negative Exponenten: x — y =x" (n € Z")

Aufgabe 1.53
Beschrifte die Graphen in der Abb. 1.2:

Aufgabe 1.54
Untersuche die Funktion x — x~™ mit einem Schieberegler fiir n mit Schrittlange 2 und

a) Anfangswert 1 b) Anfangswert 2

Ergénze den nachstehenden Text:

Fiir sehr grosse und sehr kleine Werte von x schmiegen sich die Graphen immer besser an
die x-Achse an. Man sagt: Die x-Achse ist Asymptote der Graphen. Zudem schmiegen sich
die Graphen ebenfalls an die y-Achse an, diese ist ebenfalls eine Asymptote. Diese Kurven
heissen auch , Hyperbeln n-ter Ordnung”
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Abbildung 1.2.:x — y=x" (n€ Z7)

Vollstindige Funktionsbeschreibung

Eine vollstandige Funktionsbeschreibung enthélt nebst der Zuordnungsvorschrift auch die
Definitionsmenge und die Wertemenge oder die Zielmenge. Die Definitionsmenge ist die
Menge der Zahlen, fiir die die Funktion definiert ist. Die Menge der vorkommenden Funk-
tionswerte nennt man die Wertemenge. Die Wertemenge ist eine Teilmenge der Zielmenge.
Es wire naheliegend, als Zielmenge die Wertemenge zu wihlen, da aber die Wertemenge
oft nicht einfach zu bestimmen ist, wihlt man die Zielmenge zunichst geniigend gross,
meistens R. Die ausfiihrliche vollstindige Beschreibung einer Funktion sieht dann so aus
(am Beispiel der Wurzelfunktion dargestellt):

f:R{ — R, x — f(x) =/x
Gebrauchlich ist auch die Schreibweise:

f: R — R
x — f(x)=+vx

Die Definitionsmenge besteht aus den nicht negativen reellen Zahlen, die Zielmenge aus
den reellen Zahlen (man konnte auch die nicht negativen reellen Zahlen wéhlen) und die
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1.5. Potenzfunktionen

Zuordnungsvorschrift besagt, dass jedem x aus der Definitionsmenge seine Quadratwur-
zel, also /x zugeordnet wird. Die Wertemenge ist ]RZ)L

Bemerkung: Anstatt Definitionsmenge sagt man oft auch Definitionsbereich (analog Werte-
bereich, Zielbereich).

Rationale Exponenten: x — y =x9 (q € Q)
Die Wurzelfunktionen: Ry — R, x — {/x = X (meN)

Die Wurzelfunktionen sind nur fiir nichtnegative Werte von x definiert.

Bemerkung: Die Behandlung von Wurzeln (z.B. dritte Wurzel) aus negativen Zahlen ist
nicht eindeutig. TI-Nspire berechnet beispielsweise v/—8 = —2 und der Graph von y = /x
wird auch fiir x < 0 gezeichnet. Andererseits fithren aber Wurzeln aus negativen Zahlen zu

1
Widerspriichen mit den Potenzgesetzen! Z. B. gilt X3 =x& = (x?)©. Setzte man fiir x = —8

1
dann wiare x§ = —2 dagegen (x?)® = +2. Aus diesem Grunde definieren wir Wurzeln
generell nur fiir nicht negative Zahlen.

Aufgabe 1.55
Beschrifte die Graphen:
Dargestellt isty = x™ firn =1, 2, 3, 4, %, %, %

Abbildung 1.3.: Wurzelfunktionen
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KAPITEL 1. POTENZEN

Aufgabe 1.56

Untersuche die Funktioneny =x™ und y = x= mit Hilfe eines Schiebereglers fiir n (n € N).
Zeichne auch die Winkelhalbierende y = x des 1. Quadranten ein. Wie ist die Lage der
beiden Funktionsgraphen beziiglich dem Graphen von y = x ?

Umkehrfunktionen:

Die Funktion x — x* ordnet jeder positiven Zahl ihre 4-te Potenz zu, etwa der Zahl a = 2
wird die Zahl b = 2% = 16 zugeordnet. Welche Funktion ordnet nun umgekehrt der Zahl
b = 2% wieder die urspriingliche Zahl 2 zu? Es ist natiirlich die Funktion x s {/x = X7

Allgemein:

Die Funktion x — x™ ordnet einer beliebigen positiven Zahl a ihre n-te Potenz b = a™ zu.
Umgekehrt ordnet dann die Funktion x x® der Zahl b = a™ wieder die Zahl a zu,
macht also sozusagen die Wirkung der Funktion x — x™ wieder riickgangig.

Fiir x > 0 heisst deshalb die Funktion x — xn die Umkehrfunktion von x — x™.

Eine ausfiihrliche Behandlung der Umkehrfunktion ist im Anhang B zu finden.

Erganze den nachstehenden Text:

Satz
Die Funktion x — xn = ¥x, (n € N,n > 2) ist die Umkehrfunktion von x — x™, x > 0.
Ihr Graph entsteht aus dem Graphen von x — x™ durch

Allgemein gilt:

Vertauscht man in einer Funktions-
oder Kurvengleichung die Variablen
x und y, so beschreibt die neue Glei-
chung die an der Geraden y = x ge-
spiegelte Kurve.

Die Funktionen R} — R;x — x9, q € Q"

Aufgabe 1.57
In der Abbildung 1.4 sind die Graphen der Funktionen x —— x9 fiir q =
gezeichnet. Beschrifte die Graphen richtig.

2
3

Nlw
Njw
wIN

b

Welche Beobachtung macht man?

Aufgabe 1.58

Untersuche die Funktionen mit den Gleichungen y = x9 und y = x4 mithilfe eines Schie-
bereglers fiir q (Schrittlange 0.1). (x > 0, q # 0).
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1.6. Transformationen

Abbildung 1.4.: Graphen von x — x4

Zeichne auch die Winkelhalbierende y = x des 1. Quadranten ein. Wie ist die Lage der
beiden Funktionsgraphen beziiglich dem Graphen vony = x ?
Welche der zuvor behandelten Spezialfdlle kommen vor?

1.6. Transformationen

Transformationen von Funktionen wurden im Heft , Quadratische Funktionen und Glei-
chungen” ausfiihrlich behandelt und werden hier nur kurz aufgelistet:
Hat die Grundfunktion die Gleichung y = f(x) dann gilt

e Translation um u in Richtung x-Achse: y = f(x —u)
e Translation um v in Richtung y-Achse: y = f(x) +v oder y — v = f(x)
e Streckung in Richtung y-Achse mit Faktor a: y = a - f(x) oder % = f(x)

e Streckung in Richtung x-Achse mit Faktor b: y = f (¥)

Beispiel
fx) =3-Vx+2—1=3(x+1)2—1
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KAPITEL 1. POTENZEN

Die einfachste Funktion von diesem Typ ist g(x) = y/x, wir nennen sie die Grundfunktion.
Der maximale Definitionsbereich von g ist R:{ , derjenige von f ist [-2, co[.

Den Graphen der Funktion f erhélt man aus dem
Graphen der Funktion g durch eine Streckung mit
Faktor 3 in Richtung y-Achse und anschliessender
Translation um -2 in Richtung x-Achse und -1 in

Richtung y-Achse, also um den Vektor

Der Definitionsbereich hat sich entsprechend der
Translation in Richtung x-Achse verschoben.

Allgemein: Der Graph der Funktion f(x) = a - g(x — b) + c entsteht aus dem Graphen
der Funktion g durch eine Streckung mit Faktor a in y-Richtung (axiale Affinitat mit der
x-Achse als Affinitdtsachse) und anschliessender

Translation um den Vektor < b )
C

Aufgabe 1.59
Skizziere die folgenden Kurven von Hand mit dem grosstmoglichen Definitionsbereich.
Gib zuerst die Grundfunktion an und bestimme die Transformationen.

a)y=-2-(x—172%+3 b)y=2x+1)"-3 Qy=-2-vVx+4+1
_ — _ 1 _ _ 1 _
d) x=—V/y—2+3 e)y= Gy 1 f) x= Gy—a)’ 1

g) (x+ 4)% + (y+1 2 =4 (siehe Kapitel 3 ,,Quadratische Funktionen und Gleichungen”)

h) k=2l +a-ly—6/=3fira=Tlund i) |y +lyl=1
a=3.
Aufgabe 1.60

Die folgenden Funktionen werden mit dem angegebenen Faktor k in y-Richtung gestreckt
und um den jeweiligen Vektor verschoben. Gib die Gleichung der transformierten Kurve
an und skizziere sie von Hand und danach mit dem Rechner:

-3 5
a)y=x> k=3, < 5 ) b) y=x"', k=-0.25, <]>

—1
C)y:%+xz_\/7z>k:_2» ( ’ )
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2. Exponential- und Logarithmusfunktion

2.1. Exponentielles Wachstum und exponentieller Zerfall

Wachstum

Die unten stehende Tabelle zeigt die Entwicklung der Schweizer Bevolkerung von 1900 bis
1970. Alle 10 Jahre fand eine Volkszahlung statt.! Die erste Spalte zeigt das Jahr, die zweite
(xliste) die Anzahl Jahre ab 1900, die dritte die Schweizer Bevolkerung (in Mio). Daneben
sind die Daten graphisch mit einem Streuplot dargestellt.

Ein mathematisches Modell zur Beschreibung des Bevolkerungswachstums,
von Daten zu Funktionen

Wir suchen nach einer einfachen Funktion, welche das Bevolkerungswachstum moglichst
gut beschreibt. Dazu treffen wir die folgende recht plausible Annahme:

Die Anderungsrate (d.h. die Anderung pro Zeiteinheit, in unserem Falle die Anderung pro
Jahr) ist proportional zur jeweils vorhandenen Bevolkerung. Anders formuliert: Die jahrli-
che prozentuale Zunahme der Bevolkerung ist in der untersuchten Periode konstant.
Dieser Prozentsatz ist noch unbestimmt, also formulieren wir ihn als Variable: Die Bevol-
kerung nimmt jdhrlich um p% zu. Mit der nachfolgenden Wertetabelle konnen wir die
Funktion ermitteln:

'Quelle: Bundesamt fiir Statistik, http:/ /www.bfs.admin.ch/
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KAPITEL 2. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTION

x : Zeit ab 1900 | y: Bevolkerung in Mio
0 2.932
1 293242932 185 =2.932- (1 + 55)
2 Vorangehender Wert: (1+ 55) =2.932- (1+ %)2
X 2932 (1+%5)"

Merke:

Einer Wachstumsrate von p% entspricht ein Wachstumsfaktor von (1 + 155), oder anders aus-
gedriickt:

Wiichst eine Grosse um p% bedeutet dies, dass sie mit dem Faktor (1 + 15;) multipliziert
wird.

Analog: Nimmt eine Grosse um p% ab bedeutet dies, dass sie mit dem Faktor (1 — %)
multipliziert wird.

Die Funktion, mit der wir unsere Daten beschreiben konnen, lautet also:

x—y = f(x) =2.932- <1+%)X.

Diese Funktion hat die Form:
x—y ="f(x) =a-b~.

Dabei ist a der Anfangswert und b = (1 + 155) der Wachstumsfaktor.
Funktionen von diesem Typ heissen Exponentialfunktionen, eine ausfiihrliche Untersu-
chung dieser Funktionen folgt im Abschnitt 2.2

Bemerkung: Die Annahme, dass die Anderungsrate proportional zur Bevolkerung resp. die
jahrliche prozentuale Zunahme konstant sei, stimmt meistens nur angendhert und nur fiir
eine begrenzte Zeitperiode. Die Anderungsrate hingt in Wirklichkeit nicht nur von der
Grosse der Bevolkerung sondern von politischen, wirtschaftlichen, gesellschaftlichen und
historischen Faktoren ab.

Aufgabe 2.1

a) Ubertrage die Daten aus der obigen Bevolkerungsstatistik in eine Tabelle, dffne ein
Grafikfenster und zeichne das Streudiagramm. Erstelle einen Schieberegler fiir p und
zeichne die Funktion f(x) = 2.932 - (1 + %)X . Suche einen Wert fiir p so, dass die
Funktion moglichst gut mit den Daten iibereinstimmt.

b) Das mathematische Verfahren, um die am besten passende Kurve eines bestimmten
Typs zu finden, heisst Regression. Finde mit dem Rechner die exponentielle Regressi-
on zu den gegebenen Daten. Welches prozentuale Wachstum (pro Jahr) ergibt sich?
Vergleiche mit dem in a) gefundenen Resultat.

c) Untersuche auch die lineare Regression und vergleiche mit der exponentiellen!
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2.1. Exponentielles Wachstum und exponentieller Zerfall

d) Bestimme mit der linearen und der exponentiellen Regressionsfunktion eine Prognose
fiir das Jahr 2010 und vergleiche mit dem tatsdchlichen Wert von 6.104 Mio.?

e) Bestimme mit der exponentiellen Regressionsfunktion die Prognose fiir das Jahr 3000
und vergleiche mit der aktuellen Weltbevolkerung! (2013: 7.16 Milliarden)

Aufgabe 2.2

Der Kanton Basel besteht aus den zwei Halbkantonen Basel-Stadt und Basel-Landschaft. Bei
der Volkszdhlung 1950 z&hlte Basel-Stadt 196’498 und Basel-Landschaft 107'549 Einwohner.
Zwischen 1950 und 1980 betrug das durchschnittliche jahrliche Wachstum von Basel-Stadt
0.12%, das von Basel-Landschaft 2.41%. Verwende das Modell des exponentiellen Wachs-
tums.

a) Welche Bevolkerungszahlen hatten die beiden Halbkantone 1980?
b) Wann tiberholte Basel-Landschaft Basel-Stadt?
¢) Wann wird Basel-Landschaft doppelt so viele Einwohner haben wie Basel-Stadt?

d) Basel-Landschaft hat eine Fliche von 518 km?, Basel-Stadt dagegen nur 37 km?. Wann
wiirde gemidss dem verwendeten Modell die Bevolkerungsdichte in beiden Halbkan-
tonen gleich sein und wie gross wire sie?

Zerfall

Bei einem Reaktorunfall wird radioaktives Jod (I-131) freigesetzt. Damit sich dieses radio-
aktive Jod nicht in unserem Korper festsetzt, wiirden im Falle eines Reaktorunfalls der
Bevolkerung im Umkreis von 20 km eines Kernkraftwerks Jodtabletten verteilt, die sofort
geschluckt werden miissen, um eine Jod-Sattigung im Korper (Schilddriise) zu erreichen.
Spédter aufgenommenes radioaktives Jod wird dann gleich wieder ausgeschieden. Das ra-
dioaktive Jod verliert seine Wirkung mit der Zeit, denn durch radioaktiven Zerfall wandeln
sich die Jod-131 Kerne in stabile unschiddliche Xenon-131 Kerne um. Es ist bekannt, dass
von einer vorhandenen Menge radioaktiven Jodes I-131 in jeweils 8.0207 d die Halfte zer-
fallt (die Einheit d bedeutet Tage). Die Zeit T; ,, = 8.0207 d, in der die Halfte zerfallt, heisst
Halbwertszeit.
Angenommen wir haben eine anfangliche Menge von my = 20mg Jod-131. Wie viel Jod-
131 hat man nach einem, zwei, drei, x Tagen?
Der Zerfall kann durch folgende Funktion beschrieben werden: (x: Zeit in Tagen, y: Menge
von [-131 in mg)

x —y = f(x) =20 0.550207

Der Funktionsterm kann auch umgeformt werden:

f(x) = 20-0.580207 = 20- (0.578.0‘207)X —20-0.91721% = 20-(1—0.08279)* = 20- <1 ~ 8‘279> .

100

2Es wurde nur die Schweizer Bevolkerung ohne Auslédnder betrachtet
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KAPITEL 2. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTION

Damit hat man dieselbe Form wie beim Bevolkerungswachstum, ndmlich f(x) = a-b*. Aus
der letzten Form kann auch abgelesen werden, dass die Menge radioaktiven Jods tdglich
um 8.279% abnimmt.

Aufgabe 2.3

a) Setze im obigen Beispiel fiir x = Ty /,, 2T; /2, 3T; 2, 4T; ;> und berechne f(x). Rechne

im Kopf! Verwende die Funktion in der Form x — y = f(x) = 20 - 0.5"/2
b) Wie viele mg Jod-131 sind nach einem Jahr noch vorhanden (Ausgangsmenge 20 mg)?

c) Wie lange dauert es nach einem Reaktorunfall bis nur noch 1 Promille des urspriing-
lichen radioaktiven Jods vorhanden ist?

d) Oft wird an Stelle der Basis 0.5 die Basis 2 verwendet. Wie lautet die Funktion aus
dem Beispiel mit der Basis 2?
Hinweis: 0.5" = (%)r =2

Aufgabe 2.4

Nach dem Unfall im Atomkraftwerk Fukushima vom Marz 2011 gelangten auch grossere
Mengen von Césium 137 ins Meer (Halbwertszeit 30 Jahre). Im August 2012 wurden in 20
km Entfernung vom Unfallreaktor Fische gefangen, welche eine Strahlungsintensitdt von
25800 Bq/kg aufwiesen (1 Becquerel ist ein Zerfall eines Atomkerns pro Sekunde, diese
konnen mit einem Geigerzidhler gemessen werden). Der Grenzwert fiir Nahrungsmittel fiir
Kinder betragt 200 Bq/kg. Damit der Fischer den Fisch doch noch verkaufen kann, mochte
er ihn solange einfrieren, bis dieser Grenzwert erreicht wird. Wie lange miisste er dazu
warten?

2.2. Die Exponentialfunktionen

Definition:
Eine Exponentialfunktion ist eine Funktion der Form x — y = b*, (b > 0). respektive in
einer allgemeineren Form x — y = a - b*. Die Zahl b heisst Basis.

Aufgabe 2.5

Zeichne die Graphen der folgenden Funktionen y = b* fiir b = 2, %, %, %
Welchen gemeinsamen Punkt haben alle diese Kurven? Formuliere in Worten die wichtig-
sten Eigenschaften.

Hinweis: Mit TI-Nspire konnen die Graphen einer Funktionenschar wie folgt gezeichnet
werden:
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2.2. Die Exponentialfunktionen

Abbildung 2.1.: Exponentialfunktionen f(x) = b*

Aufgabe 2.6
Zeichne die Graphen der folgenden Funktionen x — y = a-b* fir b = 2, a = %, 1,2.
Welche Bedeutung hat a?

Aufgabe 2.7
Vergleiche die drei Funktionen y = 2%, y = ()" und y = 27*. Was fallt auf? Wie ist das
Resultat zu verallgemeinern?

Die wichtigsten Eigenschaften der Exponentialfunktionen der Form f(x) = b*, b >0

a) b* ist stets positiv, der Graph einer solchen Funktion verlduft also iiberall oberhalb
der x-Achse.

b) Alle Kurven mit der Gleichung y = f(x) = b* gehen durch den Punkt P(0, 1)

c) Fir b > 1 folgt aus x1 < x2 stets dass f(x7) < f(x2), man sagt die Funktion f sei
streng monoton steigend. Fiir immer kleiner werdende negative x-Werte erhilt man sehr
kleine positive Funktionswerte, der Graph kommt dabei der x-Achse beliebig nahe,
die negative x-Achse ist Asymptote.

Fir 0 < b < 1 folgt aus x1 < x; stets dass f(x7) > f(x2), man sagt die Funktion f sei
streng monoton fallend, die positive x-Achse ist Asymptote.

d) Der Graph der Exponentialfunktion y = (%)X = b~ * ist der an der y-Achse gespie-
gelte Graph von y = b*.
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e) Eine Translation des Graphen von y = b* in Richtung der x-Achse um u:

y=b" =p*. p "=k b¥,
g

kann auch als Streckung in Richtung y-Achse betrachtet werden.
Spezialfall: f (x +1) =b**T =b-b* =b-f(x), b = f(fx(i)” heisst Wachstumsfaktor pro
Zeitperiode 1.

Aufgabe 2.8
Gegeben ist die Exponentialfunktion y = f(x) = 3*. Wie dndert sich der y-Wert, wenn

a) der x-Wert um 2 zunimmt?
b) der x-Wert um % zunimmt?
¢) der x-Wert um 3 abnimmt?
d) Um wie viel nimmt der x-Wert zu, wenn sich der y-Wert verzehnfacht?

Aufgabe 2.9
Skizziere die Graphen der folgenden Funktionen (ohne Rechner) und schreibe die Funktion
anschliessend in einfacherer Form:

a) y=-2-20x3)
b) y=3-05%
c) x =—2.2u=3)

Aufgabe 2.10
Bestimme die Exponentialfunktion y = f(x) = a - b* deren Graph durch die Punkte P(2, 1)
und Q(5, 7) geht.

Aufgabe 2.11

Die Keimzahl von Kuhmilch wichst exponentiell. Bei der Anlieferung an den Milchver-
wertungsbetrieb darf 1 ml Kuhmilch héchstens 100’000 Keime enthalten (EU-Norm). 1 ml
Kuhmilch enthielt 2 Stunden nach dem Melken 9000 Keime, 2.5 Stunden nach dem Melken
waren es 19’000 Keime.

a) Wie viele Keime waren in 1 ml frisch gemolkener Milch enthalten?
b) Wie lange nach dem Melken sind 100’000 Keime in der Milch?
c) In welcher Zeit verdoppelt sich jeweils die Keimzahl?

Aufgabe 2.12
Ein Gemalde hat heute einen Wert von 12’000 €, sein Wert nimmt jahrlich um 8% zu.

a) Wie lange dauert es, bis sich der Wert verdoppelt hat?
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b) Um welchen Faktor wichst der Wert in 10 Jahren?

¢) Das Gemadlde wurde vor einiger Zeit fiir 77000 € gekauft. Wie lange liegt dieser Zeit-
punkt zuriick?

Aufgabe 2.13
Ein Motorboot hat heute einen Wert von 32’000 €. Erfahrungsgemdss nimmt der Wert
jahrlich um 12% ab.

a) Um welchen Faktor verringert sich der Wert jahrlich und halbjahrlich?
b) Wie lange dauert es, bis der Wert unter 10000 € sinkt?

Aufgabe 2.14
Bestimme die Funktionen und zeichne die Graphen.

a) Die Bevolkerung einer Stadt zdhlt 2 Millionen Einwohner und nimmt jahrlich um 5%
zu (bzw. um 5% ab). Gib die Funktionsgleichung fiir das zukiinftige Wachstum der
Stadt an.

b) Eine Firma fiir Notebooks hat einen Umsatz von 5 Milliarden $. Gemdss Prognose
verdoppelt (bzw. halbiert sich) der Umsatz alle 3 Jahre. Gib die Funktion fiir die
Prognose des zukiinftigen Umsatzes an.

c) Ein Stiickchen Patisserie kostete 1950 nur 20 Rappen und heute durchschnittlich 4
Franken. Wie gross ist der durchschnittliche jahrliche Preisanstieg seit 1950?

d) Der Milchpreis stieg von 1952 bis 1992 von 36 Rappen auf 107 Rappen und sank dann
bis 2010 auf 57 Rappen. Bestimme den durchschnittlichen prozentualen Preisanstieg
in den beiden Perioden.

Aufgabe 2.15

Lineares und exponentielles Wachstum: Mit y bezeichnen wir den Funktionswert y(t), wel-
cher von der Zeit abhdngt, d.h. wir verwenden die Variable t (Zeit) anstelle von x. Man
unterscheidet (neben vielen andern) zwei besonders wichtige Wachstumsmodelle:

e Eine Grosse y = f(t) nimmt in jeder Zeiteinheit um den gleichen Betrag zu. Beispiel:
Eine Grosse von anfanglich f(0) = 0.5 nimmt in jeder Zeiteinheit um 0.6 zu. Wie lautet
die Funktion f und wie nennt man dieses Wachstum?

e Eine Grosse y = ¢(t) von anfanglich g(0) = 0.5 vermehrt sich in jeder Zeiteinheit um
den Faktor 1.4; wie lautet die Funktion g und wie nennt man dieses Wachstum?

Skizziere die beiden Funktionen f und g. Wann wird f von g tiberholt?

Aufgabe 2.16
Ein Baggersee hat eine anfangliche Flache von 400 m?, er soll durch Ausbaggern wochent-
lich um 200 m? vergrossert werden. Auf dem Baggersee gedeiht zudem eine Algenart. Man
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misst anfanglich nur eine kleine Fldche von 0.2 m?, welche von Algen bedeckt ist. Diese
Algenart wachst auf diesem See so, dass ihre Flache in jeder Woche um 50 % zunimmt, d. h.
die von Algen bedeckte Flache ist zu Beginn irgend einer Woche jeweils 50 % grosser als zu
Beginn der vorangehenden Woche.

a) Erstelle eine Tabelle in der in der ersten Spalte die Anzahl Wochen erscheint, die
zweite Spalte enthélt die Flache des Sees und die dritte die von Algen bedeckte Flache.

b) Stelle die Werte graphisch dar: x-Achse: Anzahl Wochen; y-Achse: Flache des Sees
resp. der Algen.

¢) x sei die Anzahl Wochen, y1 die Flache des Baggersees und y2 die von Algen bedeckte
Flache. Versuche die Zuordnungsvorschrift fiir die beiden Funktionen x — y1 und
x — Y2 zu finden. Vergleiche mit der Darstellung aus b). Um was fiir einen Typ von
Funktionen handelt es sich?

d) Mit welchem Faktor vervielfacht sich die Algenfldche in 2, 5, 10 Wochen?
e) Wann ist der ganze See mit Algen bedeckt?

Aufgabe 2.17

Das radioaktive Element C-14 wird in der Atmosphére durch Einwirkung des Sonnenwinds
stets neu gebildet. Zwischen dieser standigen Neubildung und dem standigen Zerfall bildet
sich ein Gleichgewicht aus, so dass der Anteil C-14 in der Atmosphédre ungefdahr konstant
ist. Von Pflanzen wird das C-14 wie normaler Kohlenstoff durch Photosynthese eingebaut.
Der C-14 Anteil ist dadurch sowohl in der Atmosphére wie auch in den Pflanzen unge-
fahr gleich. Auch Mensch und Tier nehmen tiber die Nahrungskette dauernd C-14 auf, was
auch hier zum gleichen Anteil fiihrt. Stirbt ein Lebewesen oder eine Pflanze, so beginnt die
C-14 Uhr zu ticken, denn es wird kein neues C-14 aufgenommen oder gebildet und das
vorhandene C-14 zerféllt mit einer Halbwertszeit von ca. 5730 Jahren. An Hand des noch
vorhandenen Anteils an C-14 (verglichen mit lebenden Pflanzen) kann das Alter bestimmt
werden.

Beispiel: Im Otztal in den Siidtiroler Alpen wurde 1991
wegen der Gletscherschmelze eine Mumie freigegeben,
der man den Namen Otzi gab. Eine Probe von 1 mg
von Otzi enthielt noch 2.3 - 10> Atome C-14, in einer
Vergleichsprobe von heute befinden sich 4.0 - 10° sol-
cher Atome. Wann starb Otzi?

Aufgabe 2.18
Die Formel fiir den Zinseszins kann als Funktionsbaustein gespeichert und leicht abgerufen
werden:

zz (k,p,m) =k~ <1 + L)n
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2.3. Diskrete und kontinuierliche Modelle, die Eulersche Zahl e

a) Joseph eroffnet im Jahre 1 ein Sparbuch fiir seinen Sohn mit 1 Cent als Anfangskapital.
Wie gross wire sein Vermogen heute, wenn man mit einem durchschnittlichen Zins
von 2 % rechnet?

Interpretiere das Resultat.

b) Die Firma Microsoft hatte 1990 einen Gewinn von 279 Millionen Dollar erzielt. Der
durchschnittliche Gewinn stieg in den 90 er Jahren jahrlich um die Halfte des Vorjah-
res und viele Borsenanalysten glaubten, dass dies stets so weiter gehen wiirde.

I) Wie lange hitte es bei dieser Annahme gedauert, bis der Gewinn das 100 fache
von 1990 betragen hatte? Stelle das Wachstum in einer Tabelle als Folge mit dem
Befehl seq dar.

IT) Wie lange hitte es gedauert, bis der Gewinn das Bruttosozialprodukt der ganzen
Welt tibertroffen hatte? (ca. 50 Billionen Dollar.)

III) Wie lange hitte es gedauert, bis das Weltbruttosozialprodukt erreicht wiirde,
wenn man ein bescheideneres Wachstum von 10% (5%) angenommen hétte.

Diese Beispiele zeigen, dass kein dauerhaftes exponentielles Wachstum moglich ist, leider
glauben es viele Manager immer noch nicht.

Aufgabe 2.19

Ein Borsenspekulant hat ein Kapital von 1 Million anfangs 1988 in Aktien angelegt. Er
investiert den Gewinn jeweils wieder in Aktien. Die Rendite betrug bis Ende 1999 (goldene
90 er Jahre) jahrlich 12%. Anfangs 1997 investierte er nochmals 2 Millionen. In den Jahren
2000 und 2001 verlor er jahrlich 30%.

a) Wie viel % durfte er in den Jahren 2002 bis 2004 gewinnen/verlieren um auf der
Gesamtinvestition keinen Verlust zu machen?

b) Wie gross wire sein Gewinn gewesen, wenn er anfangs 1997 aus den Aktien aus-
gestiegen und (inkl. die 2 Millionen) in langfristige Obligationen mit 5% und einer
Laufzeit von 6 Jahren investiert hatte?

2.3. Diskrete und kontinuierliche Modelle, die Eulersche Zahl e

Wir betrachten Modelle fiir eine wachsende Grosse. Wird die Anderung dieser Grosse
nur zu ganz bestimmten einzelnen Zeitpunkten, beispielsweise in einem fest vorgegebe-
nen Zeittakt (z. B. jede Sekunde oder jede zweite Minute oder jedes Jahr) betrachtet, dann
spricht man von einem diskreten Modell. Wird der Wachstumsvorgang aber in einem zeitli-
chen Kontinuum betrachtet und gibt es keine sprunghaften Anderungen, dann heisst das
Modell kontinuierlich. Entsprechend spricht man auch von diskreten und kontinuierlichen
Vorgiangen.
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Beispiele:

e Fiillen wir ein Glas unter einem regelmaissig tropfenden Wasserhahn, dann ist der
Fillvorgang diskret, fiillen wir das Glas aber mit einem konstant fliessenden Wasser-
strahl, dann ist der Vorgang kontinuierlich. (Streng genommen ist dieser Vorgang bei
einer molekularphysikalischen Betrachtung auch diskret).

e Kiihlen wir ein heisses Getrank ab, dann sinkt die Temperatur mit der Zeit kontinu-
ierlich. Die Messung mit einem digitalen Messgerdt wird aber die Temperatur nur
beispielsweie alle 0.5 Sekunden messen, die Messung ist also diskret.

e Zins und Zinseszins: Liegt ein Kapital auf einer Bank, dann wird tiblicherweise jedes
Jahr einmal der Zins zum Kapital addiert, dies ist ein diskreter Vorgang.

Mathematisch ist der Unterschied zwischen , diskret” und , kontinuierlich” im Wesentli-
chen der zwischen den natiirlichen Zahlen und den reellen. Wenn wir einen Vorgang mit
einer mathematischen Funktion x — y = f(x) modellieren, dann gilt:

o Kontinuierliches Modell: Der Definitionsbereich von f besteht aus R oder einer Teil-
menge davon und die Funktion macht keine plotzlichen Spriinge, d. h. man koénnte
die Funktionskurve mit einem Stift ohne abzusetzen zeichnen.

e Diskretes Modell: Der Definitionsbereich von f besteht aus einzelnen abzdhlbaren
Werten x1,%2,X3,..., er ldsst sich also durch N beschreiben. Besteht insbesondere der
Definitionsbereich einer Funktion aus den natiirlichen Zahlen (oder einer Teilmenge
davon), dann nennt man diese Funktion eine Zahlenfolge. Bei einer linearen Funktion
spricht man dann von einer arithmetischen und bei einer Exponentialfunktion von
einer geometrischen Folge. Dem Thema Folgen ist ein eigenes Kapitel gewidmet.

Ubergang vom diskreten zum kontinuierlichen Wachstum: die Eulersche Zahl e

Auch wenn viele Vorgidnge (und erst recht deren Messungen) diskret sind, ist es mathe-
matisch oft einfacher und zweckmdissiger mit einem kontinuierlichen Modell zu arbeiten,
z. B. beim Bevolkerungswachstum oder beim radioaktiven Zerfall. Auch bei der Verzinsung
von Kapital ist theoretisch ein kontinuierliches Modell denkbar und wird in der Okonomie
teilweise auch angewendet.

Die stetige (kontinuierliche) Verzinsung

Angenommen wir haben ein Startkapital von Ky = 1000 (z. B. €) und einen Jahreszinssatz
von 1 = 0.05 = 5% (das entspricht einem Zinsfuss von p = 5), das ergibt nach einem Jahr
bekanntlich ein Kapital von K7 = 1000 - (14 1) = 1000 - 1.05 = 1050 und nach n Jahren sind
es Kn =1000-1.05™ = 1000- q™. Den Wachstumsfaktor q nennt man in der Finanzwirtschaft
auch Aufzinsfaktor

Bemerkung: Wir unterscheiden hier prazise zwischen Zinssatz r und Zinsfuss p. Der Zins-
fuss ist dann die Zahl vor dem %-Zeichen, bei einem Zinssatz von 5% ist also p = 5,
dagegen ist r = 0.05.
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Ubergang zur stetigen Verzinsung

Halbjdhrliche Verzinsung: Es ldsst sich nun vorstellen, dass bei einer grossziigigen
Bank nach einem halben Jahr bereits die Halfte des Jahreszinses ausgezahlt wird und
in der zweiten Jahreshilfte dann ein geringfiigig hoheres Kapital verzinst wird. Das
ergibt nach einem halben Jahr 1000 - (1 + %) = 1000 - (1.025), d.h. der Wachstums-
faktor in einem halben Jahr betrdgt 1.025. Nach einem Jahr hat man dann

1000 - (1.025)% = 1050.625.

Monatliche Verzinsung: Eine noch grossziigigere Bank schldgt den Zinsanteil monat-
lich zum Kapital, nach einem Monat hat man also bereits 1000 - (1 + %), d.h. der
monatliche Wachstumsfaktor ist (1 + 01‘%) und nach einem Jahr hat man

1000 - (14 9:93)'% — 1051.162.

Tagliche Verzinsung: Eine Superbank schlédgt tiaglich den Zinsanteil zum Kapital und
nach einem Jahr ergibt sich analog wie vorher ein Kapital von

1000 - (1 + $92)%°° = 1051.267.

Verallgemeinerung: Der Zins wird n-mal im Jahr anteilsméssig zum Kapital geschla-
gen. Nach einem Jahr ergibt sich ein Kapital von 1000 - (1 + %)n .

Stetige Verzinsung: Die sogenannte stetige oder kontinuierliche Verzinsung erhalt
man, wenn n {iber alle Grenzen wachst, mathematisch sagt man n — oco. Mit TI-
Nspire ldsst sich dieser sogenannte Grenzwert mit dem Befehl lim berechnen: Nach
einem Jahr betrdgt das Kapital T}ggo 1000 - (1+ %)n =1.051.271

Abbildung 2.2.: Stetige Verzinsung und Eulersche Zahl
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Historische Bemerkung

Der Basler Mathematiker Jakob Bernoulli (1654 - 1705) formu-
lierte 1689 das Problem der stetigen Verzinsung wie folgt:

,» BEs wird also gefragt, wenn irgendein Gldubiger sein Geld auf
Zinsen ausleiht unter der Bedingung, dass in den einzelnen Au-
genblicken ein proportionaler Teil des Jahreszins zum Kapital
geschlagen wird, wie viel ihm dann nach Ablauf des Jahres ge-
schuldet wird.”

Die Losung dieser Aufgabe fiihrt auf die Zahl e, welche durch
Leonard Euler (1707-1783) genau definiert und berechnet wur-
de. Sie heisst deshalb auch Eulersche Zahl. Die Zahl e spielt
nicht nur bei der Zinseszinsrechnung eine Rolle, sie hat eine
universelle Bedeutung und ist neben 7 die wichtigste irrationa-
le Zahl.

Die Eulersche Zahl e

Bei der obigen Rechnung ist der jahrliche Wachstumsfaktor bei der stetigen Verzinsung

lim (1+ %)n. Fiir einen beliebigen Wert r des Zinssatzes erhdlt man lim (1+ %)n TI-
n—oo n—oo
T T

Nspire liefert dafiir exakt nlgr;o (1+ )™ = e" resp. approximiert T}E};O (1+ )" =2.71828".
Fir r = 1 erhilt man die Eulersche Zahl e:

Definition:

Die Eulersche Zahl e ist definiert als e = lim (1 + 11—1)“ ~ 2.71828..

n—oo

Weiterhin gilt (ohne Beweis %)
lim <1 + 1)71 =e'
n

n—oo

Fiir die Verzinsung bei einem Zinssatz von r gilt: Das Kapital nach n Jahren betragt:

n

e Bei jahrlicher Verzinsung K(n) =Ko - (14 71)
e 1 . r \365-n

e Bei taglicher Verzinsung K(n) =Ko - (1 + ﬁ)

o Bei stetiger Verzinsung K(n) =Kp -e™™

In der Wissenschaft wird fiir die Exponentialfunktion fast ausschliesslich die Basis e ver-
wendet. Im Kapitel 2.6. wird gezeigt, wie jede Exponentialfunktion mit dieser Basis darge-
stellt werden kann.

Aufgabe 2.20

Die Kurve y = e* wird an der y-Achse gespiegelt, dann in Richtung x-Achse mit dem
Faktor 2 gestreckt (Affinitdt mit y-Achse und Streckfaktor 2), dann in Richtung y-Achse
um 2 verschoben.

Wie heisst die Gleichung der neuen Funktion? Skizziere den Graphen der Funktion!

SEin Beweis ist nur im Rahmen der Differenzial- und Integralrechnung méglich
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Aufgabe 2.21

Die Bank A zahlt einen Jahreszins von 4%, welcher jahrlich ausbezahlt wird. Die Bank
B hat einen Jahreszins von 3.8%, der Zins wird aber monatlich anteilméassig zum Kapital
geschlagen, die Bank C hat einen Jahreszins von 3.75% mit wochentlicher anteilmé&ssiger
Zinsauszahlung. Die Bank D wirbt mit der Botschaft: Wir verzinsen kontinuierlich, in jedem
Moment wird ein proportionaler Anteil des Jahreszinses zum Kapital geschlagen! Bei uns
profitieren Sie vom ersten Augenblick an von der Verzinsung! Der Zinssatz betragt 3.5%

a) Wie viel Kapital hat man bei jeder dieser Banken nach einem Jahr, wenn das Startka-
pital 1000 € betragt?

b) Wie gross miissten die Jahreszinssédtze der Banken B, C und D sein, damit man nach
einem Jahr gleich viel Kapital hat wie bei der Bank A?

2.4. Die Logarithmusfunktionen

Die Exponentialfunktionen x —— y = b* sind fiir b > 1 streng monoton wachsend und
fir 0 < b < 1 streng monoton fallend. Jeder mogliche y-Wert kann deshalb nur einmal
vorkommen und deshalb sind die Exponentialfunktionen umkehrbar eindeutig. Lost man
die Gleichung y = b* nach b auf, dann ist b = y%. Um die Umkehrfunktion der Funktion
x — Yy = b* zu finden, miisste man jedoch nach x auflésen. Dies ist mit den bisher bekann-
ten Methoden nicht moglich, man fiihrt deshalb einen neuen Begriff ein, den Logarithmus.

Definition:
Isty = b, b >0, b # 1, dann ist x := log, (y), gelesen: Logarithmus zur Basis b von y
oder Logarithmus von y zur Basis b.

Merke: Der Logarithmus einer Zahl y ist also ein EXPONENT, ndmlich derjenige Expo-
nent, mit der die Basis b potenziert werden muss, um die Zahl y zu erhalten. Die Zahl y
heisst auch Numerus.

Merke: y = b* & x =logy (y)

Beispiele:
a) log,,(1000) = 3 weil 103 = 1000
b) Esist 2° = 32, also ist log,(32) =5

c) Wie viel ist log,,(3)? Dies ist der Exponent x, der {iber die Basis 27 gesetzt werden
muss, um 3 zu erhalten, also 27* = 3. Daraus folgt x = % also ist log,-(3) = %

Spezialfille: Die folgenden vier Spezialfille helfen uns schnell und einfach mit den Loga-
rithmen im Kopf zu rechnen. Sie ergeben sich direkt aus der Definition.

D) blose ™) =x TI)log,(1)=0 1) log,(b)=1 1V)log,(b")=r
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Besondere Basen

Drei Zahlen spielen als Basis fiir Logarithmen eine besonders wichtige Rolle: Die Eulersche
Zahl e (natiirliche Logarithmen), die Zahl 10 (dekadische Logarithmen) und die Zahl 2
(bindre Logarithmen). Fiir diese Logarithmen gibt es deshalb auch besondere Symbole:

Basis Name Bezeichnung nach DIN TI-Nspire
e natiirlich In In
10 | dekadisch lg log,, oder log
2 bindr Ib log,
Natiirliche Logarithmen: log (x) = In(x)

Dekadische Logarithmen: log,,(x) = Ig(x)

Bindre Logarithmen: log,(x) = 1b(x)

Aufgabe 2.22
3% = 81 ist gleichbedeutend wie log, (81) = 4 und umgekehrt. Forme entsprechend um:

a) 53 =125 b) 2° =32 c) 50=1 d) 9'=9 e)3 =1
f23=1 g) 103=1000 h) 2z =12 i) 55 = /5 i) 3—%:%
k) Ib(64) =6 D) logs(55)=—2  m) log,,(3) =% n) lb(%) =-1

Aufgabe 2.23 Bestimme ohne Hilfsmittel:

a) 1g(100'000)  b) 1g(0.001) c) lg(1) d) 1g(0) e) 1g(—10)
f) lg(105) g) lg(1005) h) log,(16) i) log3(%) j) logs(1)
k) 1b(32) 1) log,(2) m) logg(2) n) logg(%) o) Ib(v/2)

p) lg(v/10) q) 1g(v1000) 1) 1g(¥/10) s) log;(J=) ) logs(V/9)
u) In (e*) v) In (Ye) w) In(1) x) In () y) In(eve)
Aufgabe 2.24 Bestimme x ohne Hilfsmittel

a) log, (3) =2 b) log;(x) =2 ¢) Ib(x2) =4

d) log, (9) =1 e) log (5) = —1 f) Ib(x?) = -2
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Aufgabe 2.25 Bestimme ohne Hilfsmittel

a) alo8a(2) b) 10!8(1000) ¢) 1018(27)
d) 10'8(1-3) e) 3lo83(5) f) 3lo85(5)
g) 908 (5) hy (va)' s i) a8 (®)
]) eln(Z) k) 51n(1) 1) 7lr1(e)

Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion x — y = b* erhilt man wie folgt:

Funktionsgleichung: y = b~*
Auflosen nach x: x = logy,(y)
Vertauschen von x und y: y = log, (x)

Bemerkung: Das Vertauschen von x und y bewirkt eine Spiegelung des Graphen an der
Geradeny = x

SATZ: Die Logarithmusfunktion x — y =log, (x) (b >0, b # 1) ist die Umkehrfunkti-
on der Exponentialfunktion x — y = b*. Sie ist nur definiert fiir x > 0 (der Definitionsbe-
reich der Umkehrfunktion ist gleich dem Wertebereich der Funktion).

Aufgabe 2.26

Zeichne von Hand im Koordinaten-
system die Graphen der Funktionen
mit den Gleichungen y = 2* und
y = log, (x) ein.

Aufgabe 2.27

Der pH-Wert ist ein Mass fiir den sauren oder basischen Charakter einer Fliissigkeit. Der
pH-Wert ist definiert als der negative dekadische Logarithmus der Wasserstoffionenkon-
zentration ¢ (Mol/1): pH=-1g(c).

Berechne den pH-Wert der folgenden Fliissigkeiten mit der jeweils angegebenen Ionenkon-
zentration ¢ in Mol/1.

a) Magensaft: 1072 b) Saurer Regen: 3- 107>
c) Wasser: 10~/ d) Meerwasser: 107

Aufgabe 2.28
Gegeben: Funktion f (x) =a-lg(x —u) +v
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Verdndere den Graphen der Funktion mit Hilfe von Schiebereglern fiir die Parameter a, u
und v.
Notiere deine Beobachtungen.

Aufgabe 2.29
f(x) =2 —log,(x — 3)

a) Zeichne den , groben Verlauf” der Graphen der Funktion f und ihrer Umkehrfunktion
f~1 (ohne Punkte zu berechnen)!

b) Bestimme die Gleichung der Umkehrfunktion!

¢) Lose die Ungleichung f(x) < 2.

2.5. Die Logarithmengesetze

Die nachstehende Tabelle kann benutzt werden, um bequem zwei Zahlen aus der ersten
Zeile zu multiplizieren oder zu dividieren.

2% ‘ 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384
x‘0123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

So ist z. B.
e 32.256=25.28 =258 — 213 —_ 8192

e 16384:128 =214:27 =214-7 =27 =128

Vorgehen: Die zweite Zeile der Tabelle ist ja nichts anderes als der Logarithmus zur Basis
2 der Zahlen der ersten Zeile. Wir lesen aus der Tabelle zu den beiden Zahlen den Loga-
rithmus ab, z.B. log,(32) = 5 und log,(256) = 8. Wegen des ersten Potenzsatzes ist nun
der Logarithmus des Produktes der beiden Zahlen gleich der Summe der Logarithmen der
beidem Zahlen, also 5+8=13. Die zum Logarithmus (Exponent) 13 gehorige Zahl 8192 lesen
wir wieder aus der Tabelle ab. Die Multiplikation zweier Zahlen wurde so auf die Addition
zweier Zahlen zuriickgefiihrt!

Analog wird die Division auf eine Subtraktion zuriickgefiihrt.

Nach diesem Prinzip funktioniert der Rechenschieber, welcher vor der Entwicklung der
Taschenrechner ein sehr wichtiges Hilfsmittel war.

Aufgabe 2.30
Berechne mit Hilfe der obigen Tabelle:
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a) 64128 b) 4096 : 256 c) 1282 d) V8192

Da die Logarithmen Exponenten sind gibt es zu den Potenzgesetzen entsprechende Loga-
rithmengesetze:

SATZ: Logarithmengesetze
I log, (u-v) = log, (u)+logy (v)
I log, (%) = log,(u)—logy, (v)
I log, (u") = 71-log,(u), u,veRT

Beweis der Logarithmengesetze
I. Logarithmengesetz:
Es gilt (1. Potenzsatz): b*.bY = bx¥ty
Logarithmieren (Basis b): log, (b*-b¥) = log,(b*"Y)=x+y
Weiterhin ist x = log, (b*) und y = log, (bY)
also gilt: log, (b*-bY) = log, (b*) +log,(bY).
Man beachte, dass b* und bY bei geeigneter Wahl der Exponenten beliebige
positive reelle Zahlen u und v sein koénnen.
Also setzen wir b* = u und bY =v.
Damit folgt allgemein: log, (w-v) = log, (u)+logy,(v).
II. Logarithmengesetz:

Analog zum Beweis von 1. folgt log, (u:v) =log, (1) —log, (v).

III. Logarithmengesetz:

Es gilt (3. Potenzsatz): (b)Y
Logarithmieren (Basis b): log, ((bX)”) = log, (b*Y)=x-y=y-x

bxY

Setzen wir wiederum b* = u und entsprechend x = log, (1) dann ergibt sich:

log, (W) = y-log,(u)

Aufgabe 2.31 Schreibe als Summe resp. Differenz

a) 1g(5x) b) Ig(2) 0) lg(22b) d) log; (<2)
Aufgabe 2.32 Schreibe als Produkt

a) lg(x°) b) lg(\/y) o) 1g(1:vx) d) 1g(vx?)
Aufgabe 2.33 Vereinfache mit Hilfe der Logarithmengesetze

a) Ig(x*) —lg(x) b) lg(x*) =3lg(y) o) lg() —lg(5s) d) lg(x7) :1g(x®)
Aufgabe 2.34 Vereinfache

a) In(@%-3) - In(a3) + In(y/a) b) 1oga(\5/%)

o) loga(log28Ye™) d) Ind +1In? + InZ+ nd9+.. + In2Z
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Eine Basis geniigt!

Grundsatzlich ist es moglich fiir alle Exponentialfunktionen und fiir alle Logarithmusfunk-
tionen nur eine einzige Basis zu verwenden. In der Wissenschaft wird aus diesem Grunde
fast ausschliesslich die fiir kontinuierliche Vorgange besonders wichtige Basis e (Eulersche
Zahl) verwendet.

Jede Exponentialfunktion x — y = b* kann mit der Basis e ausgedriickt werden:

Es ist b = elnb
also gilt b* = (elﬂb)x:exdnb’

folglich y = b*=exnb,

Analog kann jede Logarithmusfunktion x +—— y = log, (x) mit der Basis e ausgedriickt
werden:

Aus y = log,(x) folgt
bY = «x.
Logarithmieren zur Basis e:
y-In(b) = In(x),

also ist y = lh;g—{;%

Aufgabe 2.35
Umrechnen auf eine andere Basis:

Gegeben: log  (c), gesucht: log,, (c).

N log,, (c)
Zeige: log, (c) = %Z%

Die Exponentialgleichung

Eine Gleichung der Form b* = c heisst Exponentialgleichung, wenn x die unbekannte Va-
riable ist. Beispiel: 2* = 7. Um eine solche Gleichung aufzuldsen, brauchen wir nur zu
logarithmieren: x = log, (7) ~ 2.807.

Bei einem CAS-Rechner steht die Logarithmusfunktion mit beliebiger Basis meist zur Ver-
fiigung, bei einfacheren Rechnern oft nur der Logarithmus zur Basis Zehn und zur Basis
e (natiirliche Logarithmen). Dann geht man wie folgt vor: Man logarithmiert beide Seiten
der Gleichung und wendet dabei das Logarithmusgesetz III an. Anschliessend kann nach x
aufgeldst werden:
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2 =7
1g(2¥) = Ig(7)
x-1g(2) = Ig(7)
_ g™
X = i5(2) ~ 2.807

Aufgabe 2.36

Stelle die Losung der nachstehenden Gleichungen durch einen Logarithmus mit der ge-
gebenen Basis und durch Logarithmen zur Basis 10 oder e dar und bestimme mit dem
Rechner den numerischen Wert.

a) 4% =9 b) 023V =17 ¢) 83 %=42 d)2-3*=15 ) 5 2=55

Aufgabe 2.37
Lose ohne Rechner (log = Logarithmus zu einer beliebigen Basis)

a) log(x +4) +log(x) = 2log(x + 1) b) In(a? —8a+16) —In(a —4) =0

) 4+ =42x d) 3x=4.9¢—14

e) Ig(4x) +1g (%) =1+1g(2) f) x18(x) = 10%

g) cloEs (625" — 16 ) x(s0E ) g ) bitex)
Aufgabe 2.38
Lose die Formeln ohne Rechner nach der angegebenen Variablen auf:

a)R:e*%,t b) I=Ip-e ™ un C)L:10-lg(%),l

d o= (%)H, c OW=mR-T-Inyz Vi HI=4(1-ett) ¢

Aufgabe 2.39

a) Welches ist die grosste Zahl, welche man mit 3 Ziffern 9 schreiben kann?
b) Wie viele Stellen hat diese Zahl?
¢) Welches sind die ersten beiden Ziffern der Zahl?

d) Wenn man die Zahl aufschreiben wiirde, wie viele Biicher mit 400 Seiten wiirde man
damit fiillen, wenn man auf eine eng bedruckte Seite etwa 3000 Zeichen schreiben
kann. (Vergleiche: Die ETH-Bibliothek umfasst etwa 5 Millionen Biicher.)
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2.6. Verschiedene Aufgaben

Aufgabe 2.40

Die Intensitédt I(x) eines Lichtstrahls nimmt beim Eindringen in ein Material mit der Ein-
dringtiefe x nach dem Gesetz I(x) = Ip - e “* ab, wobei Iy die Anfangsintensitit und c der
Absorptionskoeffizient ist.

Fiir Meerwasser ist ¢ = 0.0307m™".

In welcher Tiefe hat ein senkrecht auftreffender Lichtstrahl nur noch

a) die Halfte, b) 1% der urspriinglichen Intensitét?

c) Das obige Gesetz I(x) = I - e 0-0307X kann auch anders dargestellt werden:
1) I(x) = I - 0.9698% oder 2) I(x) = Io - (1) 2% =1, - 2~ s
Uberzeuge dich, dass die drei Darstellungen das gleiche Gesetz beschreiben. Welche
Information kannst du aus den Darstellungen 1) bzw. 2) sofort herauslesen?

Ergdnzung: Darstellung von exponentiellen Prozessen

Exponentielle Prozesse trifft man immer dort an, wo die Anderungsrate einer Grésse pro-
portional zu der Grosse selbst ist. Diese lassen sich durch eine Exponentialfunktion der
folgenden Form beschreiben: B(t) = By - q%

B: Exponentiell von der Zeit abhiangige Grosse

t: Zeit (kann auch eine andere Grosse sein, z.B. Lange x)

Bo: Anfangswert B(0)

T:  Zeitkonstante in der die Grosse B um den Faktor q wachst oder abnimmt
q:  Wachstumsfaktor bezogen auf die Zeitkonstante T.

Speziell q = e (Eulersche Zahl): B(t) = By - et

Beispiel 1: Wachstum von Bakterien

Bakterien vermehren sich unter optimalen Lebensbedingungen innerhalb eines bestimmten
Zeitraumes anndhernd exponentiell, es gibt verschiedene Darstellungsmoglichkeiten:

Eine Bakterienkultur von anfanglich By Bakterien verdopple sich jeweils in drei Stunden.

e Darstellung mit der Basis 2: B(t) = By - 23 (Zeit t in Stunden).

e Darstellung mit dem Wachstumsfaktor q: In einer Stunde vermehren sich die Bakte-
rien um den Faktor q = 23 ~ 1.26, also gilt B(t) = By - 1.26"
In jeder Stunde nimmt der Bestand um 26% zu.

e Darstellung mit der Basis e (Eulersche Zahl): B(t) = Bo -e*t, Den Parameter k konnen
wir hier aus der Verdoppelungszeit bestimmen: e3* =2 = k = % ~ 0.231. Also gilt
B(t) — BO . e0.231t

In der ersten Darstellung sieht man unmittelbar die Verdoppelungszeit (3 Stunden), in
der zweiten die prozentuale Zunahme pro Zeitschritt (26%) wahrend die dritte die in der
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Wissenschaft gebrauchlichste ist. Wahle By = 10 und iiberzeuge dich, dass die drei Darstel-
lungen dieselbe Funktion beschreiben.
Bemerkung: Grundsitzlich kann jede positive reelle Zahl # 1 als Basis gewahlt werden.

Beispiel 2: Entladen eines Kondensators

In nebenstehender Schaltung wird ein Kon- Widerstand R Kondensator C
densator {iiber einen Widerstand entladen. | |

Fiir die eingezeichneten Spannungen gilt die | |

Kirchoffsche Maschenregel. Diese liefert die
Anderungsrate der Ladung im Kondensator.
Da diese proportional zur Ladung ist, ldsst
sich die Ladung im Kondensator wahrend
der Entladung durch eine Exponentialfunkti- Strom I=Anderungsrate der Ladung i?
on beschreiben.

=R I U.=

c

Q
u c

R

Kirchoffsche Maschanregel: UR"'UC: =0

R-A24 Q0 4 49 __ 1 .Q » Q(t)=Qo-e T mitT=RC

Ein Kondensator der Kapazitit C = 100 uF enthédlt die Ladung Qo. Er wird iiber einen
Widerstand R = 289kQ entladen. Beschreibe den zeitlichen Verlauf Q(t) der Ladung im
Kondensator.

Losung:

T=RC =289kQ - 100 uF =2.89-10°Q - 1074 F = 28.9s (Bemerkung: 10 - 1F =15)

a) Darstellung mit der Basis e (Eulersche Zahl): Q(t) = Qo - e~ L)
Nach 28.9 s ist die Ladung auf den Bruchteil § ~ 0.368 der urspriinglichen Ladung
Qo gesunken.

b) Darstellung mit der Basis 2:
2T =e m — T=289-In(2)=20.0 - Q(t) =Qp-2" 20
Nach 20 s hat sich die Ladung im Kondensator halbiert.

¢) Darstellung mit dem Wachstumsfaktor q = e 39 = 0.966: Q(t) = Qo - 0.966
Pro 1s nimmt die Ladung im Kondensator um 3.4% ab.

Aufgabe 2.41
Gib jeweils die Funktionsgleichung an, welche die zeitliche Entwicklung der Bakterien be-
schreibt.

a) Eine Bakterienkultur mit anfanglich 300 Bakterien verdoppelt sich in fiinf Stunden.
b) Eine Bakterienkultur mit anfanglich 200 Bakterien verdreifacht sich in vier Stunden.

¢) Eine Bakterienkultur mit anfanglich 5 Bakterien verdoppelt sich in einer Viertelstun-
de.
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d) Eine Bakterienkultur mit anfanglich 200 Bakterien wéchst pro Stunde 32%.

e) In einer Bakterienkultur werden nach einer Stunde 1500 Bakterien nachgewiesen,
nach 3 Stunden bereits 13’500.

f) Durch Zugabe eines Medikaments in eine Bakterienkultur mit 5000 Bakterien, nimmt
diese um 20% pro halbe Stunde ab.

Aufgabe 2.42
Ermittle die Verdoppelungszeit bzw. Halbierungszeit fiir folgende Exponentialfunktionen
(t in Stunden).

a) f(t) =0.5-2t b) f(t) =22t o) f(t) =2-04t d) f(t) =10-e 05t

Aufgabe 2.43

Die tippige Frauenfigur Venus aus Mammutelfenbein gilt als
alteste figiirliche Darstellung von Menschenhand. Sie wurde in
der Karsthohle ,, Hohle Fels” bei Schelklingen gefunden. Die Da-
tierung gelang mithilfe der C-14-Methode (Halbwertszeit 5730
Jahre). Der noch vorhandene Anteil an C-14 wurde mit 1.4496%
des urspriinglichen Anteils bestimmt. Wie alt ist Venus?

Aufgabe 2.44

Halbwertsdicke: Beim Abwurf der 1. Atombombe iiber Hiroshima waren die Menschen ei-
ner kurzen intensiven Strahlendusche ausgesetzt. In 1500 m Entfernung nahmen die Men-
schen noch eine Strahlendosis von 2 Sievert (Sv) auf. Nach dem 2. Weltkrieg wurden in den
Héausern Schutzraume aus Beton gebaut.

a) Wie dick muss eine Betonhiille sein, damit die obige Strahlungsdosis im Innern auf
die maximal erlaubte Dosis von 20 mSv gesenkt werden kann? (Halbwertsdicke von
Beton ist 9 cm, d.h. alle 9 cm wird die Dosis um die Hélfte verringert.)

b) Wie dick muss eine Bleischicht sein, die eine Strahlung auf 5% des urspriinglichen
Wertes verringert? (Halbwertsdicke von Blei 1.4 cm)

Aufgabe 2.45
Der Wert eines Geméldes nimmt jedes Jahr um 10% zu. Jemand kauft dieses Gemalde fiir
CHEF 20’000.

a) Um welchen Faktor steigt der Wert des Gemaldes jahrlich?

b) Mit welchem Faktor ist der anfdangliche Wert des Gemaéldes zu multiplizieren, wenn
man es (i) zwei Jahre (ii) funf Jahre (iii) 10 Jahre behalt?

¢) Nach 10 Jahren konnte das Gemadlde fiir CHF 60’000 verkauft werden, woraus ge-
schlossen werden kann, dass die durchschnittliche jahrliche Wertsteigerung etwas
mehr als 10% betrug. Welches war die durchschnittliche jahrliche prozentuale Wert-
steigerung? (Hinweis: Berechne zuerst den Wachstumsfaktor).
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d) Wie wiirde ein lineaeres Wachstum aussehen, bei dem der Wert des Gemaéldes in 10
Jahren ebenfalls von CHF 20000 auf CHF 60°000 steigt; wie gross wére dabei die
prozentuale Wertsteigerung im ersten, zweiten, n-ten Jahr?

Aufgabe 2.46

Bierschaum zerféllt im Laufe der Zeit exponentiell. Bei einer Biersorte betragt die Hohenab-
nahme des Bierschaumkranzes pro Minute 25%. Die Hohe des Bierschaumkranzes betragt
zu Beginn 5 cm.

a) Gib die Funktionsgleichung an, welche die Hohe h(t) des Bierschaumkranzes zur Zeit
t in Minuten beschreibt.

b) Wie hoch ist der Bierschaumkranz nach 10 Minuten?

c) Wie lange liess die Serviertochter das gefiillte Bierglas an der Theke stehen, wenn der
Bierschaumkranz nur noch 2.5 cm betragt?

d) Der Bierschaum von alkoholfreiem Bier zerfillt langsamer, pro Minute 20%. Wann
sind die Hohen der beiden Bierschaumkridnze gleich, wenn die Anfangshohe des al-
koholfreien Biers 4 cm betragt.

Aufgabe 2.47

Daten (Telefon, Internet, etc.) werden als elektrische Signale {iber ein 5000 km langes Trans-
atlantikkabel von Europa nach Amerika iibertragen. Pro km Leitungslinge entsteht ein
Leistungsverlust des Signals von 0.5%.

Bezeichnung: L(x) = Leistung des Signals nach x km. Ly = L(0) = Anfangsleistung des
Signals.

a) Bestimme die Gleichung der Funktion x — L(x).
b) Wie viel % Leistung des Anfangssignals hat das Signal nach 1000 km noch?

¢) In Wirklichkeit sind im Transatlantikkabel Verstdrker eingebaut, welche das Signal
wieder auf die urspriingliche Leistung verstdarken. Diese Verstdrker sind an den Stel-
len eingebaut, wo die Leistung jeweils auf 10% des urspriinglichen Wertes gesunken
ist. Wie viele Verstdrker braucht es auf dem ganzen Kabel?

Aufgabe 2.48

Der mittlere Luftdruck p in Pa (Pascal) hiangt von der Hohe h in m (Meter) {iber Meer ab.
Der Zusammenhang kann ndherungsweise durch folgende Formel beschrieben werden (sie-
he auch Aufgabe 2.54, CAS-Projekt):

105
h =7620"1n (101110>

a) Wie gross ist der mittlere Luftdruck auf Meereshohe (0 m)?

b) Wie hoch muss man steigen, bis der Luftdruck auf die Halfte des Luftdrucks auf
Meereshohe absinkt?
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c) Wie gross ist der mittlere Luftdruck auf dem Mount Everest (8848 m tiber Meer)?

d) Wie hoch fliegt ein Flugzeug, wenn der Luftdruck ausserhalb des Flugzeugs mit 200
Hektopascal gemessen wird (1 hPa = 100 Pa)?

Aufgabe 2.49

Das Ohr hohrt , logarithmisch”. Der Zusammenhang zwischen der vom Menschen empfun-
denen Lautstdrke L (in Dezibel=dB) und der gemessenen physikalischen Schallintensitét J
(in W/m?) wird durch das Weber-Fechnersches Gesetz beschrieben:

L=10Ig (ﬁ), wobei Jo = 10712 W/m? die sogenannte Horschwelle ist.

Die Larmgrenze fiir Motorradfahrer wurde von 66 dB auf 64 dB gesenkt. Um wie viele %
musste dazu die gemessene Schallintensitit ] gesenkt werden?

Aufgabe 2.50

Eine chemische Substanz 16st sich in 10 1 Wasser auf nach der Formel M(t) =S - (1 —e~¢!)
M(t) = geloste Substanz in g zur Zeit t in Stunden, ¢ > 0 ist eine Konstante, welche von der
chemischen Substanz abhéngt.

a) Zeichne den Graphen von M(t) fiir S = 10 und ¢ = 0.3.

b) Welche Transformationen fithren den Graphen von y = e°! in den Graphen von M(t)
iiber?

c) Wie gross ist M zur Zeit t = 0?
d) Was ist die Bedeutung der Konstanten S?
e) Sei S = 100g. Nach 4 Stunden ist 50 g der Substanz aufgeldst. Bestimme c.

Aufgabe 2.51

Ein Yoghurt wird aus dem Kiihlschrank 6 °C genommen und erwédrmt sich nach und nach
auf Zimmertemperatur 22 °C. Nach 1 Minute hat sich der das Yoghurt auf 15°C erwdrmt.
Gesetz fiir die Temperatur T zur Zeit t: T (t) = a-b* +c.

a) Welcher der 3 Parameter gibt die Zimmertemperatur an?

b) Bestimme einen weiteren Parameter aus der Kiihlschranktemperatur.
c) Bestimme das Temperaturgesetz fiir obige Angaben.

d) Welche Temperatur hat das Yoghurt nach 5 Minuten?

e) Nach wie vielen Minuten weicht die Temperatur des Yoghurts um weniger als 0.01 °C
von der Zimmertemperatur ab.

Aufgabe 2.52

In eine Kaffeetasse mit 110 cm? Kaffee von 80 °C wird 10 cm® Rahm von 20 °C gemischt.
Nach 4 Minuten betragt die Temperatur noch 60 °C. Die Zimmertemperatur betrdgt 20 °C.
Die Temperatur T(t) kiihlt sich gemaéss einer Funktion der Form T(t) = A -e ¢* + B ab.
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a) Wie gross ist die Anfangstemperatur nach dem Mischen von Kaffee und Rahm? Das
Temperaturverhalten beim Mischen von Rahm und Kaffee kann als dasjenige von
Wasser angenommen werden.

b) Wann wird die ideale Trinktemperatur von 55 °C erreicht?

c) Ab einer Temperatur von 40 °C ist der Kaffee ungeniessbar. Wann ist dies der Fall?

Aufgabe 2.53
Die Richter Skala wurde 1935 von Karl Richter vorgeschlagen und 1979 verbessert. Die
Magnitude R auf der Richterskala wird aus der Energie x des Erdbebens (in kWh) berechnet
mit der Formel

R(x) =0.67-1g(0.37 - x) + 1.46

a) Berechne die Umkehrfunktion: Energie x in Abhédngigkeit der Magnitude R.

b) Auf der Richterskala hatten die Erdbeben in Japan 2011 bzw. San Francisco 1989 einen
Wert von 9.0 bzw. 7.1.
Wie gross ist das Verhiltnis der beiden Beben energetisch betrachtet?

Aufgabe 2.54 CAS-Projekt: Hohenmessung mit Hilfe des Luftdrucks

Der Hauptanteil des Luftdrucks wird durch das Gewicht der Luftschicht erzeugt. Diesem
iiberlagert ist der durch die Wetterlage verursachte Druck. Da in der unteren Atmosphi-
re eine hohe Wetterdynamik herrscht, lasst sich die Anderung des Luftdruckes mit der
Hohe nur ndherungsweise mathematisch beschreiben. In der Luftfahrt definiert man eine
Standardatmosphire, die einem Mittelwert der auf der Erde herrschenden Grossen Luft-
druck, Lufttemperatur, Luftfeuchtigkeit sowie Temperaturabnahme je 100 m Hohenstufe
entspricht.

Formel fiir den Druck gemadss der internationalen Standardatmosphare:

p2="p1- <1 _“(hz—h”>%‘g oy (1 3 o,ooes.(hz_h1)>5.256

Ty Ty

dabei ist (Einheiten: Druck in Pa, Hohe in m, Temperatur in K)

p2 = p (h2) Druck auf der Hohe h;

p1 =p(h1), T1 =T (hy) Druck und Temperatur auf der Hohe hy

g = 9.80665 ms~2 Erdbeschleunigung auf dem 45. Breitengrad

M = 0.0289644 kg mol~! Molare Masse Luft (die Standardatmosphire enthilt keinen Was-
serdampf)

R =8.31432 ] K~ mol~! universelle Gaskonstante

o = 0.0065 K m~! Temperaturgradient T (h;) =T (hy) — - (hy — hy)
Als Referenzdruck wird oft der Druck auf Meereshohe genommen.
Po = 101/325 Pa Luftdruck auf Meereshohe (hg = 0 m)

To = 288.15 K mittlere Temperatur auf Meereshohe (15°C)
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Luftdruck- und Hohenmessungen konnen mit digitalen
Sensoren durchgefiihrt werden. Die Abbildung zeigt einen
Sensor mit den Abmessungen 5mm x 3mm x 1,2 mm.
Beispiel einer Hohenmessung: Ein Fahrradfahrer startet auf
h; =405 m {i. M. Sein Hohenmesser zeigt p; = 995.5 hPa
an (Hektopascal, 1 hPa = 100 Pa). Berechnet man den Lulft-
druck nach der Formel fiir die internationale Standardat-
mosphére (bezogen auf die Meereshohe), so erhdlt man
einen Druck von 965.5 hPa. Es herrscht also zur Zeit ein
Hochdruck von 30 hPa. Beachte: 97% des Luftdrucks wird
durch die Luftsdule und nur 3% durch die Wetterdynamik
erzeugt.

Am Startort herrscht eine Temperatur von T; = 295 K(22°C). Daraus ergibt sich fiir den Sen-
sor (bezogen auf den Startpunkt) die Formel

5.256
_ 0.0065-(h—405)

Am Zielpunkt misst der Sensor einen Luftdruck von p, = 918.7 hPa. Daraus errechnet er
eine Hohe von h; = 1093 m.

Luftdruck in Abhingigkeit der Hohe (Barometrische Hohenformel)

Der Schweredruck der Luft p = p- g-h (p = Dichte der Luft, g = Erdbeschleunigung)
nimmt mit zunehmender Hohe ab.

Die Anderungsrate im hydrostatischen Gleichgewicht (keine Luftstréomungen) ist % =
—p-g= —% - g, wobei die Dichte durch die ideale Gasgleichung berechnet wurde (M =
mittlere molare Masse der Luft, R = universelle Gaskonstante, T = absolute Temperatur).

Wir diskutieren verschiedene Modelle mit der Annahme, dass die Erdbeschleunigung g
konstant ist. Fiir die physikalischen Grossen werden die Werte der Standardatmosphére
verwendet.

Modell 1: Dichte ist konstant
Dadurch ist die Anderungsrate konstant und die Abnahme des Druckes mit der Hohe
linear.

M-
pr(h)=—Po 279 4 = 12,0131 -h+101/325
R-T,
Pro Meter Hohe nimmt der Druck um 12 Pascal ab. Dies gilt ndherungsweise an der Erd-
oberflache. Da die Luft im Gegensatz zu Wasser durch das eigene Gewicht massiv zusam-
mengedriickt wird, nimmt jedoch die Dichte der Luft mit der Hohe ab.

Modell 2: Temperatur ist konstant (isotherme Atmosphire)
Dadurch ist die Anderungsrate proportional zum Druck und die Abnahme kann durch

eine Exponentialfunktion beschrieben werden.

% = —% ‘p — p2(h)=po- e Ty = 101325 - e85 mit hg = EA.TS (Skalenhohe)
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Dieses Modell wird meistens in Schulbiichern verwendet. In der Troposphére (0 - 11 km)
nimmt die Temperatur jedoch linear ab. In der Stratosphére bleibt die Temperatur konstant
(11 - 20 km) und nimmt danach wieder zu. Die Skalenhche hg = IIE/LTS = 8435 m hat
zwei Bedeutungen: Einerseits ist der Luftdruck p; (hs) auf ein 15 gesunken andererseits ist
p1 (hs) =0, d.h. im Modell 1 ist hg die Hohe der gesamten Atmosphare.

Modell 3: Adiabatische Atmosphidre (Warmebilanz AQ = 0)

Mit dieser Annahme nimmt die Temperatur linear mit der Hohe ab. Es gilt die Formel
(bezogen auf Meereshohe): T (h) =T, — k—? . &Rﬂ -h = 288.15—0.00985 - h, wobei k = 1.405
der sogenannte Adiabatenexponent fiir Luft ist. Die Temperatur nimmt ca. 1°C pro 100 m
ab. Somit ist Aél—_'Tg nicht mehr konstant und die Anderungsrate nicht mehr proportional zu
p, so dass sich fiir p(h) keine Exponentialfunktion ergibt. Man erhilt die Potenzfunktion

_k
(ohne Beweis): p3 (h) = po (1 — kel %) T 101/325 - (1— %)3.469.

Modell 4: Internationale Standardatmosphare
Messungen in der Atmosphére (0 - 11 km) ergeben eine geringere Abnahme der mittleren
Temperatur T (h) = 288.15 — 0.0065 - h und man erhalt

5256 <5
P4 (MZPO'( —‘%‘) =101325-(1 - 35557)
fiir hy = 0, T(0) = 288.15 = To).

56 . .
(internationale Standardatmosphére

Auftrage:

a) Lass dir die vier Modelle p; (h), p2 (h), p3 (h) und p4 (h) vom Rechner als f1(x) bis
f4(x) aufzeichnen und vergleiche die Graphen.
Bestimme und interpretiere die Nullstelle von f1. Ist p, (h) eine gute Ndherung von

P4 (h)?
Bis zu welcher Hohe h ist die relative Abweichung von p; (h) und p4 (h) kleiner
als 1%?
Bis zu welcher Hohe h ist die relative Abweichung von p7 (h) und p4 (h) kleiner
als 1%?

b) Wir betrachten die Funktion ps(h) = po - (1 — “7*1 . h%) "1 Fiirn = 1ist ps(h) nicht
definiert. Berechne den Grenzwert lim,,_,1 ps(h) mit dem Rechner und zeige, dass

das Resultat py(h) ist (siehe auch Kap. 2.3 ,Die Eulersche Zahl e”).
Definiere ps5(h) = 101325 - (1 —n-1. %)ﬁ als f5(x) mit einem Schieberegler

n
n € [1.001, 1.405]. Fiir n = k = 1.405 ergibt sich p3 (h). Zeige dies, indem du f5(x) mit
dem Schieberegler fiir n = 1.405 mit f3(x) zur Deckung bringst.
Bestimme den n-Wert fiir die internationale Standardatmosphére p4 (h), indem du
den Graphen von f5 (x) mit dem Graphen von f4 (x) zur Deckung bringst.
Im Modell 2 findet der Warmeausgleich innerhalb der Atmosphére durch Warmelei-
tung, im Modell 3 durch Warmestromung statt. Das Modell 4 ist eine Mischung der

beiden Modelle 2 und 3.
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c)

d)

Die internationale Standardatmosphére kann mittels Regression in der Anwendung
,Lists & Spreadsheet” durch eine Exponentialfunktion angendhert werden. Benenne
die Spalte A als ,hohe” und fiige die Werte 0, 100, 200,........ ,11000 ein. Benenne die
Spalte B als , druck” und lass dir die Funktionswerte von 4 (a[]) von 0 bis 11000 m
berechnen. Benutze die Spalte A als ,x-Liste” und Spalte B als , y-Liste” bei der expo-
nentiellen Regression um aus den Daten eine Exponentialfunktion f6(x) zu erhalten.
Lass dir die Daten (hohe, druck) als Streudiagramm und f6(x) als Funktion darstel-
len. Beurteile die Ubereinstimmung. Stelle f6(x) als Exponentialfunktion zur Basis e
dar und bestimme die Skalenhohe hg. Bestimme mit Hilfe der SkalenhGhe hg = %
eine mittlere Temperatur T der Luftschicht.

Um bessere Resultate zu erhalten kann p4 (h) stiickweise durch Exponentialfunktio-
nen beschrieben werden, z.B. in Intervallen von 1000 m. Bestimme die ersten zwei
Funktionen f7(x) fiir das Intervall 0 m bis 1000 m und f8(x) fiir 1000 m bis 2000
m und beurteile die ﬂbereinstimmung mit den Daten. Vergleiche die Skalenhohen
der beiden Exponentialfunktionen (Basis e) und bestimme mit Hilfe der Skalenhthe
jeweils eine mittlere Temperatur fiir die zwei Luftschichten.
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3. Folgen und Reihen

3.1. Einfiihrung

Eine Folge ist eine spezielle Funktion, bei der die Definitionsmenge N oder Ny oder eine
Teilmenge davon ist. Die Zielmenge ist beliebig, wir befassen uns aber vorwiegend mit
Zahlenfolgen, d.h. die Zielmenge ist R.

Beispiel
4
fln)=—, neN
n

Bei Folgen ist jedoch die Schreibweise an = < fiir das n-te Folgenglied iiblich, da die
Folgenglieder nummeriert werden konnen, und anstatt f schreibt man (a,) fiir die ganze
Folge.

Die ersten Folgenglieder sind 4, 2, %, 1, % (bitte selber nachrechnen). Wir konnen die Folge
auch mit Hilfe von TI-Nspire'™ mit dem Befehl seq berechnen oder in einer Tabelle oder
als Streuplot darstellen (unten fiir die ersten 10 Folgenglieder).

f |
seql%,n,l,lol‘ 42—-1——————

Die geschweifte Klammer (erstes Bild) bezeichnet bei TI—NspireTM nicht eine Menge son-
dern eine Liste (im Gegensatz zur Liste spielt bei der Menge die Reihenfolge der Elemente
keine Rolle).
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Die Folge an, ist fiir alle n € N definiert und hat somit unendlich viele Folgenglieder (unend-
liche Folge). Auf dem Rechner ist aber nur eine endliche Anzahl Folgenglieder darstellbar.
Jede Folge ist nur fiir Zahlen aus N (oder Ny) definiert, man spricht deshalb von einer dis-
kreten Funktion, im Gegensatz zu der entsprechenden kontinuierlichen Funktion f(x) =
(x € R).

Der wesentliche Unterschied zu einer kontinuierlichen Funktion ist, dass bei einer Folge
jedes Glied einen Nachfolger und einen Vorginger hat (ausser das erste und bei endlichen
Folgen das letzte Folgenglied).

Eine Folge kann deshalb oft auch durch die Beziehung zwischen einem Folgenglied und
seinem Vorgdnger dargestellt werden (rekursive Darstellung, im Gegensatz zur obigen expli-
ziten Darstellung)

Beispiel

Rekursive Formel: by, = b1 - anl Anfangsbedingung: by = 4.

Da die rekursive Formel ein Folgenglied aus dem Vorgénger berechnet, aber dieser nicht
bekannt ist, muss ein Startglied oder Anfangsglied angegeben werden.

Aufgabe 3.1

a) Berechne die Folge (by,) in einer Tabelle und stelle sie dann als Streudiagramm dar.
b) Vergleiche mit der Folge (an).

c) Stelle die Folge durch Umformen als explizite Folge dar.

Bemerkung
Fiir rekursive Folgen bietet TI-Nspire' ™ zusitzliche Darstellungsmoglichkeiten (bitte sel-
ber testen)

e mit der Vorlage "Stiickweise Funktion” (linkes Bild)

e im Grapheingabemodus ,Folge” (rechtes Bild). Die Folgen werden in TI-Nspire ™
mit ul, u2, ... bezeichnet. In diesem Grafikmodus konnen auch explizite Folgen
dargestellt werden (keinen Anfangswert eingeben).

4 n=1 Fertig
b( )'= b':nfl)n__l’n>1
1
b(1) 4
b(2) 2
seq b1} m,1,19 [4,2,2,1,5,3,:1 42
5'3'7'2°9"5
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3.2. Arithmetische Folgen

Aufgabe 3.2
Bestimme aus den gegebenen Folgengliedern die rekursive und die explizite Form der Fol-

ge und stelle sie mit Hilfe von TI—NspireTM mit den oben beschriebenen fiinf Moglichkeiten
dar.

a) 5,8,11,14,17, ...
b) 4,8,16,32, 64, ...
¢) 0.3, 0.03,0.003, 0.0003, ...

Folgen aus dem Alltag konnen oft nicht oder nur ndherungsweise durch eine Formel be-
schrieben werden, z.B. die Sonnenscheindauer pro Tag im Verlaufe eines Monats oder das
Bevolkerungswachstum.

Nachstehend werden wir zwei wichtige Typen von Folgen etwas genauer behandeln, ndm-
lich die Arithmetischen und die Geometrischen Folgen.

3.2. Arithmetische Folgen

Aufgabe 3.3
Was ist den nachstehenden Folgen gemeinsam? Welches ist das nidchste Folgenglied?

a) 0, 5, 10, 15, 20, ... (Weg eines Fussgangers mit v =5 kTm)
b) 20, 29.81, 39.62, 49.43, 59.24, ... (Geschwindigkeit v beim freien Fall, vo = 20 kT’“ )

c) 0°, —=0.65°, —1.3°, —1.95°, —2.6°, ... (Temperaturabfall pro 100 m Hohe)

Definition

Eine Zahlenfolge (an ) heisst arithmetische Zahlenfolge, wenn die Differenz d = any1 — an
zweier aufeinanderfolgender Glieder fiir alle n konstant ist (oder an, 1 = an + d, dist der
lineare Zuwachs).

Es seien aj und d gegeben.
Rekursive Darstellung: a,;1 = a, + d, Anfangswert a; gegeben.

Explizite Darstellung:

a; = a (gegeben)

a = aj+d

a3 = ax+d=a;+2d

ag = az+d=a;+3d

an = ap1+d=a;+n-1)-d
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Satz
Ist (an) eine arithmetische Folge mit Anfangsglied a; und Differenz d, so gilt:
an=a1+(n—1)-d.

Bemerkung

ans1+an1=ar+n-d+a;+mn—-2)-d=2(aj+(n—1)-d) =2-an.

Oder a,, = nt138%n=1 dh. q, ist das arithmetische Mittel aus den 2 benachbarten Folgen-
gliedern. Daher stammt der Name Arithmetische Folge.

Beispiel
Lena startet fiir eine Bergwanderung auf 400 m (ii. M.) und steigt pro Minute durchschnitt-
lich 11 m.

a) Stelle die Hohe (m) in Abhéngigkeit der Zeit (Min.) fiir die ersten 30 Minuten grafisch
dar.

b) Auf welcher Hohe befindet sich Lena nach 2 h?

¢) Nach welcher Zeit erreicht Lena die Bergspitze auf 3205 m?

Losung
a1 =400+11=411, d=1l=an=a1+(n—1)-d=41T+(n—1)- 11

a) Die grafische Darstellung (bei TI-
Nspire™ als Folge eingegeben) zeigt,
dass eine arithmetische Folge nichts
anderes ist als eine lineare Funktion
y = m- x + ¢, dessen Definitionsbereich
auf N eingeschrénkt ist, dabei ist m = d die
Steigung der linearen Funktion (Zuwachs,
bzw. Abnahme). Der y-Achsenabschnitt ist
qg=a; —d.

b) ai20 =4114+1192-11 =1720. Nach 2 h hat Lena eine Hohe von 1720 m Hohe erreicht.

c) an = 3205, d.h. n ist die einzige Unbekannte in der Gleichung fiir die arithmetische
Folge. Auflosen nach n ergibt: n = #2741 = 3205411 4 1 = 255. Die Bergwande-
rung dauert also 255 Minuten oder 4 h 15°.

Dieses Beispiel zeigt das Vorgehen bei Aufgaben mit arithmetischen Folgen: Die bekannten
Grossen werden bestimmt, diese in die Formel fiir die arithmetische Folge eingesetzt und
nach der unbekannten Grosse aufgelost (vgl. physikalische Formeln).
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Bemerkung
Oft ist das Folgenglied a; der Wert nach dem ersten Zeitabschnitt (wie in obigem Beispiel).
In diesen Féllen ist es sinnvoller den Startwert als ag zu bezeichnen. Das n-te Folgenglied
berechnet sich dann nach der Formel a,, = ap+n-d. In obigem Beispiel: ap =400 m, a, =
4004+n-11.

Aufgabe 3.4
Bestimme die fehlenden Grossen in der Tabelle:
aj an n d
a) 5 23 7
b) 29 15 -11
C) 17 536.8 2.3
d) 7.5 658.5 | 211

Aufgabe 3.5

a) Wie viele Zahlen zwischen 30 und 360 sind durch 7 teilbar?
b) Wie viele dreistellige Zahlen sind nicht durch 11 teilbar?
c) Wie viele vierstellige Zahlen sind durch 4 und durch 6 teilbar?

d) Wie viele vierstellige Zahlen sind durch 4 oder durch 6 teilbar?

Aufgabe 3.6
Von einer arithmetischen Folge kennt man die Folgenglieder a4 = 80 und as4 = 176.
Berechne a; und d.

Aufgabe 3.7
Die Temperatur wachst im Erdinneren pro 100 m Tiefe um durchschnittlich 3 °C. Bei einer
Bohrung fiir eine Erdwdrmepumpe misst man in 25 m Tiefe eine Temperatur von 10 °C.

a) Die Bohrung soll bis 190 m Tiefe ausgefiihrt werden. Welche Temperatur ist zu erwar-
ten?

b) Bei Geothermieprojekten wird eine Wassertemperatur von mindestens 130 °C ange-
strebt (zur Stromerzeugung). Wie tief muss die Bohrung dafiir mindestens sein?

Aufgabe 3.8

Lena springt mit ihrem Fallschirm aus einem Flugzeug. Auf 2000 m Hohe hat sie die Grenz-
geschwindigkeit erreicht und rast im Folgenden mit einer konstanten Geschwindigkeit von
55 ' gegen die Erde. Sie muss den Fallschirm spétestens 700 m iiber dem Boden 6ffnen.
Wie viel Zeit bleibt ihr dafiir hochstens?
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3.3. Geometrische Folgen

Aufgabe 3.9
Was ist den nachstehenden Folgen gemeinsam? Welches ist das nidchste Folgenglied?

a)1,2,4,8, ... b) V2, 2, 2V2, 4, ... o 1, =2, 4, -8, 16, ...

Es seien aj und q gegeben.
Rekursive Darstellung: a1 = a - q, Anfangswert a; gegeben

Explizite Darstellung:

a; = aj (gegeben)

a = a;-q
2
az = az-q=a;-(q
3
_ _ n—1
dn = an-1-q=a;-q

Eine geometrische Folge ist nichts anderes als eine Exponentialfunktion y = a - q*, deren
Definitionsbereich auf N eingeschrankt ist, wobei q der Wachstumsfaktor ist.

Bemerkung
_ 12
Gnit-anor=ar-q" a1 gV = (a1 -q" 1) = an?
oder an = /An11-an_1 , dh. an ist das geometrische Mittel aus den 2 benachbarten
Folgengliedern. Daher stammt der Name Geometrische Folge.

n

Beispiel

Die radioaktive y-Strahlung wird durch Beton von 6 cm Dicke um JT reduziert (d. h. auf ?T
des urspriinglichen Wertes).

Wie dick muss die Wand eines Luftschutzkellers sein, damit die Strahlung auf 1% der
Anfangsintensitit Iy reduziert wird?
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Losung
Anfangswert: a1 =1Ip, q = %

3 n
o (2) oo

Auch hier ist es sinnvoll, die Nummerierung der Folge mit 0 zu beginnen, da n = 1 die
Intensitdt nach der ersten Betonschicht bezeichnet. Die obige Gleichung nach n aufgelost
ergibt:

(0.01)

3 n—OO1<:>>T1-1TL 3 —ln(OO])@n—L
4) 77 4) ) ~ In(0.75)

Benotigte Dicke der Betonmauer 6 - n = 96.047 ~ 96 (cm)

=16.0078

Aufgabe 3.10

a) Bestimme die fehlenden Grossen in der Tabelle:

ar an n q
i) 1000 50 1.05
ii) 1000 50 0.95
iii) 1000 2000 1.04
iv) 100 1000 40

b) Ist p der Zinsfuss, zu dem ein Anfangskapital a; wéahrend n Jahren angelegt wird,
dann ist ¢ = 14 755 der Wachstumsfaktor (auch Aufzinsfaktor genannt). Formuliere
die Aufgaben a) i) bis iv) in Worten als Wachstum eines Kapitals.

Aufgabe 3.11
a) Wie viele Glieder der geometrischen Folge 5, 7, .. .. sind kleiner als 1 Billion?
b) Wie viele Glieder der geometrischen Folge 100, 97, liegen zwischen 0.1 und 10?

¢) Zwischen das Anfangsglied 5 und das Endglied 100 sind 50 Glieder so einzufiigen,
damit eine geometrische Folge entsteht. Wie gross ist q?

Aufgabe 3.12

Sind die folgenden Sétze wahr oder falsch?
a) Ist (an) eine arithmetische Folge, dann ist (29") eine geometrische Folge.
b) Ist (an) eine arithmetische Folge, dann ist (, /an) eine geometrische Folge.

c) Ist (an) eine geometrische Folge, dann ist (In(ay )) eine arithmetische Folge.
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Aufgabe 3.13
Bei der Folge 6, x, y, 22—5 bilden die ersten 3 Glieder eine arithmetische Folge und die
letzten 3 Glieder eine geometrische Folge. Bestimme x und y.

Aufgabe 3.14
Ein A4-Blatt von 0.1 mm Dicke wird fortlaufend gefaltet (dies sollte vor dem Berechnen
konkret durchgefiihrt werden).

a) Wie viele Male muss das Blatt gefaltet werden, bis die Dicke die Distanz Erde-Mond
uberschritten hat (384000 km)?

b) Wie gross ware dann die Flache des gefalteten Blattes noch (A4-Blatt: 21 cm x29.7 cm)?
Vergleiche die Lange der kleineren Seite dieses gefalteten Blattes mit dem Durchmes-
ser eines Wasserstoffatoms (32 - 10712 m). Hinweis: Das Seitenverhiltnis ist bei allen
gefalteten Blattern 1: /2.

Aufgabe 3.15

Ein Schiiler trinkt heimlich jeden Tag 1 dl Wein aus dem 1001 Weinfass seines Vaters. Um
die Tat zu vertuschen, fligt er jeweils wieder 1 dl Wasser hinzu.

Wie lange geht es, bis es gleich viel Wein wie Wasser im Fass hat?

3.4. Konvergenz von Zahlenfolgen

Beispiel

Gegen welchen Wert strebt die unendliche
2

Folge a,, = ggzll tiir grosse Werte von n?

Sowohl der Zihler, als auch der Nenner stre-
ben fiir grosse n gegen unendlich.

Durch Umformen des Folgenterms kann der
gewiinschte Grenzwert ermittelt werden:

a _ @ity 22— nog 2
n_(37124—2)/nz_3+% 3

3

Die Folge (an) strebt fiir n—o0o nach % .

Man sagt: Die Folge (an) konvergiert gegen % oder die Folge hat den Grenzwert % .
Grenze heisst lateinisch limes, deshalb schreibt man den Grenzwert abgekiirzt wie folgt:
-1 2

amsri T3

Der Grenzwert kann auch mit TI-Nspire'™ berechnet werden lim |2 n-1]
1m

(siehe Bild rechts). N

w [

|3 n2+1]
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an = <1 + (_])n>
n

Es ist leicht ersichtlich, dass die Folge gegen 1 konvergiert, d.h. limy, (1 + ﬂ) =1

Beispiel

mn
In der Grafik sieht man, dass sich die Folge von oben und unten alternierend dem Grenz-

wert 1 ndhert.

Es ist auch eine Umgebung des Grenzwer- by
tes eingezeichnet, das Intervall |1 —c,1+c[.
Ausserhalb dieses Intervalls liegen nur end-
lich viele Glieder der Folge. Dies dndert sich |1+¢| "=

LN
nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

auch nicht, wenn das Intervall verkleinert [__- 5 NP TNt ol Bt it
wird (benutze einen Schieberegler fiir c). Wie )
klein das Intervall auch gewahlt wird, es lie- ullnl=1+~

gen immer nur endlich viele Glieder ausser- n
halb des Intervalls und unendlich viele Glie-
der innerhalb des Intervalls.

10

Definition

Eine unendliche Folge (an) konvergiert gegen den Grenzwert g, wenn in jedem (noch so
kleinen) offenen Intervall das g enthélt, immer alle Elemente der Zahlenfolge bis auf endlich
viele liegen. Ist der Grenzwert Null, so heisst die Folge Nullfolge.

Beispiel
Hat die Folge an = %ﬁ;;

Wir dividieren Zahler und Nenner durch n?:

einen Grenzwert (vergleiche mit obigem Beispiel)?

w (2n3—1)/n2_2n—# n
L= - Lt

Bn2+2)/m2  3+2%4 3

Die Folge verhilt sich fiir grosse n wie 2?“ , d.h. sie strebt gegen einen unendlich grossen
Wert.

Wir schreiben lim,, o 2?“ = oo . Dies ist symbolisch gemeint, da co keine Zahl ist. Deshalb
existiert auch kein Grenzwert. Wir sagen, die Folge ist divergent. Jede nicht-konvergente
unendliche Folge ist divergent.

Beispiel

Ist die Folge an, = (711())“ konvergent oder divergent?

Die Folgenglieder haben entweder den Wert —1s oder 75 . Beide Werte kommen unend-
lich oft vor. Nach der Definition hat die Folge keinen Grenzwert, aber zwei sogenannte
Héufungswerte — 5 und 15 .
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Definition

Eine unendliche Folge (a,) hat einen Hiufungswert (oder Hiufungspunkt) h, wenn in je-
dem (noch so kleinen) offenen Intervall das h enthélt, immer unendlich viele Elemente der
Zahlenfolge liegen.

Ein Grenzwert ist also auch ein Haufungspunkt, aber nicht umgekehrt. Beim Grenzwert
liegen ausserhalb jeder offenen Umgebung, welche den Grenzwert enthilt, nur endlich
viele Folgenglieder.

Aufgabe 3.16
Fiir welche Werte von q konvergiert die geometrische Folge? Was ist in diesem Fall der
Grenzwert?

Aufgabe 3.17
Bestimme den Grenzwert der Zahlenfolge oder zeige, dass sie divergent ist.

2 o 3 2.2
a) an = 57" b) bn = 5305 Q) en = Pt
1 VT i
d) dn = ziﬁ e) en = 32n38]—11 b fn = Sm(f\‘/m
2 . . —
g) gn =2+ 41 h) hy =tan (§ +n-n) i) in = #2414+ 4

Aufgabe 3.18
Bestimme die Haufungswerte der nachstehenden Folgen. Welche sind konvergent?

a) an = (—-1" - 24l b) by =3+ (—1)" - 2=

) tn = T d) dn=2- (1" 42 (—1)"
e) en =3 (—1)"+ (-1 ntl f) fn= (1" tan(F — 1)

g) gn =+ +nl=1") h) hy = (D0 ) i = (1))

Aufgabe 3.19
an, sei die Anzahl Teiler der natiirlichen Zahl n, also (an): 1,2,2,3,2,4,2, ...

Bestimme die Haufungswerte der Folge.
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3.5. Reihen

Beispiel

Der Lehrer des beriihmten Mathematikers C.F. Gauss (1777-1855) stell-
te seinen Schiilern die Aufgabe, die ersten 100 natiirlichen Zahlen zu-
sammenzuzdhlen. Gauss gab das Resultat 5050 nach kurzer Zeit ab
und es war zum Erstaunen des Lehrers richtig!. Die Originalquelle gibt
auch einen interessanten Einblick in die Schule und das Leben von da- .
mals. Dabei wird nicht angegeben, wie Gauss auf dieses Resultat ge-
kommen ist. Vermutlich hat er jeweils je zwei Zahlen zusammengefasst:
100 41, 99 42, 98 + 3, usw. Dies ergibt 50 Paare mit Summe 101, also
180.101.

Allgemein: s, = M

Fiihrt man die Rechnung Schritt fiir Schritt aus, so erhdlt man (rechts die abgekiirzte
Schreibweise, welche auch auf dem Rechner verwendet wird):

1
$1 =1 = Zi
i=1
2
s2 = 14+2=s1+2=3 = > i
i=1
3
s3 = 14243=s,+3=6 = > i
i=1
4
sa = 14243+4=s3+4=10 = > i
i=1
n
Ssn = 14+24+3+...n = )i
i=1

Berechne mit dem Rechner s1q.

'Wolfgang Sartorius von Waltershausen: Gauss zum Gedéchtniss. Leipzig 1856
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Beispiel
n

Welchen Wert hat das Produkt [] 31—“ fir n = 100?

i=1

Gegen welchen Grenzwert konvergiert das Produkt fiir n — oo?

Losung
no1_ 1.1 1 1 1 1 1 I
i se=3 %35 L S E s S S (vgl. Beispiel von Gauss)

o . 77100 1 1 _ 25050
Fiir n=100 gilt: [T;25 3% = —ooraorr = 3

2
Der Rechner liefert dafiir das Resultat 0, da der Wert kleiner ist, als das was der Rechner

noch darstellen kann (der Wert miisste grosser als 1071 sein).
Fiir den Grenzwert gilt: [[3°; 3~ =lim_ . TIiL, 35 = liMn—oo —prr =0 (der Nenner
37
strebt gegen oo)
Die Folge der Produkte ist konvergent mit Grenzwert 0.
Aufgabe 3.20
Berechne von Hand und mit dem Rechner
a) Y1, (2n+1) b) Yo ((-1*2%) ¢) 312 cos(i-m)
d) Hi:s 2k e) Hi:o n! B IT, 2

Aufgabe 3.21
Schreibe mit dem Summen oder Produktzeichen:

a) 1+2+4+8+16+32+64
b) das Produkt der ersten 50 geraden Zahlen
¢) die Summe der ungeraden Zahlen von 5 bis 95

d) das Produkt der durch 7 teilbaren Zahlen zwischen 100 und 1000.

Arithmetische Reihen

Definition: Die zur einer arithmetischen Folge gehorige Reihe heisst eine arithmetische Reihe.

ST =

s = ar+ay=a;+a;+d=2a;+d

s3 = ai+a+az3=sy+a3=2a;+d+aj+2d=3a;+3d
sS4 = s3+ag=3a7+3d+ay;+3d=4a; +6d

S = m-a1+?-d
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Um die Anzahl von d im letzten Ausdruck zu bestimmen, benutzen wir den ,,Gauss-Trick”.
Wir schreiben s, einmal in der normalen und einmal in der umgekehrten Reihenfolge
untereinander und zihlen zusammen:

Sn = a1 + (aj+4d) + + (a1+(n—2)-d) + (aj+(n—1)-d)
sn = (aj+(n—1)-d) + (a;+(n—2)-d) + + (ar+4d) + aq
28y = (2aj+(n—-1)-d) + (La;+(n—-1)d) + --- + (Lai+(n-1)d) + 2aj+(n—1)-d)

Alle Summenpaare ergeben je 2a; + (n — 1) - d und es sind n Paare, d.h.
2sn=n-(2a1+(n—1)-d)oder2sp,=n-(aj+a;+n—1)-d)=n- (a7 + an)

(m—1 n-(aj+an)

sn:n~a1—|—nf)-dodersn:

Satz
Der Wert der endlichen arithmetischen Reihe mit Anfangsglied a; und Differenz d ist

PN 11,5 PR SR M1
Bemerkung

Die unendliche arithmetische Reihe ist fiir d # 0 immer divergent.

Beispiel

Das n-te Glied a,, einer arithmetischen Folge mit d = 1.2 ist 435. Die dazugehorige Reihe
hat als Summe 78975. Bestimme a; und d.

Losung

Wir stellen die Formeln fiir die arithmetische Folge und Reihe zusammen und markieren
die bekannten Grossen:

n-m-—1 n-(aj+a
a, =Mn-aj —i—(n—])‘d,sn:a] +¥.dzu_
2 2

Jede der 3 Formeln enthilt 2 Unbekannte. Wir  |a=1.2 1.2
benotigen also 2 Formeln zur Auflésung nach |#:=435 435
den Unbekannten. Wir wéhlen die erste und |- 78975
die letzte Formel (auch eine Kombination der g]::‘m:al;("fl}'\d 435:1'2"(1“]71;]2
andern ist moglich, priife nach). gL 789751414
Die Losung entnimmt man dem Bildschirm- | 7 and g2.472)

ausschnitt rechts. al=-13.8 and n=375. or al=15. and n=351.

Aufgabe 3.22

Bestimme die fehlenden Grdssen in der Tabelle
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aq an n d Sn
a) 70 25 -3.8
b) 46 2.5 3416
Q) 8 -14 734.4
d) 92.8 1.01 4244

Aufgabe 3.23
Berechne die Summe

a) 17+25+33+41+---+185
b) aller ungeraden Zahlen zwischen 1000 und 107000

c) aller durch 7 teilbaren Zahlen zwischen 10 und 5000
Aufgabe 3.24

a) Gibt es eine natiirliche Zahl n so, dass der 10-te Teil der Summe der natiirlichen
Zahlen von 1 bis n gleich n ist.

b) Verallgemeinerung: Gibt es zu jedem k eine natiirliche Zahl n so, dass der k-te Teil
der Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis n gleich n ist.

Aufgabe 3.25

Auf einer Rolle Selbstklebeband wird eine Lange von 33 m angegeben. Der Innendurch-
messer ist 36 mm, der Aussendurchmesser 56 mm. Wie dick ist das Klebband und wie viele
Schichten wurden aufgetragen?

Geometrische Reihen

62 © Texas Instruments 2014





3.5. Reihen

Um eine kompakte Formel fiir s, zu finden verwenden wir einen dhnlichen Trick wie bei
der Arithmetischen Reihe. Wir multiplizieren die Reihe mit q und subtrahieren die neue
Reihe von der urspriinglichen:

Sn = o+ ar-q+ar-q*+-+a-q~!
q-sn = ar-q+ar-g’+---+ar-g" ' +ar-q"
Sn—q-sn = a1— a;-q"

Aus der letzten Gleichung erhalten wir:

Sn-(1-q) = a1 - (1— ") = s = (10"
Fiir |q] < 1 konvergiert die Reihe gegen den Grenzwert s = 1‘i‘ 3 weil limp 00 q™ =0.
Fiir ¢ = —1 haben wir 2 Haufungspunkte a; und 0, in allen andern Féllen divergiert die

Reihe.

Beispiel

Ein Gummiball wird von 1 m Hohe fallen gelassen. Er springt auf ‘5—‘ der urspriinglichen
Hohe zuriick, im ndchsten Schritt wieder auf % der letzten Hohe usw.

Welchen Weg legt der Ball zuriick

a) bis er den Boden zum 8-ten mal beriihrt?

b) bis er zur Ruhe kommt?

Losung
Der erste Weg muss separat betrachtet werden, da der Weg nur einmal zurtickgelegt wird.

a) sh=1+2- % +2- (g—‘)2 442 (%)7, der zweite Teil ist eine geometrische Reihe mit

—(4Y’
Anfangsglied a; = 8 und g = 2. Also s, =1+ . 1 1(_55) =7.322.
5

Der zurtickgelegte Weg ist 7.322 m.

b) s=1+ 8. 1 =9 Der zuriickgelegte Weg ist 9 m.
5 geleg &

7
-5
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Aufgabe 3.26
Bestimme die fehlenden Grdssen in der Tabelle:

aq an n q Sn
a) 2662.4 | 12 2
b) 64 1.6384 0.4
Q) 4 8 2925
d) 50 4 1050

Aufgabe 3.27

Frau Klatsch hat von einem Geheimnis erfahren und gibt es innerhalb einer Stunde an 2
Personen weiter. Diese geben es in der ndchsten Stunde wieder an je 2 weitere Personen
weiter, die 4 neu informierten Personen geben es wieder je an 2 neue Personen weiter usw.
Unter der Annahme, dass der Informationsfluss immer weiter geht,

a) wie viele Personen sind nach 15 Stunden informiert?
b) wie lange geht es, bis die ganze Welt informiert ist?

Aufgabe 3.28

Eine periodische Dezimalzahl kann als unendliche Reihe geschrieben werden, z.B.
0.66666. . . =0.6+0.06+0.006+. . .

Stelle damit die folgenden periodischen Dezimalzahlen als Briiche dar:

a) 0.77777...
b) 0.131313...
c) 0.1123232323...

Aufgabe 3.29

Giulia baut einen Turm mit ihren 12 Wiirfeln. Der erste Wiirfel hat eine Kantenldnge von
10 cm. Bei jedem der folgenden Wiirfel ist die Kantenldnge % kleiner als beim vorherge-
henden.

a) Wie hoch wird Giulia’s Turm?

b) Wie hoch wiirde der Turm theoretisch, wenn unendlich viele Wiirfel zur Verfiigung
stiinden?

c) Wie gross wire das Volumen aller Wiirfel zusammen in a) und in b)?

Aufgabe 3.30

Die gezeichnete Schlangenlinie besteht aus
Halbkreisen, deren Radien eine geometrische
Folge bilden. Der erste Radius ist 1, der zwei-
teq = %
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a) Bestimme die Lange der Schlangenlinie fiir n = 8 und fiir n — oo.

b) Gegen welchen Punkt G auf der x-Achse konvergiert der Endpunkt der Schlangenlinie

firn — oo0?

¢) Nach wie vielen Halbkreisen ist der Endpunkt der Schlangenlinie weniger als 0.001

vom Punkt G entfernt?

d) Wie gross ist die Flache aller Halbkreise fiir n — co?

e) Berechne fiir beliebiges q die Lange der Schlangenlinie fiir n — co? Vergleiche diese

mit der Lange des Halbkreises iiber der Strecke vom Urspung bis G.

Aufgabe 3.31

a7

Vom Ursprung des Koordinaten-
systems geht ein spiralformiger
Streckenzug ajazaz--- aus, wie in

der Figur dargestellt. Fiir die Ldngen at| a8 a10las
der Strecken gilt |an| = qlan_1l,
la;] = 1. (Mit |an| wird die Lan-
ge der Strecke a,, bezeichnet). Es sei
vorerst g = 0.9. as

a9

a2

al

a) Wie lang wird der Streckenzug fiir n = 20 und fiir n — oco?

b) Wie viele Strecken braucht es, damit der Streckenzug 99 % seiner maximal moglichen
Lange erreicht?

¢) Bestimme den Wert von q so, dass der Streckenzug fiir n = 17 die Lange 12 aufweist.

d) Berechne die Koordinaten des Punktes, auf den sich die ,Spirale” (fiir q = 0.9) zu-
sammenzieht.

e) Fiir welchen Wert von q zieht sich die ,Spirale” auf einen Punkt mit der x-Koordinate

0.8 zusammen und wie gross ist dann die y-Koordinate des Punktes?

Aufgabe 3.32

Eine Spirale entsteht durch Aneinanderhédngen von unendlich vielen Halbkreisen mit den
Radien 11 =5, Th41 = q - . Ein Teil der Spirale ist in der Abbildung links dargestellt.

Fiir alle Teilaufgaben ausser b) ist g = 0.8.
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a)

e Wie lang ist der in der Abbildung links gezeichnete Teil der Spirale?

e Wie lang wird die Spirale fiir n — oo (unendlich viele Halbkreise)?

b) Wie gross ist q, wenn die ersten zwei Halbkreise zusammen gleich lang sind wie der

Rest der Spirale mit unendlich vielen Halbkreisen?

¢) Ein Programm soll die Spirale so weit zeichnen, dass der Radius des kleinsten Kreises

d)

noch mindestens so gross ist wie die Strichdicke von 0.1. Wie viele Halbkreise werden

gezeichnet?

Gegen welchen Punkt hin strebt die Spirale?

e) Die Figur wird nun wie in Abbildung rechts ausgefarbt. Wie gross wird der Inhalt

der gefarbten Flache fiir n — oo?

Aufgabe 3.33 Sierpinski Dreieck

a)

b)

d)

ABC sei ein gleichseitiges Dreieck mit der Sei-
tenldnge s = 1. Die schraffierten Fliche G wird
aus dem Dreieck ausgeschnitten. Wie gross ist
die Restflache?

Nun denkt man sich das Ausschneiden von Drei-
ecken gemdss der Abbildung fortgesetzt. Nach
wie vielen ,,Generationen” (G1, G2, G3, ... ) sind
7/8 der Flache des urspriinglichen Dreiecks aus-
geschnitten?

Wie gross ist der Inhalt der zuriickbleibenden
Flache, wenn alle entstehenden unendlich vie-
len Dreiecksgenerationen aus dem urspriingli-
chen Dreieck ausgeschnitten werden?

Berechne die Summe der Umfénge aller unend-
lich vielen ausgeschnittenen Teildreiecke.
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Aufgabe 3.34

Beim gezeichneten Streckenzug bilden die
Langen der Strecken eine unendliche geome-
trische Folge mit a; = 1 und dem Quotienten
q = %. Gegen welchen Punkt (x,y) konver-

giert der Streckenzug?

Rentenrechnung

Wird ein Kapital nicht nur verzinst, sondern auch periodisch ein weiterer Betrag einbezahlt
oder abgehoben, so spricht man von Rentenrechnung.

Beispiel

Ein Vater eroffnet bei der Geburt seiner Tochter ein Bankkonto und zahlt Ky = 5000 € ein.
Bei jedem Geburtstag zahlt er jeweils nochmals einen Betrag a ein. Der Zinsfuss betrédgt
p = 3 %. Wie viel muss der Vater einzahlen, damit die Tochter nach dem zwanzigsten
Geburtstag einen Betrag von 20’000 € auf dem Konto hat?

Wir 16sen die Aufgabe zuerst allgemein:

Wir bezeichnen mit q = 1+ 755 wie {iblich den Aufzinsfaktor und mit K,, das Kapital nach
n Jahren. Das Kapital entwickelt sich wie folgt:

Ki = Ko-gq+a
Ky, = K1-q—|—a:Ko-q2+a-q—|—a
K; = Kz-q—i—a:Ko~q3+a-q2—|—a~q—|—a

2

Kn = Ko-q"+a-q" '"+a-q"?+... ta-q+a

Das Kapital nach n Jahren setzt sich zusammen aus dem Kapital Ko, welches n Jahre ver-
zinst wird und einer geometrischen Reihe mit Anfangsglied a, Quotient q und n Folgen-
gliedern, d.h.

Kn=Ko-q"+a- %ﬂqﬁ Rentenformel.

Zahlt man den Betrag a am Ende des Jahres ein, dann spricht man von nachschiissiger

Rente. Zahlt man den Betrag am Anfang des Jahres ein, so spricht man von vorschiissiger

Rente. In diesem Fall ist die Formel : K, =Ko-q™"+a-q- %qq: .
Ist a < 0 so handelt es sich um ein Abzahlungsgeschift (z.B. Riickzahlung eines Kredites)
Die Losung unseres Beispiels ergibt sich durch Auflosen der ersten Formel nach a:
— . n . J—
qo Kn=Ko-q")-(1-9q) 50,3,
T—qn

Also ist der einzubezahlende jahrliche Betrag rund 410 €.
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Ergdnzung: Finanzl6ser

TI—NspireTM stellt in den beiden Applikationen ,Cal-
culator” (unter Finanzen) und ,Notes” (unter Berech-
nung/Finanzen) niitzliche Hilfen fiir Schulen mit Schwer-
punkt Finanz und Wirtschaft zur Verfiigung (z.B. Amortisa-
tionstabellen). Fiir einfache Berechnungen findet man dort
auch einen Finanzloser, bei dem wir die gegebenen Grossen
bis auf eine Unbekannte eingeben kénnen. Danach setzten
wir die Schreibmarke in das Feld der Unbekannten (hier
Pmt=Payment). Mit der Taste ,Enter” wird die Unbekann-
te berechnet. Das obige Beispiel ist in der Figur rechts ge-
16st. Beachte, dass PV und Pmt jeweils negativ eingegeben
werden miissen, wenn die Situation vom Investor (Vater)
aus betrachtet wird. Diese Betrdge werden in der eigenen
Bilanz als Ausgabe betrachtet (bei der Bank als Einnahme),
das Endkapital (FV=Future value) ist positiv als Einnahme
verbucht. Wird aber z.B. von einem Rentenkapital (PV<0)
jahrlich ein gewisser Betrag ausbezahlt, dann ist Pmt>0 ein-
zugeben.

Aufgabe 3.35

Fiir ein neues Einfamilienhaus wird eine Hypothek von 600000 € aufgenommen, der Zins
betrdgt 4 %. Die Hypothek soll in gleichbleibenden Betrdgen innerhalb von 25 Jahren abbe-
zahlt werden (jeweils am Ende des Jahres). Wie gross ist der jahrlich zu bezahlende Betrag
(auch Annuitdt genannt)?

Aufgabe 3.36

Durch die Anschaffung einer Maschine, welche 150°000 € kostet, konnen jahrlich 30°000€
Lohnkosten eingespart werden. Lohnt sich diese Anschaffung, wenn fiir Betrieb und Repa-
raturen jahrlich 5000 € benotigt werden und mit einer Betriebsdauer von 15 Jahren gerech-
net wird.

(p = 3 %, der Zins ist am Ende des Jahres zu entrichten).

Aufgabe 3.37

Ein Kapital K liegt 5 Jahre lang auf einer Bank. Dann wird wéhrend weiteren 10 Jahren
zusdtzlich am Anfang des Jahres ein Betrag a einbezahlt. In den darauffolgenden Jahren
wird wihrend 15 Jahren jeweils am Ende des Jahres jeweils ein Betrag r abgehoben. Wie
gross ist das Endkapital E nach diesen 15 Jahren noch. Der Zins betrdagt wiahrend der ganzen
Zeit p%.

a) Berechne E allgemein (durch K, p (bzw. den Zinsfaktor q), a und r ausgedriickt).
b) Mit K = 5000 Fr,p = 4%, a = 2000 Fr, r = 1500 Fr.

Aufgabe 3.38
Ein Vater mochte seiner Tochter einen gewissen Betrag K zur Verfiigung stellen um das
Studium zu finanzieren. Das Geld wird auf der Bank zu p% Zins angelegt. Im ersten Jahr
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benotigt die Studentin noch nichts von diesem Geld. In den folgenden Jahren hebt sie
jeweils am Ende des Jahres einen festen Betrag a vom Bankkonto ab. Am Anfang des 7
Jahres bleibt ihr noch ein Rest R.

a) Berechne den Anfangsbetrag K (in p, a, R ausgedriickt)

b) mitp = 5, a = 4000 Fr., R = 2000 Fr.

Weitere Reihen

Bei der Beurteilung der Konvergenz oder Divergenz von beliebigen Reihen ist folgender
Satz niitzlich:

Satz

Sei s, = Z ay, dann gilt: s,, ist konvergent = hm an =0 (d.h. a, ist eine Nullfolge).

Umgekehrt Wenn hm an =g # 0, dann ist s, d1vergent

Beweis
Sn =Sn—1 1+ 0an =0an =St — Sn—1

Nach Voraussetzung gilt:

s= lim s, = hm Sn_1 = lim ap = lim (sh —sn_1) =0
n—oo n—oo n—oo
Beispiel
Gilt auch die Umkehrung? D.h. limn o an =0 = sy ist konvergent”
Wir untersuchen die sogenannte Harmonische Reihe Y % ;1 =1+ 1+ 1 +... , deren
Folgenglieder eine Nullfolge bilden. Wir fassen Folgenglieder in Gruppen SO zusammen,
dass deren Summe immer > % ist:

RIS L L L I I L
2 3 4 5 6 7 8 9 16 17 32 7
N~

S ULV U L LR U L L L
2 4 4 8 8 8 8 16 16, 32 ' 32
——

1/2 1/2 1/2 1/2
T 1 1 1 1
=l+s4+5+5+5+5... — 0

2 2 2 2 2
Die harmonische Reihe ist also divergent obwohl die dazugehorige Folge eine Nullfolge ist.

Aufgabe 3.39
Die alternierende harmonische Reihe ist definiert durch

Z R WP N N N O
D 273 475 T
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a) Zeige durch Zusammenfassen je zweier benachbarter Folgenglieder, dass die Summe
einerseits >0 und andererseits <1 ist.

b) Berechne die Reihe mit TI-Nspire™™ CAS fiir grosse n und zeige, dass der Wert der
Reihe sich In(2) anndhert.

Aufgabe 3.40
Welche der folgenden Reihen sind konvergent, welche divergent?

oSS Itk ) T Skt &) T sin(ke §)
a k=1 "3k k=1 6k c k=1 "TOk+1 k=1 S )

€) Y il 7w D>, o 9 T, (1M (14 L)

3.6. Iterationen, Webdiagramme (Cobweb)

Bei vielen rekursiven Folgen berechnet man aus einem Startwert x; das nédchste Folgenglied
x> mit Hilfe einer Funktion f: x; = f(x;), danach setzt man diesen Wert x, wieder in
die Funktion f ein und erhilt das ndchste Folgenglied x3 = f(x;) etc. Man nennt dies
eine Iteration (von lat. iterare = wiederholen). Eine Iteration kann schematisch wie folgt
dargestellt werden:

X1 —P Xn —P f(x) — Xni1

Iterationen konnen mit beliebigen Funktionen durchgefiihrt werden. Interessant ist dabei
die Frage, ob die so erzeugte Folge konvergiert und wie diese Konvergenz grafisch darge-
stellt werden kann.
Beispiel 1: Berechnung von Quadratwurzeln
Iterationen spielen in der numerischen Mathematik eine wichtige Rolle. Mit ihrer Hilfe ist
es oft moglich, sich der unbekannten exakten Losung eines Rechenproblems schrittweise
anzundhern. Als Beispiel betrachten wir das Verfahren zur
Bestimmung von /10:
Man beginnt mit einem (beliebigen) Ndherungswert, z. B. x; =3

10

Wire x; der exakte Wert von /10, dann wére o = X1.

Ist x7 < v/10, dann ist % > /10 und umgekehrt.
Der exakte Wert von v/10 liegt also irgendwo zwischen x; und %.

. “ . X1+
Als zweiten Naherungswert nehmen wir deshalb x; := —-

Damit haben wir die Iterationsformel (Funktion) gefunden, sie lautet

10
flx) o=
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Itererieren wir mit dieser Funktion, so erhalten wir eine Folge von Ndherungswerten fiir
v10. In der untenstehenden Abbildung sieht man, dass die Folge von Naherungswerten
sehr schnell konvergiert, nach wenigen Schritten hat man V10 bereits auf 12 signifikante
Stellen genau berechnet, selbst dann wenn man mit einem sehr schlechten Naherungswert
wie etwa x7 = 20 beginnt.

Mit TI-Nspire'™ kann die Folge beispiels-

weise wie im Bild rechts mit der Tabellen-

kalkulation ,Lists & Spreadsheet” erzeugt

werden. Definiere zuerst im ,Calculator” die

Funktion f (oberes Fenster). In der Tabelle

wird in der ersten Zeile der Anfangswert ein-

gegeben, in der zweiten Zeile lautet die Ein-

gabe =f(al). Mit dem Befehl Fiillen kann

diese Eingabe nach unten kopiert werden. In

den folgenden Zeilen ergibt sich dann auto-

matisch (= f(a2), = f(a3),...). Andere Mog-

lichkeiten werden spater behandelt.

Bemerkung: Dieses Verfahren zur Berech-

nung von Quadratwurzeln heisst Heron-

Verfahren oder Babylonisches Wurzelziehen. Das

Verfahren war bereits zur Zeit des Babyloni-

schen Konigs Hammurapi L. (ca. 1750 v. Chr.)

bekannt. Um 100 n. Chr. wurde es vom Grie-

chischen Mathematiker Heron von Alexan-

dria im ersten Buch seines Werkes Metrica be-

schrieben.

Aufgabe 3.41

Bestimme mit dem Heron-Verfahren die Quadratwurzel aus 55, 230 und 2020 auf 12 signi-
fikante Stellen genau.

Aufgabe 3.42

Andere das Heron-Verfahren sinngemadss so ab, dass /10 und /100 berechnet werden
kann. Berechne mit diesem Verfahren diese Wurzeln auf sechs signifikante Stellen genau.
Wie viele Iterationsschritte sind notig?

Bemerkung: Bei der letzten Teilaufgabe kann nicht einfach das arithmetische Mittel zwi-

schen x und % genommen werden, dass Mittel muss sinnvoll ,,gewichtet” werden.

Beispiel 2

Funktion f (x) = v/1 — x , Startwert xo = 0.5

Berechne die ndchsten Folgenglieder mit der obigen Rekursionsformel, bis sich der Wert
auf 4 Stellen nach dem Komma nicht mehr dndert.
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Mit TI-Nspire"™ kann die Folge wie im Bild
rechts leicht erzeugt werden: Definiere zuerst
die Funktion f (1. Zeile) und den Startwert x
(2. Zeile). Berechne f(x) und speichere diesen
Wert wieder in x (3. Zeile, dies entspricht der
obigen Iteration). Driickt man nun die Enter-
Taste mehrmals, so wird die letzte Zeile wie-
derholt, aber mit dem neuen Wert von x. Es
wird also die Iterationsfolge erzeugt. Nach et-
wa 40 Iterationen bleibt der Wert auf 4 Stellen
genau unverdndert (0.6180). Die Folge scheint
zu konvergieren.

Ax)=1—x Fertig
x:=0.5 0.5
xi=fix) 0.7071
xi—Ax] 0.5412
xi=Ax] 0.6774
xi=x] 0.568
xi—Ax] 0.6573

Die Folge kann auch in einer Tabelle erzeugt werden (vgl. Beispiel 1). Dies hat den Vorteil,

dass fiir eine neue Folge nur der Startwert verdndert werden muss.

Aufgabe 3.43

a) Erzeuge die Folge in obigem Beispiel in einer Tabelle und fithre die Iteration mit

andern Startwerten durch. Konvergiert die Folge immer? Wenn ja, gegen welchen

Wert?

b) Die Zahl @ ist das Teilungsverhiltnis des Goldenen Schnitts (siehe Internet). Ver-

gleiche mit dem Grenzwert im Beispiel.

c¢) Wenn der Grenzwert erreicht ist, gilt f(x) = x. Lose diese Gleichung nach x auf.

Beurteile das Resultat.

Grafische Darstellung

Die obige Iterationsfolge kann wiederum di-
rekt als sogenanntes Zeitdiagramm darge-
stellt werden (in TI-Nspire™ im Grafikfen-
ster unter Grafikeingabe den Eingabemodus
,Folge” wihlen). Dargestellt wird die Folge
(n,an) = (n,ul(n)). Die Punkte wurden
zur besseren Anschauung verbunden (rech-
te Maustaste/ Attribute). Der Anfangswert a;
wurde als Variable eingegeben und kann mit
einem Schieberegler verandert werden. Uber-
priife grafisch, dass die Folge fiir alle An-
fangswerte 0 < a; < 1 gegen denselben
Grenzwert konvergiert (siehe oben).
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Im gleichen Fenster kann die gleiche Folge
als Webdiagramm (auch Cobweb oder Spin-
nennetz genannt) dargestellt werden (rech-
te Maustaste/ Attribute). Dargestellt wird hier
die Folge(an,an+1) = (ul(n),ul(n+1)).
Mit einem Webdiagramm kann die Konver-
genz besonders schon grafisch dargestellt
werden. Wenn die Folge gegen einen Grenz-
wert g konvergiert, so konvergieren die Punk-
te im Webdiagramm gegen den Punkt (g, g)

auf der Geraden y = x und das ist der
Schnittpunkt der Graphen von y = f(x) und
y=x

Ein Webdiagramm fiir die Folge (a,,) mit der Ite-
rationsfunktion f konstruiert man wie folgt (sie-
he Grafik rechts): Gezeichnet wird der Graph der
Funktion f sowie die Gerade y = x. Zuerst wird
der Startpunkt P; = (a1, 0) gezeichnet.

Eine senkrechte Gerade durch den Startpunkt
schneidet den Graphen von f in P, = (ay,f(ay)) =
(Cl] ) Clz).

Eine horizontale Gerade durch P, schneidet die
Gerade y = x im Punkt P3 = (f(a;),f(a;)) =
(az,az). P3 ist ein Hilfspunkt und gehort eigent-
lich nicht zur Iterationsfolge.

Die vertikale Gerade durch P3 schneidet den Gra-
phen in P4 = (az,f(az)) = (az, a3), usw.

Aufgabe 3.44
Wir betrachten die Iterationsfunktion f(x) =1-x- (1 —x).

a) Stelle das Wachstum grafisch als Zeitdiagramm und Webdiagramm dar mit den Pa-
rametern r (0 < v < 4) und Startwert a; (0 < a; < 1) als Schiebereg]er.

b) Untersuche insbesondere die Iterationsfolge fiir r = 2.5, 3.2, 3.5, 3.8, 4 und Verdnde-
rung des Anfangswertes a;.

Rekursive Folgen mit 2 Anfangswerten

Oft werden bei rekursiven oder iterativen Folgen zwei Startwerte a; und a, gegeben (sel-
ten mehrere) und eine Rekursionsformel, welche auf zwei vorhergehende Folgenglieder
zuriickgreift, also z.B. an = f(an—2,an—1).
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Beispiel

Die Fibonacci-Folge ist definiert durch die Anfangsbedingungen a; =1, a; = 1 und die
Rekursionsformel a,, = an_2 + an_1.

Leonardo da Pisa, auch Fibonacci genannt, hat in seinem beriihmten 1202 erschienenen Re-
chenbuch ,Liber abacci” eine Aufgabe iiber das Wachstum von Kaninchen gestellt, welche
auf diese Folge fiihrt.

Aufgabe 3.45

a) Stelle die Fibonacci-Folge in einer Tabelle und als Streuplot dar. Ist die Folge konver-
gent?

b) Wachst die Fibonacci-Folge exponentiell (d.h. eine geometrische Folge)? Fiihre eine
entsprechende Regression durch. Fiir welche Werte ist die Exponentialkurve eine gute
Néherung? Wie gross ist der Wachstumsfaktor?

c) Zeige, dass die Folge der Quotienten zweier aufeinander folgender Glieder der Fibonnacci-
Folge gegen das Verhéltnis q = @ des Goldenen Schnitts konvergiert. Berechne
auchp:%undq—L

d) Der franzosische Mathematiker Binet veroffentlichte 1843 eine explizite Formel fiir
die Fibonacci-Folge: f,, = %(qTl — (=)™

Zeige grafisch, dass diese Folge mit der Fibonacci-Folge exakt iibereinstimmt.

3.7. Diskrete Wachstumsmodelle

Mit Hilfe der im vorangehenden Abschnitt eingefiihrten Iterationen lassen sich fiir viele
Vorgédnge diskrete Wachstumsmodelle entwickeln und untersuchen. Die entsprechenden
kontinuierlichen Modelle werden dann im letzten Kapitel betrachtet. Der Unterschied zwi-
schen diskreten und kontinuierlichen Modellen wurde im Abschnitt 2.3. erldutert.

Lineares und exponentielles Wachstum

Diese beiden Wachstumsarten sind schon bekannt, sie sind jedoch Ausgangspunkt weiterer
Wachstumsmodelle. Wir stellen die wichtigsten Eigenschaften zusammen:

Lineares Wachstum | Exponentielles Wachstum
Anderungsrate Xn+1 —Xn =d Xn+l —Xn = K- Xn
(konstant) (proportional zum Bestand)
Iterationsfunktion fi(x)=x+d f(x) =(14+k)x =qx
Explizite Form Xn=%x1+(n—1)d xn=x1q" ", q=1+k
Name Arithmetische Folge Geometrische Folge
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Grenzen des Wachstums

Lineares und exponentielles Wachstum streben mit zunehmender Zeit gegen unendlich,
das heisst diese Wachstumsformen sind unbegrenzt, was in der Realitdt nicht vorkommt.
Jedes Wachstum stdsst irgendwann an natiirliche Grenzen, man spricht von einer Sitti-
gungsgrenze G. Wenn diese Sattigugsgrenze erreicht ist, dann ist kein weiteres Wachstum
mehr moglich, bei Anndherung an diese Séttigungsgrenze verlangsamt sich das Wachstum.
Es kann durchaus auch vorkommen, dass die Sittigungsgrenze voriibergehend tibertroffen
wird, das fiihrt dann aber zu einem negativen Wachstum. Mathematisch kann die Wach-
strumsgrenze am einfachsten modelliert werden, wenn man die Anderungsrate betrachtet
und diese mit einem wachstumsbegrenzenden Faktor multipliziert. Der einfachste Faktor hat
die folgende Form:

Wachstumsbegrenzender Faktor:

b = (1 — &), x: betrachtete Grosse, G: Sittigungsgrenze. Die Zahl b = (1 — &) heisst auch
relatives Sidtigungsmanko.

Multipliziert man die Anderungsrate mit dem Faktor b, dann hat das den folgenden Ein-
fluss:

a) x << G = b = 1: Ist die Grosse x noch viel kleiner als die Sattigungsgrenze G,
dann ist der Faktor b nahe bei 1, d.h. die Anderungsrate wird durch Multiplikation
mit b kaum beeinflusst.

b) x = G = b = 0; Ist die Grdsse x in der Ndhe von G, dann ist der Faktor b nahe bei
0, d.h. die Anderungsrate wird durch Multiplikation mit b stark verkleinert.

¢) x >G = b < 0:Ist die Grosse x grosser als die Sattigungsgrenze, dann ist der
Faktor b negativ, d.h. die Anderungsrate wird durch Multiplikation mit b ebenfalls
negativ (vorausgesetzt sie war vorher positiv).

Den wachstumsbegrenzenden Faktor konnen wir beim linearen wie auch beim exponenti-
ellen Wachstum einfiigen und erhalten so das beschrinkte resp. logistische Wachstum.

Das beschrankte Wachstum

Xn

Anderungsrate: xn41 —xn =d- (1 =%) = xpnp1 =xn+d(1—3).
Iterationsfunktion: f(x) =x+d (1 — &)

Aufgabe 3.46

Setze G = 1 und stelle das beschriankte Wachstum grafisch als Zeitdiagramm und als Web-

diagramm dar mit den Parametern d und x; (Startwert) als Schieberegler. Wie verdndern
die zwei Parameter das Wachstum?

Das logistische Wachstum

Anderungsrate:
Xnil —Xn =K Xn - (1 —%) = Xnil =Xn+K-Xpn- (1 —%) :—%xﬁ—l—(k#—ﬂxn.
Iterationsfunktion: f(x) = —% X2+ (k+T1)x.
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Aufgabe 3.47
Setze im logistischen Wachstum G = 1.

a) Stelle das Wachstum grafisch als Zeitdiagramm und Webdiagramm dar mit den Pa-
rametern k, 0 < k <3 und x7, 0 < x7 < 1 (Startwert) als Schieberegler.

b) Beschreibe das Langzeitverhalten fiir k = 0.8, 1.8, 2.18, 3 und x; = 0.2

Prognosen

Ein Hauptzweck mathematischer Modelle ist das Erstellen zuverldssiger Prognosen. Dabei
entspricht der Anfangswert x; in der Regel einem gemessenen Wert, aus dem dann die fol-
genden Werte berechnet resp. prognostiziert werden. Der Anfangswert ist als Messwert mit
einer gewissen Ungenauigkeit behaftet, aus diesem Grunde untersuchen wir, was geschieht,
wenn wir diesen leicht abdndern. Wir berechnen beispielsweise die Werte x1¢1,...x110 um
zu sehen, wie sich kleine Anderungen des Anfangswerts langfristig auswirken. Wenn die
Auswirkungen gross sind, dann spricht man von Sensitivitit beziigl. der Anfangsbedingung.
Zuverlassige Langfristprognosen sind dann nicht mehr sinnvoll. Dies ist insbesondere dann
der Fall, wenn die Folge vollig unregelmaéssig erscheint (Chaos). Schon relativ einfache
Systeme konnen in Abhdngigkeit von Parameterwerten sehr vielfdltige Verhaltensweisen
zeigen. Im Wesentlichen findet man eine der folgenden Langzeitentwicklungen:

o Gebremstes Wachstum mit Anndherung an den Sattigungswert.
o Gedampftes Einschwingen auf den Sattigungswert.
e Periodisches Verhalten, dabei sind zweier-, dreier, vierer-Zyklen etc. moglich

e Chaos

Unter Umstdnden kann eine
kleine Anderung eines Parame-
ters dazu fiihren, dass sich ein
System vollig anders verhilt. Ei-
ne moglichst exakte mathema-
tische Erfassung der uns um-
gebenden Systeme ist deshalb
wichtig, um zu wissen, wie sta-
bil sie sich gegeniiber Verdnde-
rungen verhalten.

Aufgabe 3.48
Setze im logistischen Wachstum G = 1 und untersuche die folgenden Parameterwerte:
k=0.8, 1.8, 2.18, 2.5, 2.74, 2.75, 2.84, 3.
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a) Setze den Startwert x; = 0.1 und untersuche jeweils das Langzeitverhalten. Stelle
dazu x101,...%200 graphisch dar.

b) Andere den Startwert x; um £1% und beobachte die Auswirkung. Fiir welche der
untersuchten Werte von k sind zuverladssige Prognosen moglich?

3.8. Vollstandige Induktion

Induktion

Seit dem Altertum wird in den Naturwissenschaften aus beobachteten Naturphdnomenen
auf eine allgemeine Theorie geschlossen. Dieses Vorgehen bezeichnet man seit Aristoteles
mit dem Begriff Induktion. So basiert z.B. die heute bei Astronomen akzeptierte Theorie,
dass sich das Weltall immer schneller ausdehnt, aus Beobachtungen von Sternen, dessen
Licht teilweise vor mehreren Milliarden Jahren auf die Reise zu uns geschickt wurde. Mit
neuen Beobachtungen und Erkenntnisse konnte eine solche Theorie sich als falsch heraus-
stellen.

Beispiel

Vermutung: T (n) = n? +n + 41 ist fiir alle n eine Primzahl.

Wir haben im Wesentlichen zwei Moglichkeiten:

Die Vermutung stimmt nicht, dann gentigt ein Gegenbeispiel zur Aussage.

Die Vermutung stimmt, dann muss man versuchen diese zu beweisen, was meist viel
schwieriger ist.

Es ist auf jeden Fall sinnvoll die Aussage fiir einige n zu tiberpriifen. Dies ist mit dem
Rechner sehr einfach (siehe Bildschirmausschnitt).

t[:n]:=n2+n+41 Fertig

seq ( isPrimeﬂﬂin) ) M, 1,22)

{ true,true,true,true,true,true, true, true, true, true, true, true, true, true, true, true, true, true, true, true, true, true }

Seq(iSPrin1e|:t|:n)),n,23,45]

{ true,true,true,true, true,true, true, true, true,true, true, true, true, true, true, true, true, false, false, true true, false, true }

Die Vermutung stimmt bis n = 39. Fiir n = 40 und n = 41 ergeben sich die ersten Gegen-
beispiele, wobei vor allem bei n = 41 nachtréglich leicht ersichtlich ist, dass jeder Summand
den Faktor 41 enthilt.

Aufgabe 3.49

Der russische Mathematiker Cebatorev stellte 1938 folgende Vermutung auf: Faktorisiert
man x™ — 1 vollstdndig, so enthalten alle Faktoren nur die Koeffizienten 1 oder -1.
Beispiel: x* —1= (x> —1)- (x* +1) =(x—1)- (x +1) - (x* + 1)
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Die Faktorisierung kann mit Hilfe von TI-N. spireTM mit dem Befehl , factor” leicht durch-
gefiihrt werden.

Faktorisiert in Gruppen den obigen Term bis n = 200.

Findet man ein Gegenbeispiel? Wenn nicht kann man davon ausgehen, dass die Vermutung
stimmt?

Falls die Vermutung nicht stimmt, dann stelle eine neue &hnliche Vermutung auf.

Vollstidndige Induktion

In der Mathematik wird eine Theorie hergeleitet aus ganz einfachen Sédtzen (sogenannten
Axiomen), die fiir alle einsichtig sind. Als Beispiel ein Axiom aus der Geometrie: Durch
zwei Punkte gibt es genau eine Gerade. Aus solchen Axiomen werden mit Hilfe von Be-
weismethoden neue Sitze hergeleitet, daraus mit Hilfe von Definitionen neue Sitze usw.
Dadurch entsteht eine Theorie, welche den Anspruch erhebt, fiir immer wahr zu sein.
Eine wichtige Beweismethode ist die vollstandige Induktion. Sie ist im Aufbau dhnlich wie
die Rekursion. Das folgende Beispiel zeigt das Vorgehen:

Beispiel

Behauptung: 8™ — 1 ist durch 7 teilbar. (dies ist eine Aussageform A, abhdngig von n)
Wir bestadtigen die Behauptung fiir einige n (Induktion):

8" —1 =7 (durch 7 teilbar, A; ist wahr)

82 — 1 =63 (durch 7 teilbar, A, ist wahr)

83 —1 =511 (durch 7 teilbar, A3 ist wahr)

Auch wenn wir die Behauptung fiir sehr viele n bestdtigen konnten, waire die Behauptung
zwar erhértet, aber nicht bewiesen.

Bei der vollstindigen Induktion nimmt man an, unsere Behauptung A, sei wahr fiir n und
zeigt, dass die Aussage dann auch fir n + 1 gilt:

Annahme: 8™ — 1 ist durch 7 teilbar (Aussage An).

Behauptung: 8™ ' — 1 ist durch 7 teilbar (Aussage A, 1).

Beweis: : "1 —1 =8.8"—1=7-8"+ (8™ — 1). Der erste Term ist durch 7 teilbar und
der zweite Term ist gemdss Annahme auch durch 7 teilbar, also ist auch die Summe durch
7 teilbar.

Da wir diesen Schritt von n auf n 4 1 allgemein bewiesen haben und oben gezeigt haben,
dass A; wahr ist, konnen wir schrittweise zeigen, dass auch A, Az, A4 . wahr sind.

Schematisch:

Ai —» A, —P»| Schlussvonnaufn+l —9 A, .1
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Beweis: (Indirekter Beweis)

Annahme: Die Aussage A, sei nicht fiir alle n wahr.

Dann gibt es eine kleinste natiirliche Zahl k, fiir welche die Aussage Ay falsch ist, aber fiir
alle n mit n < k die Aussage A,, wahr ist (k > 1, da A7 wahr ist). Insbesondere ist Aj_1
wahr.

Dann folgt aber, dass Ax wahr ist (Schluss von n auf n + 1). D.h. Ax wahr und Ay falsch,
also ein Widerspruch. Daraus folgt, dass die Annahme falsch war und damit das Gegenteil
wabhr ist.

Beim Beweis haben wir allerdings folgendes Axiom benutzt:

Axiom: In jeder nicht-leere Teilmenge von N gibt es immer ein kleinstes Element.

Dieses Axiom ist sogar mit dem Prinzip der vollstindigen Induktion dquivalent (ohne Be-
weis). D.h. man kénnte das Prinzip der vollstaindigen Induktion als Axiom nehmen und
das obige Axiom als Satz beweisen.

Beispiel
Vereinfache die Summe
1 1 1 1

S IO S T 2 R T § A g

Wir berechnen die Summe fiir einige n um eine Vermutung zu erhalten (Induktion):

$1 ]1—3 = % Induktionsverankerung
1 1 1 2
$2 = 73t3s $1+ 335 5
IR TS N a3
$3 = 73t357T57 S2t57 = 7
1 1 1 1 1 28 _ 4
$4 T3T3sts7T79 = S3+t75 = G739

Dies fiihrt auf die folgende Vermutung, die zugleich unsere Induktionsannahme ist:

s—]+]+1+---+ 1 _on
"1.3 3.5 5.7 2n—1)-2n+1) 2n+1

Schluss von n auf n + 1: Es ist mit Hilfe der Induktionsannahme zu zeigen, dass die Ver-

mutung auch fiir n + 1 gilt, also s, 1 = 2.(;‘:11) 7 = 271‘1113 .
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1 n 1
Sl = St S T 2nt3)  Intl  (nt1)-(2n+3)
n-2n+3)+1 2n% +3n+1 m+1)-2n+1) n+1

2n+1)-(2n+3) (2n+1)-(2n+3) (2n+1)-(2n+3) 2n+3’

(Induktionsannahme benutzt)

Gemaiss dem Prinzip der vollstindigen Induktion gilt demnach die Formel

1 1 1 1 n
S IO S T 2 SR G S = ) e
Bemerkung: Beachte, dass bei einem Induktionsbeweis die Behauptung immer so umgeformt wird,
dass die Induktionsannahme benutzt werden kann. Bei den weiteren Umformungen soll man das
gewiinschte Resultat stets im Auge behalten.

fir allen € N.

Aufgabe 3.50
Verallgemeinere das Einfithrungsbeispiel 8™ — 1 ist durch 7 teilbar:
Beweise: (t + 1)™ — 1 ist fiir alle n € N durch t teilbar.

Aufgabe 3.51
Beweise mit vollstandiger Induktion: Fiir alle n € N gilt

1 1 1 1 _ 1
A 1rtztzat  tamm =l am

1 1 1 1 _
b) ss+sstsmmt T EGine = 2682

Q) 12422432 4., +n2 = nintDiEnt])

d F+E5+3+...+p =212

Aufgabe 3.52
Eine Zahlenfolge ist rekursiv definiert durch: an41 = an +2n; a; =1

a) Berechne a,, a3 und a4
b) Die explizite Formel hat die Form a,, = a - n? +b-n+ c. Bestimme a, b und c.

c) Beweise die Giiltigkeit der expliziten Form mit vollstandiger Induktion.

Aufgabe 3.53

Nebenstehend ist die Skizze eines einstockigen,
eines zweistockigen und eines dreistockigen Kar-
tenhauses. Fiir ein n-stockiges Kartenhaus braucht
man k,, = an? + bn + ¢ Karten.

Berechne a, b und ¢ mit Hilfe von kq, k; und k3
und beweise die Formel mit vollstandiger Induk-
tion.
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4. Mathematische Modellbildung
dynamischer Systeme

,Alles, was wir tiber die Welt zu wissen glauben, ist ein Modell. Unsere Modelle haben
tatsdchlich mit der Welt vieles gemeinsam. Unsere Modelle konnen die Welt aber bei Wei-
tem nicht vollstandig widerspiegeln.” Dies schreibt Donella Meadows in , Die Grenzen des
Denkens, wie wir sie mit System erkennen und iiberwinden koénnen” [6]. Das Buch ist
ihr Verméchtnis und enthdlt die kondensierte Erfahrung aus dreissig Jahren Systemmo-
dellierung. Joachim Engel beschreibt die Mathematische Modellbildung in seinem Buch
,Anwendungsorientierte Mathematik” als , die Kunst, Mathematik auf Probleme anderer
Wissensbereiche anzuwenden und zu deren Losung bzw. Verstandnis beizutragen”[1].

Fiir Problemstellungen in den Natur-, Sozial-, Wirtschafts- und Ingenieurwissenschaften
werden mathematische Modelle fiir Naturphdnomene bzw. fiir 6konomische, soziale oder
fir technische Prozesse formuliert, um eine vorgegebene Fragestellung zu beantworten.
Reale Probleme sind allerdings meist zu komplex und von zu vielen Parametern abhéngig
und konnen deshalb nicht exakt mathematisch beschrieben werden. Man versucht deshalb
das Problem durch eine einfachere mathematische Beschreibung darzustellen, ein sog. Mo-
dell. Bei dieser Modellierung muss auch entschieden werden, welche Prozesse und Einfliis-
se im Modell berticksichtigt bzw. vernachlédssigt werden kénnen. Prinzipiell sollte ein Mo-
dell so einfach wie moglich und so detailliert wie notig sein. Dabei orientiert man sich am
Hauptziel der Problemstellung (Leitfrage). Es gibt niemals das richtige Modell - ein Modell
ist immer nur eine vereinfachende Beschreibung der Realitdt, und Beschreibungsmoglich-
keiten gibt es viele (siehe CAS-Projekt, Aufgabe 2.54)! Alle Probleme, deren Entwicklung
nur von der Zeit als der unabhéngigen Variable abhdngen, bezeichnen wir als dynamische
Systeme. Bei der funktionalen Modellbildung werden dynamische Systeme durch Funktio-
nen beschrieben, bei der dynamischen Modellbildung durch Anderungsraten.

4.1. Funktionale Modellbildung

Einfache Modelle lassen sich durch eine Funktion beschreiben. In der Praxis sind héufig
Daten vorhanden, mit deren Hilfe eine Funktion ermittelt werden kann.

Beispiel 1: Bateman-Funktion

Die Bateman-Funktion f (x) = ;X" -m. (e %€ — ¢~*7"X) ist ein vereinfachtes Modell, das
die Aufnahme eines Medikamentes in Abhédngigkeit der Zeit beschreibt. Sie ist nach dem
britischen Mathematiker Harry Bateman (1882 - 1946), Sohn eines Pharmavertreters, be-

nannt. Eine Tablette mit der Wirkstoffmenge m wird geschluckt und gelangt in den Darm,
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wo sie mit der Resorptionsrate kr ins Blut aufgenommen wird. Das Medikament wird mit
der Eliminationsrate ke aus dem Blut ausgeschieden.

Aufgabe 4.1

Lass dir die Bateman-Funktion f (x) = krkjk S-m- (e
kr und ke als Schieberegler darstellen. Wéahle fiir den Schieberegler m Werte von 0 bis 100,
fiir die beiden Schieberegler kr und ke jeweils Werte von 0 bis 1.

—ke-x

— e_kT'X) mit den Parametern m,

a) Wahle folgende Einstellungen: m = 50, kr = 0.5, ke = 0.1. Variiere die Werte und
untersuche die Effekte der drei Parameter auf den Graphen der Funktion.

b) Interpretiere den Spezialfall, wenn ke = 0 ist: f (x) = m - (1 — e ")

Die Wirkstoffmenge im Blut, nach Einnahme einer Schmerzmitteltablette mit 100 mg Wirk-
stoff, wird durch f1(x) = 116.7 - (e_o'1 x— 6_0'7'X) beschrieben. x in Stunden ergibt f1(x)
in mg.

Das Medikament wirkt nur, wenn mindestens 30 mg Wirkstoff im Blut vorhanden sind.
Sind mehr als 110 mg vorhanden, so wird dem Patienten tibel.

Fragestellungen: Nach welcher Zeit nach Einnahme der Tablette wirkt diese? Wie lange
wirkt eine Tablette? Wie gross ist die Maximalmenge im Korper? Wann muss, falls notig,
eine zweite Tablette eingenommen werden? Wie gross ist die Maximalmenge im Korper
nach Einnahme der zweiten Tablette? Ab wann darf eine zweite Tablette eingenommen
werden, so dass die Wirkstoffmenge 110 mg nicht tiberschritten wird?

Die Fragen konnen mit der Bateman-

Funktion graphisch beantwortet wer-

den. Nach 0.5 Stunden wird die Wirk-

stoffmenge von 30mg im Blut er-

reicht. Nach 3.2 Stunden wird mit

72.3mg die Maximalmenge erreicht.

Nach 13.6 Stunden sinkt die Wirk-

stoffmenge wieder unter 30mg. Es

muss eine zweite Tablette eingenom-

men werden. Die erste Tablette wirkt

also 13.1 Stunden. Nach Einnahme der

zweiten Tablette steigt das Maximum

auf 94.4mg.

Die Frage, ab wann eine zweite Tablette eingenommen werden darf, kann mit der Funktion
f4(x) = f1(x) +f1(x —a) und einem Schieberegler fiir den Parameter a beantwortet werden.
Fiir a = 8.4 Stunden wird die Maximalmenge von 110 mg erreicht.

Fiir einen Schmerzpatienten ist es wichtig, dass die Wirkstoffmenge innerhalb des therapeu-
tischen Bereichs (siehe Beispiel oben 30 -110 mg) liegt. Ideal wire, wenn die Wirkstoffmenge
im Blut konstant bliebe. Dies wiirde erreicht, wenn das Medikament nicht ausgeschieden
wird (siehe Aufgabe 4.1 b).
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Aufgabe 4.2

Exponentielles beschranktes Wachstum kann durch die Funktion f (x) = m- (1 — e_k"‘) be-
schrieben werden. Untersuche die Effekte der zwei Parameter auf den Graphen der Funk-
tion mit Hilfe von Schiebereglern. (Vergleiche Aufgaben 2.50, 2.51 und 2.52 im Kap. 2.)

Wenn das Medikament stattdessen
durch Infusion (z.B. 6 mg pro Minu-
te) direkt ins Blut zugefiihrt wird,
lasst sich die Wirkstoffmenge im Blut
durch folgende Funktion beschreiben:
fo(x) = 60 - (1—e°1%)  wobei x
in Minuten seit Infusionsbeginn f6(x)
in mg ergibt. Durch diese Applikati-
on ldsst sich eine konstante Wirkstoff-
menge von 60mg im Blut erreichen.
Nach 7 Minuten sind 30 mg, nach 50
Minuten ist die Sattigungsgrenze von
60 mg Wirkstoff im Blut erreicht.

Aufgabe 4.3

Ein Medikament kann wahlweise intravents durch Einspritzen in eine Vene oder in Tablet-
tenform verabreicht werden. In zwei Experimenten wurde die Konzentration c (in Nano-
gramm pro Milliliter) des Wirkstoffes im Blut wihrend 24 Stunden gemessen.

a) Im ersten Experiment wurde die intraventse Verabreichung untersucht. Bei dieser
Anwendung wird der Wirkstoff in ca. 6 Minuten gleichmaéssig im Blut verteilt.
t [Stunden] 1.5 2 3 4 9 12 24
¢ [ng/ml] 399 | 359 30.4 24.8 10 5.9 0.6

Stelle die Daten in einem Streudiagramm dar. Ermittle durch Regression eine Expo-
nentialfunktion, welche den Verlauf der Daten beschreibt. Wie gross ist die Konzen-
tration des Medikaments 6 Minuten nach der Verabreichung? Bestimme die Zeit, die
es dauert, bis nur noch die Hilfte des Medikaments im Blut ist.

b) Im zweiten Experiment wurde der Verlauf der Wirkkonzentration untersucht, nach-
dem das Medikament in Tablettenform verabreicht wurde. Die Konzentration in ng/ml
kann durch die Bateman-Funktion f2(x) = 92 (e=%18x — ¢=0-53%) mit x > 0 be-
schrieben werden. Dabei ist x die Zeit in Stunden nach Verabreichung. Bestimme die
maximale Konzentration sowie den Zeitpunkt, zu dem diese vorliegt.

¢) Das Medikament wirkt nur, wenn im Blut mindestens eine Wirkstoffkonzentration
von 10ng/ml vorhanden ist. Sind mehr als 65 ng/ml vorhanden, so wird dem Patien-
ten schlecht. Die Spritze wird alle 9 Stunden, die Tablette alle 12 Stunden verabreicht.
Untersuche die Entwicklung der Wirkstoffkonzentration im Blut in den ersten beiden
Tagen.

(© Texas Instruments 2014 83





KAPITEL 4. MATHEMATISCHE MODELLBILDUNG DYNAMISCHER SYSTEME

Beispiel 2: Funktion fiir logistisches Wachstum
Wachstumsprozesse konnen in den Natur- und Wirtschaftswissenschaften haufig durch die
logistische Funktion beschrieben werden.

Aufgabe 4.4
Fiir das Modell des logistischen Wachstums stellt TI-Nspire'™ zwei Regressionen zur Ver-
fugung:

,Logistic Regression (d = 0)” mit der allgemeinen Funktion f1 (x) £

T Ttae o=
c

,Logistic Regression (d # 0)” mit der allgemeinen Funktion f2 (x) = —S—+ +d

T 1+aePx
a) Zeichne die beiden Kurven fir a=3,b =1, c =6, d = 5. Was ist der Unterschied?
b) Welchem Wert ndhern sich die beiden Funktionen fiir grosse Werte von x?
c) Welchem Wert ndhern sich die beiden Funktionen fiir kleine (negative) Werte von x?

d) Erkunde die Effekte der vier Parameter a, b, c und d auf den Graphen der Funktion
f2(x). Definiere fiir jeden Parameter einen Schieberegler zwischen -1 und 10. Zeichne
zu f2(x) die beiden Funktionen f3(x) = ¢ - (1 —a- e_b"‘) +dund f4(x) = ¢ eP*d
und wihle fir a =8, b =1.5, ¢ = 9 und d = 0. Variiere die Werte und beobachte den
Effekt auf die Funktionsgraphen.

Bemerkung

In der logistischen Funktionsgleichung f (x) = mit d = 0 steht im Nenner ein

C
Term fiir beschrianktes Wachstum mit Grenze 1. Die Funktion f(x) ndhert sich also dem
Wert c fiir grosse x an, der sogenannten Sattigungsgrenze. D.h. das logistische Wachstum
verhilt sich fiir grosse Werte von x anndhernd wie das exponentiell beschrankte Wachstum.

Erweitert man die Funktionsgleichung von f mit e’ so erhélt man f(x) = eﬁ;iixa
kleine (negative) Werte von x ist e®* sehr klein gegeniiber a, deshalb verhilt sich die
c ,bx

Funktion fiir kleine Werte von x anndhernd wie ;e”, also exponentiell. Die logistische
Wachstumsfunktion besteht demnach im ersten Teil aus einer exponentiell ansteigenden
Funktion und im zweiten Teil aus einer beschrankten Wachstumsfunktion.

Da TI-Nspire™™ keine Regression fiir beschranktes Wachstum zur Verfiigung stellt, kann

. Fur

dieses oft sehr gut durch logistisches Wachstum beschrieben werden, wobei die Punkte auf
dem rechten Ast der Regressionskurve liegen miissen (siehe Aufgabe 4.5).

Aufgabe 4.5
Lass dir vom Rechner die Funktion fiir beschranktes Wachstum f1 (x) = 60 - (1 —e
(Beispiel Infusion) aufzeichnen und erstelle die folgende Tabelle mit dem Parameter t. De-
finiere einen Schieberegler fiir t € [0.1; 50].
Zeit 0 t/20 t/10 t/5 t/4 t/3 t/2 3t/5 4t/5 t
Daten | f1(0) | f1(t/20) | f1(t/10) | fi(t/5) | fi(t/4) | f1(t/3) | f1(t/2) | £1(3t/5) | f1(4t/5) | fi(b)

70.1-x)

Lass dir vom Rechner die Tabelle als Streudiagramm darstellen. Mit Hilfe des Schiebereg-
lers lassen sich die Datenpunkte auf dem Graph der Funktion f1 unterschiedlich verteilen.
Bestimme mit Hilfe der Regression aus den Daten der Tabelle eine logistische Funktion f2
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und lass sie dir vom Rechner aufzeichnen. Variiere die Verteilung der Daten auf f1 und be-
urteile wie gut sich das beschrankte Wachstum durch die logistische Funktion beschreiben
lasst. Wann eignet sich die logistische Funktion als Prognose fiir die Grenze des beschrank-
ten Wachstums?

Aufgabe 4.6

Bei der Autokatalyse einer chemischen Reaktion wirkt ein bereits gebildetes Reaktions-
produkt als Katalysator auf die Reaktion. Bei der Oxidation von Kaliumpermanganat als
Autokatalysator wird die Geschwindigkeit der Produktbildung gemessen, indem man die
violette Farbintensitdt misst.

Zeit [s] 0 40 80 120 160 200 240 280
Konz.[mmol/1] | 0 0.00125 0.00625 0.15 0.3375 | 0.6125 | 1.2125 | 3.7125
Zeit [s] 300 320 340 380 420 440 480
Konz.[mmol/1] | 7.1875 | 9.1125 | 9.5625 | 9.825 | 9.9 9.9125 | 9.925

(Quelle: Die Zeit im Griff, Systemdynamik in Chemie und Biochemie, Peter Biitzer [2])
Stelle die Daten in einem Streudiagramm dar und bestimme mit Hilfe der Regression eine
logistische Funktion, welche die Daten beschreibt. Interpretiere den Verlauf der Reaktion.

Aufgabe 4.7
In untenstehender Tabelle ist die Bierproduktion in Australien alle vier Jahre von 1956 bis
1992 erfasst. (Quelle: Statistik mit und ohne Zufall, Christoph Weigand)

Zeit [Jahre] 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36

Biermenge 1032.5 | 1084.4 | 1255.8 | 1481.2 | 1694.8 | 1943.7 | 1931.1 | 1851.1 | 1958 | 1805
[Megaliter]

Stelle die Daten in einem Streudiagramm dar und bestimme mit Hilfe der Regression eine
logistische Funktion, welche die Daten beschreibt. Prognostiziere einen Sattigungswert fiir
die jahrliche Bierproduktion in Australien.

Aufgabe 4.8

In der Biologie wird das Wachstum von Populationen unter definierten Bedingungen un-
tersucht. In untenstehender Tabelle sind die experimentell ermittelten Daten einer Kafer-
population aufgefiihrt, wobei Nahrung und Lebensraum fiir die Kéfer konstant gehalten
wurde. Interpretiere die Daten.

Zeit [Tage] 0 14 28 35 42 49 63 77 91 105 | 119
Anzahl Kifer | 2 2 2 3 17 65 119 | 130 | 175 | 205 | 261
Zeit [Tage] 133 | 147 | 161 | 175 | 189 | 203 | 231 | 245 | 259
Anzahl Kdafer | 302 | 330 |315 |333 |350 |332 |333 |335 | 330

(Quelle: Populationsokologie der Insekten, G. C. Varley)

Aufgabe 4.9
Anzahl der Facebook-Nutzer weltweit von 2004 bis 2012. (Quelle : de.statista.com)
Zeit [Jahre] 01,213 4 5 6 7 8

Facebook-Nutzer (in Mio) | 1 | 6 | 12 | 58 | 145 | 360 | 608 | 845 | 1000
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Stell dir vor, du wirst der Chef von Facebook und miisstest die Daten interpretieren. Kom-
mentiere den Verlauf der Daten. Wie entwickeln sich die Zahlen weiter? Gibt es eine Satti-

gung?

Aufgabe 4.10
Entwicklung der Weltbevolkerung von 1950 bis 2010 (in Milliarden)

t 0 5 10 15 | 20 | 25 30 35 40 45 50 55 | 60
n| 253|277 |304|333|37|408|445|486 531|573 ]| 612|651 |69

t : Zeit nach 1950 [Jahre], n : Bevolkerung. (Quelle : de.statista.com)

Vergleiche die exponentielle Regression mit der logistischen Regression.

Bevolkerungswachstum

Exponentielles Wachstum ist unbegrenzt und deshalb auf die Dauer unmdoglich, wie z.B.
die Aufgaben 4.7 bis 4.10 zeigen. Trotzdem wird von Borsen- und andern Wirtschaftsgurus
immer wieder ein dauerhaftes prozentual gleichbleibendes Wachstum propagiert (bis zum
ndchsten Crash).

Fiir kurze Zeitperioden konnen Wachtumsvorgéange aber oft gut durch exponentielles Wachs-
tum beschrieben werden. Beispiele sind Bevolkerungswachstum von aufstrebenden Staaten
wie z.B. Dubai (siehe Tabelle unten links). Die exponentielle Regressionskurve (Bild unten
rechts) beschreibt das Bevolkerungswachstum von 1975 bis 2005 sehr gut, wobei zu beden-
ken ist, dass zur Zeit 80% der Wohnbevolkerung Dubais ausldndische Arbeitskrafte sind,
die jederzeit nach Hause geschickt werden konnen.

In der Tabelle sind auch die jahrlichen Wachstumsfaktoren q berechnet, die sich auf 2 Stellen
nach dem Komma nur wenig unterscheiden (der Wert von 2005 ist wegen der Finanzkrise
etwas tief ausgefallen). Hingegen ist der jahrliche lineare Wachstumzuwachs (Kollonne d)
stark zunehmend.
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Der belgische Mathematiker Pierre-Francois Verhulst (1804-1849) be-
schrieb bei seinen Studien von Bevolkerungsstatistiken das logisti-
sche Wachstum, bei dem auch hemmende Faktoren fiir das Wachs-
tum berticksichtigt wurden.

Wir versuchen die obigen Daten mit der Logistischen Regression
(d # 0)” zu beschreiben. Das Bild unten links zeigt, dass diese Re-
gressionskurve die vier Punkte noch besser beschreibt.

Die allgemeine Funktion fiir die logistische Regression (mit d # 0) ist von der Form f (x) =
1+a~ce*"'X
Kurve exakt durch die obigen vier Punkte gelegt werden kann.

+ d. Die Funktion hat vier Parameter, es ist deshalb nicht verwunderlich, dass die

Welche der beiden Kurven ist nun geeigneter um das Bevolkerungswachstum von Dubai
zu beschreiben? Dazu wahlen wir einen grosseren Bildauschnitt mit den beiden Regressi-
onskurven. Eine Prognose fiir 2100 zeigt, dass die logistische Regression einen moglichen
Wert von etwa 5 Millionen Einwohnern anzeigt. Hingegen ist der Wert von 472.7 Millionen
Einwohnern bei der exponentiellen Regression nicht moglich. Letzteres ergédbe bei Dubai
mit einer Flache von 3885 km? etwa 8 m? Fliche pro Einwohner. Dies ist bei dem grossen
Wiistenanteil des Landes nicht moglich (vgl. Schweiz 5150 m? pro Einwohner).

Fiir das Jahr 1900 wird die Bevolkerung von Dubai auf 10°000 geschétzt. Hier schneidet die
exponentielle Regression mit 1774 ebenfalls nicht gut ab, aber die logistische Regression
mit einer negativen Anzahl noch schlechter.

Fazit: Die exponentielle Regression ist hochstens fiir kurzfristige Prognosen fiir ein Bevol-
kerungswachstum zuldssig, sonst aber unbrauchbar. Die logistische Regression ist meist die
beste Wahl fiir eine Prognose der Bevolkerungsentwicklung, obwohl kleine Auswirkungen
von Datendnderungen auch hier die langfristige Prognosen beeinflussen kénnen (z.B. Mi-
grationsperioden). Die Vergangenheit wird allerdings meistens schlecht dargestellt, da die
Bevolkerung dank industrieller Revolution und medizinischen Fortschritten jeweils enorm
stark ansteigt. Dies ist auch der Grund, warum die logistische Regression mit d = 0 oft
nicht moglich ist.

Aufgabe 4.11
In der Tabelle ist das Wachstum der Bevolkerung des Lateinamerikanischen Kontinents
aufgezeichnet. (Zahlen in Mio)
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a) Ergdnze die Tabelle mit den durchschnittlichen
jahrlichen Wachstumsfaktoren q fiir die einzelnen
Dekaden sowie die linearen Zuwichse d.

b) Beurteile, welches Wachstumsmodell das Bevolke-
rungswachstum am besten beschreibt, fithre diese
Regression durch und zeichne die Regressionskur-
ve und die Daten grafisch auf.

c) Welche maximale Bevolkerung kann auf Grund
von b) prognostiziert werden?

d) Wie gross ware gemaéss b) die Bevolkerung im Jah-
re 0? Erklare diesen Wert.

4.2. Dynamische Modellbildung (Systemdynamik)

Gerade heute in Zeiten des globalen Wandels, in der Modelle zu dynamischen Riickkopp-
lungen und Wechselwirkungen wesentlich zum Verstdndnis der Komplexitdt beitragen,
wird die dynamische Modellierung im Mathematik- und naturwissenschaftlichen Unter-
richt immer wichtiger. In der Mathematik werden dynamische Systeme durch Differen-
zialgleichungen beschrieben, wobei die Anderungsrate zum zentralen Begriff wird (siehe
Differenzial- und Integralrechnung von Robert Marki [2]). Am Massachusetts Institute of
Technology (MIT) entwickelten Elektroingenieure systemdynamische Konzepte, welche der
Computerpionier Jay W. Forrester in den 60-er Jahren auf sozio-dkonomische Systeme an-
wendete. Er entwickelte eine neuartige Methode der computergestiitzten Simulation, die
Systemdynamik. Sie geht davon aus, dass alle Prozesse in der beobachtbaren Welt die Folge
von Erzeugung, Speicherung und des Fliessens realer oder gedachter Grossen sind. Dabei
wird ein Modell graphisch durch ein sogenanntes Flussdiagramm représentiert.

Newton, der Erfinder der Differenzialrechnung, nannte diese Fluxionenrechnung (englisch
method of fluxions, fluxion = Differenzialquotient, eigentlich: das Fliessen, stindige Verdn-
derung).

Die Grundform eines Flussdiagramms be-
steht aus einigen wenigen Objekten. Zu-
standsgrossen (symbolisiert durch Rechtecke)
definieren Zustinde eines Systems, welche

Gundform eines Flussdiagramms

sich im Laufe der Zeit durch Zufliisse oder CTMESPUNE Fluss Zustandsgrosse
Abfliisse dndern. Anderungsraten werden é 34

durch Ventile (= Zufliisse und Abfliisse) dar-

gestellt. Sie geben an, um wie viel sich die "wirkt auf" Anderungsrate
Zustandsgrosse pro gewdhlte Zeiteinheit ver-

andert. Hilfsgrossen wie Parameter, exogene Hilfsgrasse

Grossen und Zwischengrossen werden durch
Kreise symbolisiert.
Parameter sind Grossen, die iiber die Beobachtungszeit konstant bleiben. Exogene Grossen

88 © Texas Instruments 2014





4.2. Dynamische Modellbildung (Systemdynamik)

sind Verdnderliche, die ein System beeinflussen, auf die das System aber selber keinen Ein-
fluss nehmen kann. Zwischengrossen sind Grossen, die sich zwar im Laufe der Zeit veradn-
dern, die sich aber stindig aus den Zustandsgrossen berechnen lassen. Fiir die Vernetzung
von Grossen steht das Werkzeug Wirkungspfeil zur Verfiigung. Dieser zeigt Wirkungen
von Objekten aufeinander an. Dabei bedeutet ein Pfeil von Objekt A auf B ,, A wirkt auf B”.
Mit Hilfe von graphikorientierten Modellbildungssystemen (Dynasim, Vensim, Berkeley
Madonna, Stella, InsightMaker) lassen sich Modelle als Flussdiagramme auf dem Bild-
schirm entwickeln. Der Computer erstellt im Hintergrund aus dem Flussdiagramm Dif-
ferenzengleichungen, der Form: Zustand.neu = Zustand.alt + Anderungsrate *dt, welche
durch ein numerisches Verfahren gelost werden. Die Modelle kénnen so virtuell simuliert
werden. Die Ausgabe der Ergebnisse erfolgt durch Wertetabellen oder Zeitdiagramme. Da-
bei lassen sich Parameter von Systemen einfach dndern und der Einfluss auf das Resultat
wird sichtbar. Auch ein Vergleich oder Abgleich mit empirischen Daten ist moglich. Sy-
stemdynamische Modelle erkunden mogliche Zukunftsoptionen und erlauben die Unter-
suchung von , Was-wire-wenn”-Fragen.

Grundschema der numerischen Simulation

1. Es ist eine Simulationsschrittweite dt sowie Anfangs- und Endzeitpunkt der Simula-
tion festzulegen. Bei zeitlich diskreten Systemen ist die Schrittweite dt bereits vom
Sachkontext her vorgegeben (Rechenverfahren: Euler- Cauchy). Bei kontinuierlichen
Systemen ist eine ausreichend kleine Schrittweite zu wéhlen oder ein feineres Rechen-
verfahren (Runge-Kutta).

2. Fiir den Anfangszeitpunkt to miissen die Zustandsgrossen bereits bestimmte Start-
werte (Anfangswerte) besitzen. Fiir jede Zustandsgrosse muss in einem Simulations-
modell ein numerischer Startwert festgelegt werden.

3. Aus diesen Anfangswerten werden die im Zeitintervall [to,t1] (mit t; = to + dt)
gliltigen Flussgrossen, sowie allfillige Hilfsgrossen errechnet.

4. Aus den fiir das Zeitintervall [to, t1] vorliegenden Fliissen, den Hilfsgrossen und den
Zustdanden zum Zeitpunkt to werden die neuen Zustdnde zum Zeitpunkt t; ermittelt.

5. Solange der Endzeitpunkt der Simulation noch nicht erreicht ist, wird der Zeitpunkt
t1 als neuer Anfangszeitpunkt fiir den nachsten Simulationsschritt festgelegt und die
Rechenschritte 3. und 4. wiederholt.

6. Die Simulationsgleichungen sind Berechnungsvorschriften, wie die neuen Zustands-
grossen, Flussgrossen und Hilfsgrossen aus den bereits gegebenen Grossen errechnet
werden.

Wir unterscheiden zeitpunktbezogene Grossen wie z.B. der Zustand(tp):= Zustand zum "al-
ten" Zeitpunkt tp oder Zustand(t;):= Zustand zum "neuen" Zeitpunkt t; und zeitraumbe-
zogene Grossen wie der Fluss[to, t1]:= Verdnderung pro Zeiteinheit im Zeitintervall [to, t1].
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Die Rechenvorschrift zur Berechnung neuer Zustandsgrossen nennen wir Zustandsgleichun-
gen. Zustandsgleichungen sind rekursiv aufgebaut:

Zustand (t7) = Zustand (to) + Anderungsrate [to, t7] - dt

Dabei ist mit Anderungsrate die jeweilige Flussgrosse, gemessen in der Einheit Zustandsiin-
derung pro Zeiteinheit, gemeint.

Im Gegensatz zu den Zustandsgrossen gibt es bei den Gleichungen fiir Flussgrossen und
Hilfsgrossen keinerlei standardisierte Struktur. Fluss- und Hilfsgrossen konnen irgendwie
rechnerisch definiert sein.

Anwendung der Systemdynamik

1972 beschrieb der Club of Rome in seinem Bericht , Die Grenzen des Wachstums” die Ge-
fahren eines ungebremsten Wirtschafts- und Bevolkerungswachstums. Die Studie warnte
vor sich erschopfenden Vorrdten und explodierenden Preisen fiir Rohstoffe und Energie.
Jay W. Forrester, der , Vater der Systemdynamik”, hatte den jungen Dennis Meadows als
Projektleiter fiir die Studie vorgeschlagen. Meadows und sein Team erstellten mit Hilfe
der Systemdynamik drei Szenarien: Zwei sagten ein Uberschreiten der Wachstumsgren-
zen und den darauf folgenden Zusammenbruch des globalen Wirtschaftssystems in der
zweiten Hailfte des 21. Jahrhunderts voraus. Das dritte Szenario ergab eine stabile Welt mit
nachhaltiger Wirtschaft. Den Voraussagen von , Die Grenzen des Wachstums” liegt ein ma-
thematisches Modell namens World3 zu Grunde, welches das Weltgeschehen mit Hilfe von
12 Zustdanden und 21 Ventilen in 150 Gleichungen abbildet. Es beriicksichtigte die Wech-
selwirkungen zwischen Bevolkerungsdichte, Nahrungsmittelressourcen, Energie, Material
und Kapital, Umweltzerstérung und Landnutzung. World3 ist ein sehr stark vereinfachtes
Modell und enthélt willkiirlich gewéhlte Zahlenwerte und ungerechtfertigte Annahmen, so
dass es als Prognoseinstrument unbrauchbar ist. Gleichwohl hat der Bericht wesentlich da-
zu beigetragen, dass die Begrenztheit der irdischen Ressourcen und das Konzept der Nach-
haltigkeit ins 6ffentliche Bewusstsein gedrungen sind. Meadows Metapher vom Lilienteich,
der noch am 29. Tag des Wachstums halbleer, am dreissigsten aber bereits vollstandig tiber-
wuchert ist, machte die Dynamik exponentiellen Wachstums allgemeinverstandlich: ,In
einem Gartenteich wéchst eine Lilie, die jeden Tag auf die doppelte Grosse wachst. Inner-
halb von dreissig Tagen kann die Lilie den ganzen Teich bedecken und alles andere Leben
in dem Wasser ersticken. Aber ehe sie nicht mindestens die Halfte der Wasseroberflache
einnimmt, erscheint ihr Wachstum nicht bedngstigend; es gibt ja noch geniigend Platz, und
niemand denkt daran, sie zuriickzuschneiden, auch nicht am 29. Tag; noch ist ja die Halfte
des Teiches frei. Aber schon am néchsten Tag ist kein Wasser mehr zu sehen.”

Die Aufgestellten Thesen wurden in Folgestudien 1992 ,Die neuen Grenzen des Wachs-
tums” und 2004 ,,30 Jahre-Update” {iberpriift, verfeinert und weiterentwickelt. 2012 verof-
fentlichte der Club of Rome den Report ,2052“, die Welt in 40 Jahren. So weiter machen wie
bisher geht nicht, unbegrenztes Wachstum zerstort begrenzte Systeme, dies die Kernaus-
sage des Berichts von Jorgen Randers, einem norwegischen Zukunftsforscher. Der Bericht
prognostiziert, dass das weltweite Bruttoinlandsprodukt (BIP) langsamer steigt als erwar-
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tet. Um das Jahr 2050 wird es nur 2.2 mal grosser sein als heute. Die Weltbevolkerung wird
kurz nach 2040 bei 8.1 Milliarden ihren Hochststand erreicht haben und dann zuriickgehen.

Flussdiagramme als Darstellungsform Systemischen Denkens

Flussdiagramme sind Strukturbilder, mit denen dynamische Systeme anschaulich erfasst
und analysiert werden konnen. Die Struktur erlernen heisst, zu lernen, wie die Dinge zu-
einander in Beziehung stehen. Die Systemdynamik will Erkenntnisse aus untersuchten Sy-
stemen auf andere, formal dhnliche Systeme tibertragen. Sobald wir den Zusammenhang
zwischen Struktur und Verhalten erkennen, fangen wir an zu verstehen, wie Systeme funk-
tionieren. Der Systemdynamiker nennt charakteristische Systemstrukturen, die ein pro-
blematisches Verhaltensmuster ergeben, System-Archetypen. Donella Meadows bezeichnet
diese in ihrem Buch [6] als Systemfallen und schreibt dazu: ,Aber Systemfallen kann man
entkommen - indem man sie im Voraus erkennt und sich nicht in ihnen verfangt oder in-
dem man die Struktur verdndert - dadurch, dass man Ziele umformuliert, Riickkopplungs-
schleifen abschwacht, verstarkt, abdndert oder indem man neue Riickkopplungen einfiihrt.
Darum sind fiir mich diese Archetypen nicht nur Fallen, sondern auch Chancen.”

Mit Hilfe eines graphischen Modellbildungsprogramms konnen Flussdiagramme am Bild-
schirm erstellt werden. Einerseits brauchen wir diese fiir die Simulation eines Modells,
andererseits erfahren wir beim Erstellen eines Flussdiagramms viel tiber die Struktur des
Systems. Strukturelles Denken ist in der Lage die Kluft zwischen fortgeschrittenen und ele-
mentaren Kenntnissen zu verringern. So gesehen sind graphische Modellbildungsprogram-
me , Denkoberflichen”, mit deren Hilfe sich vernetzte Systeme darstellen und simulieren
lassen.

In der systemischen Betrachtungsweise lassen sich Ursache und Wirkung oft nicht mehr
klar voneinander trennen. Einzelne Systemteile wirken direkt oder indirekt auch wieder
auf sich selbst zuriick. Im Folgenden betrachten wir eine selbstverstiarkende (positive) und
eine stabilisierende (negative) Riickkopplung.

Selbstverstirkende Riickkopplung

Selbstverstarkende Riickkopplungen treten tiberall dort auf, wo ein Systemelement die Fa-
higkeit besitzt, sich selbst zu reproduzieren oder entsprechend dem vorhandenen Bestand
weiter zu wachsen. Populationen von Lebewesen und Volkswirtschaften sind von diesem
Typ.

Grenzen-des-Wachstums-Archetyp Selbstverstidrkende Riickkopplung
Selbstverstirkende Riickkopplungsschleifen Verzinsung eines Kapitals

fithren zu beschleunigtem Anwachsen eines

Bestandes mit der Zeit (exponentielles Wachs- G > Kapital
tum) und schliesslich zum Zusammenbruch,

wenn physische Grenzen erreicht werden. @ +

Wachstum ist immer begrenzt. Die Grenzen '

konnen selbst auferlegt sein. Sind sie es nicht, positive Riickkopplung
werden sie vom System aufgezwungen. . Zinssatz
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Beispiel: Verzinsung eines Kapitals

Im Jahr 1991 betrug der Zinssatz auf einer Schweizer Bank 5%. Wir erdffnen anfangs Jahr
ein Sparkonto mit 100 Franken und wollen wissen, wie sich unser Kapital vermehrt. In
der Finanzmathematik gibt es die sogenannte 72er Regel: Die Regel, tatsachlich nur eine
Abschitzung, gibt an, nach wie vielen Jahren sich eine Kapitalanlage verdoppelt. Dazu teilt
man 72 durch die Prozentzahl p des jahrlichen Zinssatzes des angelegten Betrages, daher
auch der Name dieser Regel. Die Formel fiir die Abschdtzung der Verdopplungszeit T (in

Jahren) lautet dann: T = %.

Danach miisste sich unser Kapital nach %2 = 14.4, also nach ca. 15 Jahren auf 200 Franken
verdoppelt haben.

Die Simulation der Kapitalentwicklung in einem Modellbildungsprogramm liefert die un-
tenstehenden Gleichungen. Da es sich hier um diskretes Wachstum handelt beniitzt man
das Euler- Cauchy -Rechenverfahren mit dem Zeitschritt 1 (Jahr). Die Berechnungen von
einfachen Simulationen lassen sich auch mit Hilfe einer Tabellenkalkulation durchfiihren.
Das Bild unten zeigt den Vergleich der rekursiven Berechnung der Kapitalentwicklung mit
dem Modellbildungsprogramm und mit Hilfe der Tabellenkalkulation (siehe auch Aufgabe
4.12).
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Die Datenpunkte in nebenstehender Figur
sind mit Hilfe der Tabellenkalkulation be-
rechnet worden. Die Funktion f1 wurde
durch die logistische Regression ermittelt.
Wiirde das Kapital exponentiell mit dem kon-
stanten Zinssatz von 5% wachsen (f2), miis-
sten wir nach 15 Jahren 208 Franken auf dem
Sparkonto haben. Tatsdchlich haben wir aber
nach 15 Jahren nur 139 Franken. Da der Zins-
satz (siehe Tabelle Aufgabe 4.12) nicht kon-
stant bleibt, wichst das Kapital nicht expo-
nentiell.

Die Grenze von {2 betrdgt 143.2 Franken. Jedoch hingt das Wachstum unseres Kapitals von
der Entwicklung des Zinssatzes ab.

Aufgabe 4.12
Es werden 100 Franken zu Beginn des Jahres 1991 auf einem Sparkonto angelegt.

a) Berechne mit Hilfe der Tabellenkalkulation und der untenstehenden Tabelle das Wachs-
tum des Kapitals.

b) Bestimme eine Funktion fiir das Kapitalwachstum mittels Regression und zeichne die
Regressionskurve und die Daten grafisch auf.

Tabelle: Entwicklung des Zinssatzes auf einem Sparkonto einer Schweizer Bank (Quelle:
Schweizer Nationalbank)
Jahr 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001
Zinssatz| 5.0 |51 |44 |34 |31 [(24 |18 |14 |12 |14 |15
Jahr 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012
Zinssatz| 1.2 |06 |05 (05 |05 |06 |05 |04 |03 |02 |02

Stabilisierende Riickkopplung

Wir betrachten ein System mit einem kon-
stanten Zufluss und einem riickgekoppelten
Abfluss, einer sogenannten negativen Riick-
kopplung. Als Beispiel konnen wir das Bei-
spiel der Infusion aus dem Kapitel 4.1 ver-
wenden. Dem Blut werden konstant 6 mg ei-
nes Medikamentes pro Minute zugefiihrt.

Uber die Niere werden 10% des im Blut vorhandenen Medikaments ausgeschieden. Das Er-
gebnis kennen wir schon: Nach einiger Zeit haben wir eine konstante Medikamentenmenge
(60mg) im Blut.

Eine negative Riickkopplung fiihrt zu einem dynamischen Gleichgewicht. Dies wird er-
reicht, wenn der Abfluss gleich dem Zufluss ist. Eine negative Riickkopplung stabilisiert
das System. Das Wachstum ist beschrankt.
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Fiir solche einfache Systeme mit Zu- und Abfliissen gelten einfache Regeln:

Wenn die Summe der Zufliisse die der Abfliisse tibersteigt, vergrossert sich der Bestand.
Wenn die Summe der Abfliisse die der Zulfliisse tibersteigt, verkleinert sich der Bestand.
Wenn die Summe der Abfliisse gleich der der Zufliisse ist, verdndert sich der Bestand nicht.
Er bleibt in einem dynamischen Gleichgewicht.

Ein Bestand kann sowohl durch Erh6hung der Zuflussrate wie auch durch Verringerung
der Abflussrate vermehrt werden.

Systeme mit gleicher Riickkopplungsstruktur erzeugen gleiches dynamisches Verhalten.

Beispiel: Die Schuldenfalle

Albert Einstein antwortete auf die Frage, was die grosste Erfindung des menschlichen Gei-
stes sei: Die Zinseszinsen!

Ein Land nimmt am Kapitalmarkt einen Kredit von einer Milliarde Euro zu 5% auf. Es hat
nun Schulden, die exponentiell anwachsen und falls keine Riickzahlung erfolgt sich in ca.
15 Jahren verdoppeln.

Anhand des Flussdiagrams lassen sich die

moglichen Szenarios auch ohne Simulation

diskutieren.

Die Schulden haben eine positive Riickkopp-

lung. Wenn der Schuldenabbau nicht min-

destens 50 Millionen betrdgt, wachsen die

Schulden exponentiell. Die positive Riick-

kopplung auf den Ertrag wirkt dimpfend auf

den Schuldenanstieg.

Das Land braucht Wirtschaftswachstum, da-

mit die Schulden nicht anwachsen.

Ein realistischeres Modell der Schuldenkrise findet man im Buch Systemzoo 3 - Wirtschaft,
Gesellschaft und Entwicklung von Hartmut Bossel [9]. Dort wird auch das Weltmodell
world3 von Meadows diskutiert.

Analogieprinzip:

Viele Erscheinungen in der Wissenschaft konnen durch in der Struktur identische Glei-
chungen beschrieben werden, die gleichartige Losungen haben. Diese sich mathematisch
zeigende Strukturgleichheit konnen wir ausniitzen, um Erscheinungen anhand von Ana-
logien schneller zu verstehen. In der Systemdynamik zeigt sich die Strukturgleichheit von
Modellen anschaulich in der graphischen Représentation. Strukturgleiche Flussdiagramme
liefern gleiches dynamisches Verhalten.

Bei den folgenden drei Systemen zeigt das Flussdiagramm die gleiche Struktur. Somit ist
auch das dynamische Verhalten der jeweiligen Bestdnde bei den drei Beispielen gleich.
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Aufnahme eines Medikaments (siehe Beispiel 1 Kap. 4.1)

Es wird eine Schmerzmitteltablette mit 100 mg Wirkstoff eingenommen. Der Wirkstoff ge-
langt in den Darm, wo er mit der Resorptionsrate 0.7 ins Blut aufgenommen wird. Die
Ausscheidung erfolgt tiber die Nieren mit einer Eliminationsrate 0.1. Der zeitliche Verlauf
der Wirkstoffmenge im Darm, Blut und Urin ist im Simulationsbeispiel (siehe Aufgabe 4.15)
dargestellt.

Ausbreitung eines Infektes

In einer Firma arbeiten 1000 Personen. Durch die herrschende Grippewelle erkranken je-
den Tag 8% der noch gesunden Personen und 5% der kranken Personen werden pro Tag
wieder gesund und sind dann immun gegen die Grippe. Ermittle den zeitlichen Verlauf
der verschiedenen Personengruppen (Gesunde, Kranke, Immune).

Radioaktive Zerfallskette

Uran-234 zerfillt mit der Halbwertszeit 24.4 - 10% Jahre in das Element Thorium-230. Dieses
Element zerfillt seinerseits mit der Halbwertszeit 7.7-10* Jahre in das Element Radium-226.
Der Anfangsbestand von Uran-234 betragt m, = 100 g, von den Elementen Thorium-230
und Radium-226 ist am Anfang noch nichts vorhanden. Ermittle den zeitlichen Verlauf der
Massen in der radioaktiven Zerfallskette der drei Elemente. Die Zerfallskonstante lédsst sich

aus der Halbwertszeit bestimmen: Zerfallskonstante = %

Aufgabe 4.13
Lose das Beispiel ,, Ausbreitung eines Infektes” mit Hilfe der Tabellenkalkulation. Wihle als
Zeitschritt 1 Tag und fiihre die Simulation fiir 60 Tage durch. Stelle das Ergebnis graphisch
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dar und vergleiche die Kurven mit dem Simulationsbeispiel in Aufgabe 4.15 , Aufnahme
eines Medikaments”.

Aufgabe 4.14

Ermittle fiir das Beispiel ,Radioaktive Zerfallskette” eine Funktion fiir den zeitlichen Ver-
lauf der Massen von Uran (exponentieller Zerfall) und von Thorium (Bateman — Funktion,
siehe Kap. 4.1)

Aufgabe 4.15

Studiere das Beispiel ,,Aufnahme eines Medikaments” am folgenden Simulationsbeispiel.
Interpretiere die Gleichungen, die das Modellbildungsprogramm DYNASIM anhand des
Flussdiagramms erstellt hat. Kommentiere das Simulationsergebnis. Die beiden Parameter
Resorptionsrate und Eliminationsrate lassen sich durch Schieberegler variieren. Bei nieren-
kranken Patienten ist z. B. die Eliminationsrate verkleinert. Welchen Einfluss hat dies auf
die Wirkstoffkonzentration im Blut?

Simulationsbeispiel mit dem graphische Modellbildungsprogram DYNASIM: Aufnahme
und Ausscheidung einer Schmerzmitteltablette mit 100 mg Wirkstoff (Runge-Kutta mit
Zeitschritt 0.1).

Startwerte und die verwendeten Parameter sind unten in den Berechnungsgleichungen, die
von DYNASIM anhand des Flussdiagramms erstellt wurden, ersichtlich.
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4.2. Dynamische Modellbildung (Systemdynamik)

Zustandsgleichungen

Darm.neu <— Darm.alt + dt*( - Resorption )
Startwert = 100.0

Blut.neu <- Blut.alt + dt*( Resorption - Elimination )
Startwert = 0.0

Urin.neu <- Urin.alt + dt*( Elimination )

Startwert = 0.0

Zustandsinderungen
Resorption = Darm*Resorptionsrate
Elimination = Blut *Eliminationsrate

Konstanten
Resorptionsrate = 0.7
Eliminationsrate = 0.1

Die Wirkstoffmenge im Darm zerféllt exponentiell, der zeitliche Verlauf im Blut hat die
Form einer Bateman-Funktion und der Verlauf im Urin zeigt ein logistisches Wachstum.
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4.3. Wachstumsmodelle systemdynamisch

Da das Phinomen des Wachstums in Natur, Gesellschaft und Wirtschaft von entscheiden-
der Bedeutung und Tragweite ist, wollen wir die Aspekte von Wachstumserscheinungen
so klar wie moglich der Erfahrung und dem Verstdndnis zugénglich machen. Das von Jay
W. Forrester 1971 erschienene Buch ,,World Dynamics” erschien in der deutschen Uberset-
zung unter dem Titel ,Der teuflische Regelkreis, das Globalmodell der Menschheitskrise”
[3]. Dieser Titel soll auf die Problematik des exponentiellen Wachstums hinweisen. Schauen
wir auf die Natur, so wird auf unserer Erde jedes natiirliche Wachstum durch dussere Ein-
fliissse begrenzt. Die Systemdynamik kennt den Grenzen-des-Wachstums-Archetyp, der vor
unbegrenztem Wachstum warnt. Wachstum ist immer begrenzt, jedoch lassen sich Gren-
zen hdufig verschieben. High-Tech-Unternehmen weisen zweistelliges Wachstum aus, bis
dieses stagniert oder sogar einbricht und das Unternehmen insolvent wird.

Wie wir schon in Kap. 4.2 gesehen haben fiihren selbstverstarkende Riickkopplungsschlei-
fen zu einem exponentiellen Wachstum. Diese Riickkopplungsschleifen kénnen durch eine
dem System auferlegte Grenze gedampft werden.

Vergleich: Beschranktes und logistisches Wachstum

Bei beiden Wachstumsformen wird das freie Wachstum (lineares und exponentielles Wachs-
tum) durch eine Sittigungsgrenze beschrankt. Dadurch wird die positive Riickkopplung
des freien Wachstums negativ, denn das Sittigungsmanko vermindert die Anderungsra-
te. Erreicht der Bestand die Sattigungsgrenze, so wird die Anderungsrate Null und der
Bestand kann nicht mehr wachsen.

Beim logistischen Wachstum bleibt die positive Riickkopplung bestehen. Diese wird je-
doch durch die negative Riickkopplung gedampft. Ist der Bestand, verglichen mit der Satti-
gungsgrenze klein, dominiert die positive Riickkopplung und es ergibt sich exponentielles
Wachstum. Nahert sich der Bestand jedoch der Sittigungsgrenze, dominiert die negative
Riickkopplung und das Wachstum wird beschrankt. Beachte: Da die Anderungsrate beim
logistischen Wachstum auch proportional zum Bestand ist, kann der Anfangswert des Be-
stands nicht Null sein.
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Fiir die Simulation (Runge-Kutta mit
Zeitschritt 0.1) werden die gleichen
Parameter verwendet (Anfangswert 1,
Wachstumsfaktor 0.1, Sattigungsgrenze
10). Zum Vergleich ist auch noch das
exponentielle Wachstum simuliert wor-
den.

Anfangsphase: Das beschrankte Wachs-
tum wachst am schnellsten. Das logi-
stische Wachstum verhilt sich zunédchst
wie das exponentielle, bis es durch das
Sattigungsmanko beschrankt wird.
Endphase: Beide Modelle ndhern sich
der Séttigungsgrenze an.

Beschrinktes Wachstum: Die Anderungsrate % = k-(G —y) ist proportional zur Differenz
Sattigungsgrenze (G) — Bestand(y). Der Bestand y (t) = G — (G —yo) - e~ ! ist beschrankt.
Die Differenz G —y wird als Sattigungsmanko bezeichnet. Wenn y = G ist, so wird die
Anderungsrate 0, die Sittigungsgrenze G ist fiir das System eine obere Grenze. Ist der An-
fangswert yo = 0, so ergibt sich y(t) = G - (1 — e_k‘t). T= % wird charakteristische Zeit
genannt und T = 57 ist die Zeit bis Ymax = G anndhernd erreicht wird.

(G—y)
G

Logistisches Wachstum: Die Anderungsrate %ti =k-y- ist sowohl proportional zum

Bestand y als auch zum Sattigungsmanko G — y. Den Term % = 1 — & nennt man
relatives Sattigungsmanko. Diese Darstellung hat den Vorteil, dass der Zuwachsfaktor k
dem des exponentiellen Wachstums entspricht, das in der Anfangsphase als Naherung
angesehen werden kann. Die Anderungsrate dieses exponentiellen Wachstums wird durch
den Faktor 1 — ¥ in Abhidngigkeit vom Bestand linear korrigiert. Wachst der Bestand y
von 0 bis zur Sittigungsgrenze G, so fillt dieser Faktor von 1 bis 0. Fiir kleine y-Werte
dominiert das nattirliche Wachstum, néahert sich der Bestand y der Grenze G an, dominiert

das beschrankte Wachstum.

Der Bestand y (t) = 5o +(Gy_°£). = ist eine S-Kurve, wobei yo =y (0)ist.

Wann verwenden wir in unseren Modellen das beschrankte, bzw. das logistische Wachs-
tum? Beispiele fiir das logistische Wachstum haben wir schon im Kap. 4.1 kennengelernt.
Populationen von Lebewesen und Volkswirtschaften besitzen die Fahigkeit, sich selbst zu
reproduzieren oder entsprechend dem vorhandenen Bestand weiter zu wachsen. Anwen-
dungen fiir das beschrankte Wachstum, mit dem anfdnglich steilen Anstieg, finden wir in
der Technik. Im Folgenden simulieren wir einen mechanischen und einen elektrischen Pro-
zess. Obwohl es sich um zwei unterschiedliche Prozesse handelt werden wir sehen, dass
sie strukturgleiche Flussdiagramme besitzen, es handelt sich also um analoge Prozesse.
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Beispiel 1: Anfahrendes Boot
Der Motor eines Bootes der Masse m liefert eine konstante Antriebskraft Fpq. Der Fahrt-
widerstand Fr = — (3 - v ist proportional zur Geschwindigkeit. Gesucht ist der zeitliche
Verlauf der Geschwindigkeit wahrend dem Anfahren. Die Bewegung wird durch das 2.
Newtonsche Axiom beschrieben.

Av Av Fm B B <FM )

m-a=F - m-—-—=Fm—F - o= —— V=
res At MR At m m m

p

Daraus folgt Vimax = FTM und T=5- %
Fir die Simulation (Runge-Kutta, Zeitschritt 0.1) wurden die Werte m = 1000kg, 3 =
100 kgs*1, Fm = 1.2kN verwendet.

Fiir die Geschwindigkeit ergibt sich ein beschranktes Wachstum mit v, = 12 ms—'. Die
Zeit, die das Boot bendtigt, um vmax zu erreichen, betragt T = 50 s.

Beispiel 2: Einschaltstrom

Ein Stromkreis mit dem Schalter S besteht aus einer Spannungsquelle mit der Spannung
Up, einem Widerstand R und einer Spule mit der Induktivitdt L. Zum Zeitpunkt t = 0
wird der Schalter S geschlossen. Gesucht ist der zeitliche Verlauf des Stromes wéahrend dem
Einschaltvorgang. Dieser Vorgang wird durch das Kirchoffsche Maschengesetz beschrieben.

Al Al Up R R <Uo >
Daraus folgt Imax = % und T=5- %
Fiir die Simulation (Runge-Kutta, Zeitschritt 0.1) wurden die Werte L = 50H, R = 100 Q,
U, = 75V verwendet.
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4.3. Wachstumsmodelle systemdynamisch

Fiir die Stromstérke ergibt sich ein beschranktes Wachstum mit Inax = 0.75 A. Die Zeit, die
benoétigt wird um Imax zu erreichen, betrdagt T = 2.5s.

Weitere Beispiele sind das Aufladen eines Kondensators, das Erwdarmen eines Korpers, der
elementare Elektromotor und die Blutsenkung (viskose Reibung).

Aufgabe 4.16

Ein Kondensator der Kapazitit C = 0.1 F wird tiber einen Widerstand R = 100 Q) mit einer
Spannungsquelle U, = 200 V aufgeladen. Der Aufladevorgang wird durch das Kirchoffsche
Maschengesetz beschrieben.

_ _ AQ Q AQ_U.() 1 _1
UO_UR+UC — UO—R At+C — At = R RC Q_RC (UO C Q)

Entwickle das Flussdiagramm analog zum Einschaltstrom.

Beispiel 3: Luftqualitdt im Schulzimmer

Wenn wir atmen produzieren wir Kohlendioxid (CO;). In einem Schulzimmer sind die
Schiiler Quellen fiir CO; (ca. 20 bis 25 Liter pro Stunde). Die CO,-Konzentration wird in
ppm gemessen (parts per million). Frischluft hat ca. 350 — 500 ppm CO;. Fiir die Kohlen-
dioxidkonzentration existieren Grenzwerte. In einem Schulzimmer diirfen 1500 ppm nicht
iiberschritten werden. Fiir die Suva ! gilt der MAK-Wert (Maximale Arbeitsplatz Konzen-
tration) von 5000 ppm. Bei 20’000 ppm (2 Volumenprozent oder 36 g pro m3) spiiren wir
Beschwerden wie Kopfweh, Ubelkeit, Konzentrationsmangel und Miidigkeit. 100°000 ppm
sind lebensgefahrlich!

Mit Hilfe der CO5,-Sonde kann die CO5-Konzentration ¢ im Schulzimmer mit dem
TI-Nspire gemessen werden. Wir bilanzieren die CO,-Konzentration in ppm pro Stunde.

ﬁ—i:n-co—i-Q—n'c:n-(co—l—%—c) mit dem Zufluss n - ¢, + Q und dem Abfluss

n-c. Der Parameter n heisst Luftwechselzahl, (n = 0.5 h~! heisst, dass pro Stunde die Halfte
des Luftvolumens im Raum ausgetauscht wird), ¢, die CO;-Konzentration der Frischluft in

1Suva= Schweizerische Unfallversicherungsanstalt
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ppm, ¢ die CO,-Konzentration im Schulzimmer in ppm und Q = 52-1000 der Quellzufluss
in ppm pro Stunde. Der Quellzufluss wird durch die Anzahl Schiiler a, die CO,-Produktion
q eines Schiilers in Liter pro Stunde und dem Luftvolumen V im Raum bestimmt. Ein
Vergleich mit dem beschriankten Wachstum 2y — k. (G —y) ergibt fiir k = n und fiir

Q At
CmaX:G:CO—i_H

Luftvolumen im Zimmer:

V =210m?

Anzahl Schiiler: a =18

Die CO;-Sonde wird auf Kopf-
hohe der sitzenden Schiiler mon-
tiert. Zu Beginn betrug die CO;-
Konzentration 531 ppm. Nach 90
Minuten 2637 ppm.

Die Messdaten werden mit Hilfe von
zwei Schieberegler G und k ange-
passt.

y(t)=G—(G—yo) e "

Luftwechselzahl: k = n = 0.0054 min~' = 0.32 h~'. Nach ca. 15 Stunden wiirde die
maximale CO,-Konzentration von G = 5800 ppm erreicht. CO;-Produktion eines Schiilers:
G=co+ Q=531+ g5k - 1000 =5800 — q=19.7 Liter/h

Die Anpassung der Messdaten mit Hilfe von zwei Parametern ist nicht optimal. Die Luft-
wechselzahl kann aus dem CO;-Abfall tiber Nacht, d.h. aus einer Messung ohne Quellen,
ermittelt werden. Die Messwerte konnen ins Modellbildungsprogramm DYNASIM tiber-
nommen werden. Durch den Angleich an die Messdaten, ldsst sich ein Parameter bei der
Simulation bestimmen. Dies wurde unten am Beispiel eines anderen Schulzimmers durch-
gefiihrt.
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Flussdiagramm und Simulationsergebnisse (Runge- Kutta mit 0.1 als Zeitschritt)

Beispiel 4: Logistisches Wachstum mit unterschiedlichen Fangquoten

Eine Population von 500 Fischen wichst im ersten Jahr um 10%. Der
Lebensraum lédsst einen Bestand von 1000 Fischen zu. Die Sterberate
der Fischpopulation betrage 3%.

Die Fischpopulation soll nun als Nahrung genutzt werden. Es stellt
sich nun die Frage, wie sich die Population beziiglich verschiedener
Fangquoten verhilt.

Dazu konnen wir ein Modell erstellen, wobei der Parameter Fang-

quote mit Hilfe eines Schiebereglers variiert werden kann. Schild , Angeln ver-

boten” (Spanien)
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Simulationsergebnisse: Das System zeigt eine unerwartete Eigenschaft. Wenn wir das An-
geln verbieten, wichst die Population auf 700 Fische an. Angeln wir 10 Fische bleibt die
Population auf dem Anfangswert von 500 Fischen. Betrdgt die Fangquote 12 Fische, sinkt
der Bestand, stabilisiert sich aber bei 400 Fischen. Wenn wir nun noch einen Fisch mehr
angeln, kippt das System und die Population stirbt aus. Bei einer Fangquote von 30 Fischen
stirbt die Fischpopulation nach 24 Jahren aus.

Beispiel 5: Logistisches Wachstum mit Zeitverzégerung

Auf einer Insel leben 100 Kaninchen. Anfanglich kommen pro Monat 10% der zu Monatsan-
fang vorhandenen Kaninchen hinzu. Auf der Insel finden jedoch maximal 1000 Kaninchen
Lebensraum und Nahrung. Wir untersuchen das logistische Wachstum der Kaninchen mit
Zeitverzogerung, d.h. wenn das jeweilige Sattigungsmanko erst nach einer gewissen Verzo-
gerungszeit beriicksichtigt wird.

Zeitverzogerungen konnen in DYNASIM mit der Funktion AlterWert(X;Y;Z) gemacht wer-
den. Diese liefert den Wert des Elementes X, welchen X vor der Zeit Y hatte. Der Wert Z
wird zurtickgegeben, falls seit Beginn der Simulation die Zeitspanne Y noch nicht verstri-
chen ist.

Aufgabe 4.17
Erstelle das Flussdiagramm fiir das logistische Wachstum der Kaninchen mit Verzégerung.
Die untenstehenden Gleichungen konnen dir dabei helfen.
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4.3. Wachstumsmodelle systemdynamisch

Simulationsergebnisse fiir die ersten 200 Monate (Runge-Kutta mit Zeitschritt 0.1)

Zeitverzogerung von 10 Monaten: Das relative Sattigungsmanko betrdgt im ersten Monat
0.9 und wird in den ersten 10 Monaten nicht verdndert. Die dimpfende Wirkung der Satti-
gungsgrenze beginnt erst ab dem 11 Monat zu wirken. Der Kaninchenbestand wachst expo-
nentiell und iiberschreitet die Sattigungsgrenze. Dadurch wird die Anderungsrate negativ
und der Bestand nimmt ab. Dieser nihert sich dann mit einer geddampften Schwingung der
Sattigungsgrenze an.

Zeitverzogerung von 20 Monaten: Nimmt die Verzogerung zu, werden die Ausschlige
grosser und es entstehen Zyklen, wobei die Sattigungsgrenze stindig massiv iiber- bzw.
unterschritten wird. Zeitverzogerung von 40 Monaten: Der Kaninchenbestand explodiert
formlich und stiirzt dann steil ab. Die Kaninchenpopulation stirbt aus.

In der Systemdynamik zeigen schon einfache Systeme verbliiffende Eigenschaften. Eine
Verzogerung in einer Riickkopplung kann ein System zum Schwingen bringen, wobei An-
derungen der Verzdgerungsdauer zu grossen Verdnderungen im System fithren kénnen.
Solch zyklisches Verhalten finden wir auch in der Wirtschaft, z.B. beim ,,Schweinezyklus”
oder die Zyklen der Konjunktur. Die Kurven bei grossen Verzdgerungen erinnern auch an
Borsenkurse, , die steil ansteigen um nachher in einem Crash abrupt zu sinken.
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Quellen und weiterfiihrende Literatur
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[3] Marki R.: Differenzial- und Integralrechnung, Texas Instruments 2010
[4] Forrester ].W.: Der teufliche Regelkreis, Deutsche Verlags-Anstalt, 1982.
[5] Schecker H.P.: Physik-Modellieren, Klett, 1998

[6] Meadows D.: Die Grenzen des Denkens - wie wir sie mit System erkennen und iiberwinden
konnen, Oekom-Verlag, Miinchen 2010

[7] Bossel H.: Systemzoo 1 - Elementarsysteme, Technik und Physik, Books on demand, 2004
[8] Bossel H.: Systemzoo 2 - Klima, Okosysteme und Ressourcen, Books on demand, 2004

[9] Bossel H.: Systemzoo 3 - Wirtschaft, Gesellschaft und Entwicklung, Books on demand,
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Das Modellbildungsprogramm DYNASIM ist kostenlos erhiltlich auf Anfrage: freibe@bluewin.ch
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A. Schnelliibungen

Schnelliibungen 1: Potenzen mit ganzzahligen Exponenten (20 Minuten)
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ANHANG A. SCHNELLUBUNGEN

Schnelliibung 2: Potenzen-Wurzel (20 Minuten)

73 = 1 1
1| a3-.-a4= 16 a’-a3 = 31 a oz =
73
2 | b5:b10 = 17 | Y/a-¥a = 32 | VaZzb - a=
T T
3 |2a2 +5a2 = 18 | Vad: Va4 = 33 | Vx3¢ =
T 3
4 | 2a2 -3a2 = 19 | Va?n = 34 | Va3 Va* =
1
2\ 2
5 <x3> = 20 | (yu)t-yu = 35 | Ix VX2 =
| —
6 | b2 b7 .18 — 21 |\ V% = 36 | x- VX 9% =
1 3\7 3\ 2
adbd 2\ 2 3.4.6\7%
7 = 22 a3 = 37 | (v’ =
3 z7y
ab2
52
8 | x6:x3 = 23 | Vx4 VX2 = 38 | ¢/ =
3 T 3
9 | x5 x5 = 24 (6y4) - 39 | 2y% + 3y =
3 ’ Na 2\?
2 . =
10 <%> — 25 Péﬁp = 40 <a3> =
—
11| nx -nx = 26 (5 x2 ‘W) 41 Sc]hreibe als Wurzel:
= a§:
2\3 5
12 (a3> = 27 | a3 Va2 = 42 S%hreibe als Wurzel:
x5 =
N3
13 <2x3> = 28 | Va® = 43 Sc}éreibe als Wurzel:
X_7:
2 3\'? o\ 3
14 <a3-a4> - 29 | VX Va3 = 44 ( x2> -
N3 N\ 12 . 3 T 7
15 <a12> -<a3> - 30 | (2:V2 - yy) |45 | 3n (37 =
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Schnelliibung 3: Logarithmen (20 Minuten)

Aufgabe 1 bis 3: Schreibe die Losung x der Gleichung als Logarithmus

1 | 4=b X =

2 |e*=5 X =

3 a* =10 X =

Aufgabe 4 bis 11: Schreibe in Form einer Exponentialgleichung und berechne x!
x=log, (3) & 5 x =
x =log, (2) & 7 X =
x =logs (1) & 9 X =

10 | x=In(l) & 11 | x=

Aufgabe 12 bis 15: Entscheide, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind!

12 | log, (1) =log, (1)

O richtig, O falsch

13 | log(x) =—-99,5 =

x =109 .70 100

O richtig, [J falsch

14 | 5l8(5) — 5

O richtig, O falsch

potenzieren muss, um c zu erhalten.”

15 | b = log, (c) bedeutet in Worten: ,Der Logarithmus
zur Basis a von c ist die reelle Zahl b, mit der ich a

O richtig, O falsch

Aufgabe 16 bis 29: Berechne

16 | 3loss(1e) = 24 | 162 lo8sl3)
17 | 308:03) — 25 | log(1g5) =
18 | 5'98503) = 24 | logys (4%) =
19 | log, (16) = 25 log, 5 (5) =
20 | log,. (4) = 26 | In (ﬁ) —
21 | log, (1) = 27 | logy (27%) =
22 log% (3) = 28 logg (82™F1) =
23 | log. (%) — 29 ()=
Aufgabe 30 bis 45: Berechne
30 | log, (n)= 38 | 100%8(V3) —
31 | In ( y e5> = 39 | log; (27°) =
32 | log(0) = 40 log, (9- W) =
33 | logs (e"®®)) = 41 | log, (%)4)5 =
34 | logg(16) = 42 a1:g7(1) —
35 | log (100%) = 43 | 102 181 =
36 log% (3) = 44 | In[ln(e)]l =

8
37 | log, (V22) = 55 [1og, ((v3)") -
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ANHANG A. SCHNELLUBUNGEN

Aufgabe 46 bis 60: Berechne x

46 log, (x) =1, x =

47 |logy (x*) =2, x=

48 log, (x)=-2, x =

49 log, (x) = I o x=

50 x =52 T1ogs(2) | 5 —

51 log\/a(x)zél,x:

52 log, (49) =2, x =

53 | log. (vx)=1,x=

54 | 5logs(x) =1 x=

55 logx(\/a):%’xz

56 | 50°8(x) =5 x=

57 [ log, ()=}, x=

58 logﬁUO):—Z,x:

59 | 71800 =7 x =

60 loga(1x):—5,x:
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B. Funktion und Umkehrfunktion

In diesem Abschnitt werden die Begriffe ,Funktion” und , Umkehrfunktion” praziser dar-
gestellt, insbesondere werden Definitions- und Zielmenge konsequent verwendet.

Die folgenden Pfeildiagramme stellen z.B. die gleiche Zuordnung x — y =x* dar, aber mit
verschiedener Definitionsmenge D und Zielmenge Z.

YA

2

D
f:
X

—
— X

Das linke Pfeildiagramm stellt eine Funktion dar, denn bei einer Funktion muss jedem
Element der Definitionsmenge ein Element der Zielmenge zugeordnet werden und diese
Zuordnung ist eindeutig, d.h. dem gleichen Element der Definitionsmenge konnen nicht
mehrere Elemente der Zielmenge zugeordnet werden. Hingegen kann mehreren Elementen
der Definitionsmenge (hier -1 und 1) dasselbe Element der Zielmenge (hier 1) zugeordnet
sein. Es muss aber nicht jedes Element (hier 25) der Zielmenge berticksichtigt werden (d.h.
die Zielmenge muss nicht gleich der Wertemenge sein). Das rechte Pfeildiagramm stellt
keine Funktion dar, da der Zahl 5 keine Zahl der Zielmenge (wére 25) zugeordnet werden
kann.

Durch Vertauschen der Variablen (x = y?) und Auflosen nach y erhélt man die Umkehr-
funktion mit der Funktionsgleichung y = y/x (oder y = —/x). Durch das Vertauschen von
x und y wird die Zuordnung umgekehrt (die Pfeile im Pfeildiagramm werden umgekehrt),
die Zielmenge wird zur Definitionsmenge und die Definitionsmenge zur Zielmenge. Das
linke Diagramm oben ergibt dabei keine Funktion (linkes Diagramm unten), denn erstens
fehlt der Zahl 25 ein zugeordnetes Element der Zielmenge und zweitens wiirden der Zahl
1 zwei Elemente zugeordnet, was bei einer Funktion nicht erlaubt ist (-1 entspricht der
Zuordnung x — —/X ).
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ANHANG B. FUNKTION UND UMKEHRFUNKTION

D
f:
X

— Z
— VX

Im rechten Diagramm wurde zuerst die Definitionsmenge eingeschrankt (25 weggelassen)
und dann die Zielmenge eingeschrankt (-1 weggelassen). Mit diesen Anpassungen ist die
Umkehrung eine Funktion.

Damit eine Umkehrfunktion f~! zu einer Funktion f existiert muss jedes Element der Ziel-
menge berticksichtigt werden (Zielmenge = Wertemenge) und jedes Element darf nur ein-
mal berticksichtigt werden. Man spricht von einer eineindeutigen (oder bijektiven) Funkti-
on.

Beispiel

— R

Gegeben: Funktion f : Gesucht: Umkehrfunktion

X — (x— 2)2
Wir zeichnen zuerst die Funktion auf. Die Funk-
tion ist eine Parabel mit Scheitelpunkt (2,0). Wir
haben links und rechts des Scheitelpunkts jeweils
denselben Funktionswert, d.h. die Funktion ist
nicht eineindeutig. Wir konnen aber die Funkti-
on in 2 Teilfunktionen f; und f, aufteilen, welche
eineindeutig sind. Damit auch die Umkehrfunk-
tionen existieren muss die Zielmenge auch noch
auf den Wertebereich eingeschrankt werden. Dies
ergibt:

2,00 — Rg ]—00,2] — Rg

fi: und f3:

X —  (x—2)2 X — (x—2)2

wobei hier die Grenze 2 des Definitionsbereichs bei beiden Funktionen dazu genommen
wurde.

Die Umkehrfunktion konnen wir zeichnen durch Spiegelung an der Geraden y = x oder
wir bestimmen zuerst die Umkehrfunktionen rechnerisch (wie in Abschnitt 1.5 gezeigt):

= (x—2)? Gleichung der Funktion
(y—2)? Vertauschen von x und y
+v/x = y—2 Auflésen nachy
y = 2++/x Gleichung der Umkehrfunktion (2 Funktionsgleichungen)
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Die vollstindigen Umkehrfunktionen sind damit:
Ry — [2,00] und f;; R — ]—o0,2]

1
! x — 24X x — 2—/x

Aufgabe B.1

Unten sind 6 Graphen von Potenzfunktionen y = x" gezeichnet.

a) Gib zu jeder Funktion einen moglichst einfachen Exponenten r an (Gitterpunkte be-
achten). Gib die vollstandige Funktion mit grosstmoglichem Definitionsbereich an.

b) Welche Funktionen haben eine Umkehrfunktion (Zielmenge = Wertemenge wéahlen)?
Gib in diesem Fall die Umkehrfunktion an.

c¢) Falls die Umkehrfunktion nicht existiert, dann teile die Definitionsmenge in Teilberei-
che ein, auf denen eine Umkehrfunktion existiert und bestimme diese.

f1 2

£3 t4
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ANHANG B. FUNKTION UND UMKEHRFUNKTION

5 f6
Aufgabe B.2
Rt Rt
Betrachte die allgemeine Potenzfunktion f : - . (re@).
X — X

a) Fuir welchen Wert von r besitzt die Funktion keine Umkehrfunktion.
b) Gib fiir die tibrigen Zahlen r die Umkehrfunktion an (r allgemein).

c) Stelle Funktion und Umkehrfunktion mit Hilfe eines Schiebereglers fiir r graphisch

dar.
Aufgabe B.3
Bestimme die Umkehrfunktionen folgender Funktionen graphisch und rechnerisch:
R~ R* R R
a)f: bg:
X — |x] X — X - [X]
—00,—1 RY 2 R*
gh: TR d)i:]’oo[—>1
X — |X + 1| X C_4x14
Aufgabe B.4

a) Zeichne die Funktion y = sin(x) und deren Umkehrfunktion y = arcsin(x) (auf dem
Rechner sin~!(x)). Welche Definitionsmenge [a, b] fiir sin verwendet der Rechner fiir
die Umkehrfunktion arcsin? Gib die vollstindige Funktion an fiir sin und arcsin (mit
Definitions- und Zielmenge).

b) Gib auch die Umkehrfunktion fiir sin im Intervall [a+27,b + 271] an (a, b von Aufgabe
a), kongruentes Kurvenstiick), sowie fiir das Intervall [a+7t, b+.

¢) Aufgaben a) und b) auch fiir arccos und arctan.
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Aufgabe B.5

Skizziere die Graphen der folgenden Funktionen (ohne Berechnung von Punkten).
Bestimme die Umkehrfunktion, sofern vorhanden. Teile sonst den Definitionsbereich in
Teilbereiche ein, auf denen die Funktion umkehrbar ist (wenn notig Zielmenge verkleinern).

KR R—R ] =00, =2] — [-1,00[
a)f: — 1 b)g 4 C)h: 5
T e X (1)1 x— (—x—2)f —1
Relation

Spiegelt man eine Kurve (z.B. y = sin(x) oder auch den Kreis (x — 2)2 +1y? = 1) an der Win-
kelhalbierenden y = x, so erhdlt man eine Kurve, welche im Allgemeinen keine Funktion
ist, man nennt diese neue Kurve Umkehrrelation.

Mit dem Rechner konnen Umkehrrelationen mit Hilfe der Parameterdarstellung gezeichnet
werden (siehe Bild).
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