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CuBalibra

CuBaLibra-Glossar

Um die Texte von CuBalLibra kurz und tbersichtlich zu halten, wurden Bedien-
hinweise nicht direkt in die Dokumente geschrieben. Vielmehr beziehen sich
alle CuBaLibra-Einheiten auf ein Glossar, das regelméafRig gepflegt wird.

Sie erkennen Glossarbegriffe im Text daran, dass sie grau unterlegt sind (wie
z. B. Geraden). Hier der zugehorige Bedienhinweis:

Geraden
zeichnen Graphs, Geometry
= il [, (7), | @=),7), 4. Gerade] Eine Gerade wird durch zwei
I Pt @ bunkte definiert. Wahlen Sie den Meniipunkt Gerade aus und
j anschlielRend zwei Punkte (die Punkie missen nicht notwendig
o W . | vorher definiert sein), um die Gerade zu zeichnen.

Damit Sie dieses Buch auch langfristig nutzen kdénnen, legen wir das Glossar
nicht bei, sondern stellen es online zur Verfligung.

Es gibt nun zwei Mdglichkeiten auf das Glossar zuzugreifen:

(1) Sie laden das Glossar aus der Materialdatenbank:
http://www.ti-unterrichtsmaterialien.net, Schlagwort ,Glossar

(2) Sie nutzen das Online-Glossar:
http://wiki.zum.de/TI-Nspire/Glossar

© Texas Instruments 2010 CuBalLibra-Glossar
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CuBalibra

CuBalLibra-Interaktiv

Diese CuBaLibra-Einheit gehort zu einer Serie von Beispielen, die interaktive
Links zu einem Online-Glossar enthalten. So nutzen Sie dieses Extra:

Im Text finden Sie grau unterlegte Stellen. Dies sind Verweise zu einem Glos-
sar mit Bedienhinweisen.

Gleichung nach der einzigen Unbekannten v |salw(ws‘f130‘0.v‘30°lv)
aufgelost werden solve(wurf(130,0,v,30°),v) v=-38.3678 orv=38.3678
Der gefundene Wert wird als Vagable v I
gespeichert. Beachte, dass der Wy i zum de/m rsps el 38.3678
eingegeben wird, da die Grundeinstellung fur

Wenn Sie mit Inrem Rechner online sind, kénnen Sie die grauen Stellen mit der
Maus abfahren und dahinter liegende Links zu einem Online-Glossar durch Kli-
cken aktivieren. Der oben gezeigte Link fuhrt Sie z. B. zu diesem Hinweis:

Variable (@)

aufrufen

Calculator
Variable eingeben und [] driicken. Eine Liste aller Variablen erhalt man durch Driicken von [].

verkniipfen

Graphs, Geometry

Den Zeiger auf eine Koordinate oder ein anderes geeignetes variables Zahlenobjekt (z. B. die
gemessene Lange einer Strecke) bewegen. Mit [] wird das Variablen Menii aufgerufen. Hier
kiinnen Sie Zahlenobjekte mit unter Variablennamen gespeicherten [MSHER verkniipfen (3
Verknupfen mit); die Variablennamen werden angezeigt und kénnen dann ausgewsahlt werden. Verandert
sich die Variable, so verandert sich auch das verkniipfte Zahlenobjekt und umgekehrt.

Lists & Spreadsheet

Ahnlich wie in Graphs und Geomatry. Hier sind die Zahlenobjekte jedoch die Inhalte von ESIER.

© Texas Instruments 2010 CuBalLibra-Interaktiv
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Probleme 1
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Gebremstes Wachstum

Die im 1. Teil ,Lineares und exponentielles Wachstum* erarbeiteten Wachs-
tumsmodelle sind in der Natur nicht sinnvoll anwendbar, da das Wachstum in
der Regel eine obere Grenze hat (z.B. das Wachstum einer Pflanze) und das
Wachstum sich umso mehr verlangsamt, je ndher man an dieser Grenze ange-
langt ist.

Aufgabe 4

In einem 50 cm breiten, 80 cm langen und 40 cm hohen Aquarium leben zu
einem bestimmten Zeitpunkt 12 Guppys, von denen jeder einen naturlichen
Lebensraum von ca. 125 cm® beansprucht.

Beschreibe die Entwicklung der Guppypopulation mittels einer rekursiv defi-
nierten Folge, wenn man davon ausgehen kann, dass die Guppys sich monat-
lich um 20% des noch zur Verfligung stehenden freien Raumes vermehren.
Stelle die Populationsentwicklung auf zwei Arten (Zeit — Populationsvolumen
und Zeit — Population) grafisch dar.

Logistisches Wachstum

Auch das gebremste Wachstum ist noch ein unvollstandiges mathematisches
Modell zur Beschreibung realer Wachstumsprozesse in der Natur, da hierbei
nur die obere Wachstumsgrenze bertcksichtigt wird.

Solange bei Populationen die Wachstumsvoraussetzungen sehr gut sind, wird
sich die Population auch exponentiell vermehren. Erst bei einer Einschrdnkung
des Lebensraums oder der Ressourcen tritt die wachstumsbremsende Wirkung
ein.

Am Beispiel der Guppypopulation bedeutet dies: die relative Zunahme pro
Zeiteinheit muss bei logistischem Wachstum proportional zum Anteil des noch
freien Restvolumens an dem Gesamtvolumen sein.

Aufgabe 5

Ermittle eine rekursiv definierte Folge, die das logistische Wachstum am Bei-
spiel der Guppypopulation darstellt. Verwende daflr die Ausgangswerte der
Aufgabe 4.

Lésungshinweis: Interpretiere die folgende Gleichung und I6se sie nach N(t) auf

(N(t)-N(t=1) _ zunahme-((Grenze-N(t-1))
(N(t=1) (Grenze)

linker Teil: Relative Zunahme pro Zeiteinheit

rechter Teil: Zunahme pro Zeiteinheit bezogen auf den Anteil des Restvolu-
mens am Gesamtvolumen (bzw. Restpopulation an der Gesamt-
population)






Rekursiv definiertes Wachstum

Teil 2: Gebremstes und logistisches Wachstum
Rainer Serret

X sek | X Sek II X TI-Nspire™ [X] TI-Nspire™ CAS (ab Version 2.0)

Schlagworte: Wachstum, gebremstes Wachstum, logistisches Wachs-
tum, rekursiv definierte Folgen, Listenbearbeitung.

Schulermaterial:

Gebremstes Wachstum

Die im 1. Teil ,Lineares und exponentielles Wachstum* erarbeiteten Wachs-
tumsmodelle sind in der Natur nicht sinnvoll anwendbar, da das Wachstum in
der Regel eine obere Grenze hat (z.B. das Wachstum einer Pflanze) und das
Wachstum sich umso mehr verlangsamt, je ndher man an dieser Grenze ange-
langt ist.

Aufgabe 4

In einem 50 cm breiten, 80 cm langen und 40 cm hohen Aquarium leben zu
einem bestimmten Zeitpunkt 12 Guppys, von denen jeder einen naturlichen
Lebensraum von ca. 125 cm® beansprucht.

Beschreibe die Entwicklung der Guppypopulation mittels einer rekursiv defi-
nierten Folge, wenn man davon ausgehen kann, dass die Guppys sich monat-
lich um 20% des noch zur Verfligung stehenden freien Raumes vermehren.
Stelle die Populationsentwicklung auf zwei Arten (Zeit — Populationsvolumen
und Zeit — Population) grafisch dar.

Logistisches Wachstum

Auch das gebremste Wachstum ist noch ein unvollstandiges mathematisches
Modell zur Beschreibung realer Wachstumsprozesse in der Natur, da hierbei
nur die obere Wachstumsgrenze bertcksichtigt wird.

Solange bei Populationen die Wachstumsvoraussetzungen sehr gut sind, wird
sich die Population auch exponentiell vermehren. Erst bei einer Einschrdnkung
des Lebensraums oder der Ressourcen tritt die wachstumsbremsende Wirkung
ein.

Am Beispiel der Guppypopulation bedeutet dies: die relative Zunahme pro
Zeiteinheit muss bei logistischem Wachstum proportional zum Anteil des noch
freien Restvolumens an dem Gesamtvolumen sein.

Aufgabe 5

Ermittle eine rekursiv definierte Folge, die das logistische Wachstum am Bei-
spiel der Guppypopulation darstellt. Verwende daflr die Ausgangswerte der
Aufgabe 4.





Lésungshinweis: Interpretiere die folgende Gleichung und I6se sie nach N(t) auf

(N(t)-N(t=1) _ zunahme-((Grenze-N(t-1))
(N(t=1) (Grenze)

linker Teil:  Relative Zunahme pro Zeiteinheit

rechter Teil: Zunahme pro Zeiteinheit bezogen auf den Anteil des Restvolu-
mens am Gesamtvolumen (bzw. Restpopulation an der Gesamt-
population)

}K{‘j; ...................................................................................................

Vorschlag zur Umsetzung:

Aufgabe 4
Wir betrachten zuerst die Zunahme des Volu- Bz P =
mens, welches von der Guppypopulation be- =seq(,]
ansprucht wird. Speichere dazu in der anfang 1500 0
Applikation Lists & Spreadsheet zuerst die grenze 160000 1
gegebenen Werte in Variable (Kolonne B): E—— 0.2 5
anfang:=1500 (beanspruchtes Volumen der 3
Population am Anfang) r
grenze:=50-40-80 (Grenzvolumen)
zunahme:=0.2

N(t) bezeichne das von den Guppys belegte
Volumen zur Zeit t. Die Zeit wird im Kopf von = = = -
Kolonne C als Folge zeit3:=seq(i,i,0,60) er- 26l [ waghstumtlers ||
zeugt (60 Wachstumsperioden).

q 1500 1500

0

Die rekursiv definierte Folge fir gebremstes e 160000 1 33200,
Wachstum ergibt sich aus dem vorherigen hme 0.2 2 58560.
Volumen und der Zunahme prozentual zum 3 78848,
Restvolumen: 4 95078.4 5
N(t+1)=N(t)+zunahme-(Grenze —N(t)) D2 [=dr+zunahme (grenze-47)  [¢]3]
Gib im Feld D1 das Anfangsvolumen =anfang
ein und in Zeile D2 die obige Rekur-

sionsformel. Anschlie3end kopiere die Formel
aus D2 runter bis D61. it

(zei!j‘, wachstum :l

In der Applikation Graphs werden nun die
Datenreihen zeit3 und wachstum mit Hilfe des I e——
Streudiagrams grafisch dargestellt. . T —
Optimale Fenstereinstellung: A

xmin: -12 ymin: -20000 ttz‘gitﬁl
xmax = 61 ymax: 1,8-10° @ 5! |ywachstum
scale: 5 scale: 20000

»
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Wieder in der Applikation Lists &
Spreadsheet kann die Gruppypopulation in
einer weiteren Kolonne wachstumtiere
dargestellt werden, indem man das
Volumenwachstum wachstum durch das von
einem Guppy beanspruchten Volumen 125
cm® dividiert.

wachstum 0
125 7 )

wobei das round(Term,x) vorgibt, dass auf x

Stellen nach dem Komma gerundet wird.

wachstumstiere := round(

Die Guppypopulation kann analog zum Volu-
menwachstum auch aus der Anfangspopula-
tion anfangtiere (B5 und E1) und der
Grenzpopulation
160000 _ 1280

125
(B6) definiert und mit derselben
Rekursionsformel wie oben
N(t+1)=N(t)+zunahme-(grenztiere —N(t))
berechnet werden, wobei N(t) hier die Anzahl
Guppys zur Zeit t bedeutet.

grenztiere =

In der Applikation Graphs werden nun die
Datenreihen zeit3 und wachstum mit Hilfe des
Streudiagrams grafisch dargestellt.

Die y-Achseneinteilung muss hierbei der
Grenzpoputation grenzetiere angepasst
werden.

Aufgabe 5
Die Gleichung aufgeldst nach N(t+1) ist:
N(t+1)=N(t)+zunahme- N() (grenze -N(V)
grenze
Mit dieser Formel kann in der Applikation
Lists & Spreadsheet das logistische
Wachstum des beanspruchten Volumens der
Guppypopulation logwachstum analog zur
Losung von Aufgabe 4 errechnet und
anschlielend in der Applikation Graphs
dargestellt werden (Kolonne D).
Da die Grenze langsamer erreicht wird, wurde
eine Zeitperiode ,zeit 4 von 80
Wachstumsperioden gewahlt.

© Texas Instruments 2010

E lwachst...lwachstumtiere l

4,0 =round{wachsturm,
0 1500 12,
1 33200, 266,
2| 58560, 453,
3| 78848, 631. =
E |wachstumtiere:=ro nd(wachstum.
:=round| ————
125 <[>
| I Ize...lwac....wachst... ﬁl
=seq
renze 160000 1(33200, 265.6|
unahme 0.2 2(58560. 468.48
3|78848.| 630.784
nfangtiere 12 A4195078..| 760.627
renzetiere| 1280 510806, 864.502%
£2 |=e1+zunahme (grenzetiere—c1] [€]>

200

Ay

..' (zeffi‘,wacksmmzfere]

gebremsies Wachstum
der Papulation

»

zeitd Ilogwachstum

=
=seqdll, r‘
anfang 1500 0 1500
grenze 160000 1 1797 .19
zunahme 0.2 2 2152.59
3 2577 31| 5|
fo) =d?+zunahme-w
grenze [C—I—,_
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Bei der grafischen Darstellung des ik
Volumenwachstums muss deshalb gegenuber
Aufgabe 4 die Fenstereinstellung xmax auf 81 $

angepasst werden.

o
=]
=]
s
& logistisches Wachstum
o
S des bendtigten Volumens

20000

b2

Auch die Guppypopulation wird analog zu (¥
Aufgabe 4 berechnet und graphisch f
dargeSte"t' 3 (zeitd logwachstumticre)

L]
.
L ]
-
. logistisches Wachstum
. 3
K der Population
>
-

200
P x
»—

Didaktischer Kommentar:

Die Erarbeitung von Wachstumsprozessen mithilfe von rekursiv definierten
Folgen legt besonderen Wert auf den Aufbau des rekursiv definierten Terms.
Durch die Auseinandersetzung mit den einzelnen Bestandteilen der
Folgenterme wird das Verstandnis fur die einzelnen Wachstumsprozesse
vertieft. Schilerinnen und Schiiler lernen dabei auch mathematisches
Modellieren und die Reflexion der aufgestellten Modelle.

Bei den Modellen zum linearen, exponentiellen und logistischen Wachstum
konnen daruber hinaus auch Regressionen durchgefiihrt werden, was dann
gleichzeitig auch den Ubergang zu der expliziten Darstellung der
Wachstumsprozesse bildet.

Methodischer Kommentar:

Grundvoraussetzung fur das Erarbeiten der vorliegenden Aufgaben mit dem TI-
NSpire™ ist die Fahigkeit, Tabellen anzulegen und einen Scatterplot der
Tabellenwerte zu erstellen.

Bei der Erstellung der Tabellen sollten die Befehle ,seq(), fur das automatische
Bilden von Folgengliedern und ,Fill down* zum automatischen Ausfullen von
Tabellen bekannt sein.

Die Datei ,Jog Wachstum Loes.tns" enthalt die Loésungen fur Teil 2. Die Datei

“log wachstum Aufg.tns” enthalt die Aufgabenstellung dazu fur Schulerinnen
und Schiler.
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