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Vorwort

Der Schwerpunkt dieses Unterrichtsmittel liegt auf dem Thema Kombinatorik. Das
erste Kapitel gibt aber zundchst eine kurze Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung. Dies erlaubt es die Kombinatorikaufgaben auf Wahrscheinlichkeitsprobleme zu
erweitern. Dadurch gelingt es, die Studierenden fiir das Thema Kombinatorik besser
zu motivieren. Ausserdem kann die Wahrscheinlichkeitsrechnung auf diese Art schon
sehr frith mit der Kombinatorik zusammen eingefiihrt werden (z.B. im 9. Schuljahr)
Eine grosse Anzahl von Aufgaben aus diversen Gebieten und von unterschiedlichem
Schwierigkeitsgrad erlaubt der Lehrkraft eine geeignete Auswahl zu treffen, je nach
Ausbildungstypus und Leistungsniveau. Einzelne Themen eignen sich auch zur Vertie-
fung oder fiir spezielle Schulwochen.

Zu jedem Thema wird zuerst ein Musterbeispiel vorgeldst. Damit konnen die Studie-
renden die nachfolgenden Aufgaben selbstindig 16sen. Diese Unterrichtseinheit eignet
sich deshalb auch fiir selbstorientiertes Lernen (SOL).

Im Anhang I werden die Resultate der Aufgaben zur Kontrolle gegeben. Im Anhang II
sind die Losungen als zuséatzliche Hilfe ausfiihrlich erklart.

Zur Losung der Aufgaben soll in der Regel der Rechner benutzt werden. Die Bild-
schirmausschnitte sind mit dem TI-Nspire™ CAS CX gemacht, die Aufgaben konnen
aber auch mit andern TI-Nspire™ Rechnern geldst werden.

Das vorliegende Heft kann als pdf-Datei kostenlos von der TI-Materialdatenbank
www.ti-unterrichtsmaterialien.net heruntergeladen und ausgedruckt werden. Im Text
und in den Bildern werden zum Teil Farben verwendet. Diese sind aber so gewahlt,
dass auch im Graustufendruck eine gute Qualitat gewdahrleistet ist. Die im Skript er-
wahnten Simulationsdateien findet man ebenfalls auf der TI-Materialienbank.

Dieses Unterrichtsheft kann auch in gedruckter Form bestellt werden unter
www.ti-activities-shop.net.
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Zufallsversuche

1. Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

Gliicksspiele sind so alt wie die Menschheit. So war es von jeher iiblich die Entschei-

dung in schwierigen Fallen dem Zufall zu iiberlassen, indem z.B. eine Miinze oder

noch frither ein zweifarbiger flacher Stein geworfen wurde. Funde von primitiven
Vorgangern unseres Wiirfels konnten auf etwa 3000 v. Chr. datiert werden. Im Alter-

tum waren Gliicksspiele (auch mit Gewinnausschiittung) und
Prognosen fiir die Zukunft (Orakel) sehr verbreitet. Im Mittelal-
ter waren diese im christlich dominierten Abendland verpont,
aber trotzdem sehr beliebt. Forschung auf diesem Gebiet war
aber nicht erlaubt, da die Wissenschaft den Klostern vorbehal-
ten war. Deshalb gilt als erste nachgewiesene Publikation ,Li-
ber de Ludo Aleae” (Das Buch vom Wiirfelspiel) vom Italiener
Gerolamo Cardano (1501-1576). Diese wurde ab 1524 geschrie-
ben und beschreibt Spiele mit bis zu 3 Wiirfeln. Da Cardano
aber spielsiichtig war und das Buch nicht veroffentlichte, weil
er den Wissensvorsprung im Spiel nutzen wollte, wurde das
Buch erst nach seinem Tode 1576 herausgegeben.

G. Cardano 1501-1576

Inzwischen sandte 1654 der beriithmte franzdsische Mathematiker und Philosoph Blaise
Pascal (1623-1662) einen (heute berithmten) Brief an seinen Mathematikerkollegen

Pierre Fermat (1607-1665) in dem er zwei Probleme beschrieb,
welche als Geburtsstunde der Wahrscheinlichkeitsrechnung gel-
ten: Das Wiirfelproblem (probleme des dés, siehe Aufgabe 1.11)
und das Teilungsproblem (probleme de partis). Da auch dieser
Brief erst nach dem Tod von Pascal 1679 veroffentlicht wurde,
war es dem Niederlander Christiaan Huygens (1629-1695) vor-
behalten, die erste Publikation tiber Wahrscheinlichkeit mit dem
Namen , Uber Schlussfolgerungen im Wiirfelspiel” 1657 heraus-
zugeben.

B. Pascal 1623-1662

In den kommenden Jahrhunderten wurde die Wahrscheinlichkeitsrechnung von vielen
bekannten Mathematikern ausgebaut und auch auf statistische Fragen ausgedehnt, wie
z.B. Berechnung von Lebensversicherungen, Wahlprognosen usw. Wahrscheinlich-
keitsrechnung und Statistik zusammen bezeichnet man heute als Stochastik.
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Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

1.1 Zufallsversuche

In der folgenden Tabelle sind einige Zufallsversuche aufgefiihrt und dazu ein ausge-
wahltes Ereignis, dass man beim Versuch beobachtet.

Zufallsversuch Beobachtetes Ereignis

1. Werfen einer Miinze. Zahl wird geworfen.

2.  Werfen eines Wiirfels. a 0 6 wird geworfen.

3.  Werfen von 2 Wiirfeln. Augensumme ist 10.

4. Roulette (ev. Regeln im Internet nachschauen). Eine Zahl <11 erscheint.

5. Ziehen einer Kugel aus einem Becher, welcher | Eine gelbe Kugel wird gezo-

o

10.

11.

zwei rote Kugeln, eine weisse, vier blaue und
drei gelbe enthalt.
Wir veranstalten eine Lotterie zugunsten der
Klassenkasse mit 100 Losen und 15 Preisen. Ich
kaufe ein Los.
Du schiesst einen Penalty. o d
Werfen einer gezinkten Miinze -

=5,
(eine Halfte Plastik, eine Halfte Q
Eisen, z.B. Unterlagsscheibe). ' i
he Baby Galerie einer Geburtsklinik im Internet).
Umfrage iiber Atomkraftwerke (dafiir/dagegen/
unentschieden)

Werfen eines Reissnagels.
Geburt des nédchsten Kindes in einem Spital (sie-

gen.

Ich gewinne einen Preis.

Der Torwart halt.
Spitze zeigt nach oben.
Plastikseite ist oben.

Das Kind ist ein Madchen

Der/die Befragte ist dagegen

Fiihrt man einen Zufallsversuch n-mal aus (z.B. 100-mal eine Miinze werfen) und zahlt
die Anzahl Versuche k, bei denen das beobachtete Ereignis eintrifft (z.B. 45-mal Zahl),

so nennt man k = 45 die (absolute) Hiufigkeit und §= 0.45 die relative Hiufigkeit des

Ereignisses.

Definition

Ist k die Haufigkeit eines Ereignisses bei n Versuchen eines Zufallsversuches, so heisst —

die relative Haufigkeit des Ereignisses.

Aufgabe 1.1

Wahle je einen Versuch aus den obigen Beispie-
len 1-6 und 7-11 aus und fithre den Versuch
durch (mindestens 100-mal). Berechne jeweils
nach 10 Versuchen die relative Haufigkeit fiir die
bisherigen Versuche. Stelle die Entwicklung der
relativen Haufigkeit in einem Diagramm dar
(Beispiel im Bild rechts).

0. 1

Vel

50
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Die Wahrscheinlichkeitsfunktion

Die Erfahrung zeigt: Je grosser die Anzahl Versuche, desto mehr nahert sich die relati-
ve Haufigkeit eines Ereignisses einem bestimmten Wert. Man nennt dies das ,empiri-
sche Gesetz der grossen Zahlen”. Den idealen Grenzwert der relativen Haufigkeit der
bei einer sehr grossen Anzahl Versuchen (annahernd) erreicht wird, nennt man Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses kann bei vielen
Zufallsversuchen aus Symmetrieiiberlegungen berechnet werden, z.B. bei den obigen
Zufallsversuchen 1-6. So hat z.B. beim Wiirfeln mit einem Wiirfel jede Zahl von 1-6 die
gleiche Wahrscheinlichkeit % geworfen zu werden. Bei den Versuchen 7-11 hingegen ist

eine Berechnung dieses Grenzwertes nicht moglich und kann nur durch das Experi-
ment mit der relativen Haufigkeit angendhert bestimmt werden.

Aufgabe 1.2

Bestimme die Wahrscheinlichkeit des beobachteten Ereignisses in den Zufallsversu-
chen 1-6 oben mit Hilfe von Symmetrietiberlegungen?

Aufgabe 1.3

Simuliere das Wiirfeln mit einem Wiirfel. Das beobachtete Ereignis sei ,eine 6 wird
geworfen”.

Auf dem TI-Nspire kann die Simulation mit Hilfe der

nebenstehenden Notes-Datei durchgefiihrt werden (Ein-

tippen oder die Datei A 103.tns verwenden).

Dabei wird in der 1. Zeile mit n:= 5000 die Anzahl

Wiirfe festgelegt und in der Variablen n gespeichert (je

nach verfligbarem Speicherplatz kann n auch grosser

gewahlt werden). Der Befehl randInt(1,6, n) erzeugt eine

Liste von n Zufallszahlen zwischen 1 und 6. Diese wird

in w gespeichert. Der Befehl countif(w,? = 6) zahlt die

Anzahl Sechser in der Liste w. Dies sind die giinstigen Falle des Versuchs. Wir spei-
chern diese Anzahl in k. Die relative Haufigkeit fiir das Ereignis ,,es wird eine 6 gewor-
fen” ist also E

Setze nun die Schreibmarke in die Formel von w. Mit der Taste ,, Enter” kann dann ein
neuer Versuch mit einer andern Zufallsliste gestartet werden. Verandere auch die An-

zahl n und vergleiche die Genauigkeit des Resultats mit der berechneten Wahrschein-
lichkeit (Aufgabe 1.2).

1.2 Die Wahrscheinlichkeitsfunktion

Lange Zeit glaubte man, dass Zufallsversuche nicht durch ein mathematisches Funda-
ment mit einem Axiomensystem beschrieben werden konnen. Erst mit der Mengenleh-
re, welche im Wesentlichen von Georg Cantor (1895-1897) begriindet wurde, waren
neue Ansatze moglich. Die Mengenlehre wurde zuerst auf andere mathematische Ge-
biete angewandt (E. Borel und H. Lesbesgue). Es ist das Verdienst des russischen Ma-
thematikers A. Kolmogorov (1903-1987) die Wahrscheinlichkeitsrechnung mit einem
axiomatischen Aufbau mit Hilfe der Mengenlehre klar und einfach darzustellen. Sein
1933 erschienenes Buch , Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung” galt viele
Jahre als Standardwerk auf diesem Gebiet.
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Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die Menge der moglichen Ereignisse bei einem Zufallsversuch wird nach Kolmogorov
mit Q bezeichnet, so ist z.B. beim Wiirfeln mit einem Wiirfel Q = {1,2,3,4,5,6}.

Q heisst Ereignisraum (engl. Sample space)'.

Eine Teilmenge von () nennt man ein Ereignis. So ist z.B. A={2,4,6} das Ereignis, eine
gerade Zahl zu wiirfeln oder B = {2,3,5} das Ereignis eine Primzahl zu wiirfeln.

Das Gegenereignis von A ist A = Q\A = {1,3,5}, also das Ereignis eine ungerade Zahl zu
werfen. Analog ist B = {1,4,6} das Ereignis keine Primzahl zu werfen.

Die Teilmengen von Q) mit nur einem Element werden als Elementarereignisse bezeich-
net, z.B. ist {5} das Ereignis eine 5 zu Wiirfeln.

Auch Q selber ist ein Ereignis, ndamlich das Ereignis, das immer eintrifft. In unserem
Beispiel ist (2 z.B. das Ereignis eine gerade oder eine ungerade Zahl zu werfen.

Das Gegenereignis von Q ist Q\Q={ }. Dies ist die leere Menge. Sie wird mit { } oder ¢
bezeichnet. Die leere Menge bezeichnet ein Ereignis, das nie eintrifft, z.B. mit einem
Wiirfel eine 7 zu wiirfeln.

Jedem Ereignis A von Q wird nun eine reelle Zahl P(A) zugeordnet. P heisst Wahr-
scheinlichkeitsfunktion und P(A) heisst Wahrscheinlichkeit (engl. Probability) fiir das Er-

eignis A. Bei unserem Wiirfelbeispiel gilt aus Symmetrieiiberlegung P({5}) =% und
P(A) = P({2,4,6}) = % =P(A) =1-P(A).

Weiter gilt P(Q) = 1 und P(¢) = 0.

Ein Ereignisraum, bei dem fiir jedes Elementarereignis eine Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion definiert ist, nennt man einen Wahrscheinlichkeitsraum.

Musterbeispiel

Zwei Wiirfel sind mit x und y gekennzeichnet. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit fiir
das Ereignis A, dass mindestens die Augensumme 5 gewiirfelt wird?

Losung

Zunachst tiberlegen wir, was der Ereignisraum ist. Man konnte entweder die mogli-
chen Zahlenpaare (x,y) als Elementarereignisse definieren oder die moglichen Augen-
summen.

1. Moglichkeit Qy (Zahlenpaare als Elementarereignisse):
Q= {(11),(1,2),(1,3),(14),(1,5),(1,6),

(21),(22),(2,3),(24),(2,5),(2,6),

(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),

(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),

(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),

(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}
Jedes Zahlenpaar (Elementarereignis) trifft mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein. Da wir
36 Elementarereignisse haben ist die Wahrscheinlichkeit jedes Elementarereignisses %.
Je 2 Elementarereignisse haben keine gemeinsamen Elemente, also konnen die Wahr-

scheinlichkeiten der 30 Elementarereignisse (oben schattiert), welche eine Augensum-

me > 5 haben, addiert werden, d.h. P(Augensumme >5) = P(A) = 2 = 2

1 Auch andere Bezeichnungen wie Grundmenge, Ergebnismenge, Ergebnisraum, Stichproben-
raum usw. sind gebrauchlich.
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Die Wahrscheinlichkeitsfunktion

Schneller kommt man allerdings mit dem Gegenereignis zum Ziel (Augensumme < 5)

_ 6 1 5
PA) =1-P@) =1-5-=1--=2

2. Méglichkeit Q, (Augensummen als Elementarereignisse):
Die moglichen Augensummen sind 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12.
In diesem Fall sind die Elementarereignisse nicht gleichwahrscheinlich (siehe unten).
Um die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen miissen wir deshalb auf
den Ereignisraum (); zuriickgreifen (siehe oben). Wir bestimmen die Anzahl der giins-
tigen Falle und dividieren durch die 36 moglichen Fille (die Anzahl der Elementarer-
eignisse von ().
Die Wahrscheinlichkeiten sind somit:

fiir 2 und 12: % (glinstig fiir 2: (1,1), bzw. fiir 12: (6,6))

fiir3und 11: —=— (giinstig fiir 3: (1,2) und (2,1), bzw. fiir 11: (5,6) und (6,5))
fir4und 10: == — (bestimme selber die giinstigen Falle)
36 12
fiir5und 9: — =~ |
36 9 |
fir6und 8: — o
36 2,1
fur 7: L=
36 6

Die Berechnung von P(A) geht auch hier einfacher _
mit der Gegenwahrscheinlichkeit: O B
PA)=1-P@ =1-(=+2+2)=2 U e,

- N 36 36 36/

;u;]-mr-_tr
6

Bemerkung

Die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A ist immer die Sum-
me der Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse von A, unab-
hangig ob die Elementarereignisse gleichwahrscheinlich sind oder
nicht.

Diejenigen Ereignisraume, bei denen alle Elementarereignisse
gleichwahrscheinlich sind, kommen sehr haufig vor. Sie sind nach

dem franzosischen Mathematiker Pierre Simon Laplace (1749-1827) P.S. Laplace
benannt. 1749-1827

Definition
Ein Wahrscheinlichkeitsraum, bei dem alle Elementarereignisse gleichwahrscheinlich sind,
heisst Laplace-Raum. Entsprechende Zufallsversuche nennt man Laplace-Versuche.

Satz
Sind alle Elementarereignisse gleichwahrscheinlich (Laplace-Raum) so gilt fiir ein Er-
eignis A:

@ Anzahl fiir A giinstige Elementarereignisse ~ Anzahl Elemente von A [A]

p(A) = = =

Anzahl aller Elementarereignisse "~ Anzahl Elemente von Q ﬁ

Die Anzahl der Elemente von A und Q sind meistens nicht einfach zu bestimmen. Me-
thoden dafiir werden in Kapitel 2 ausfiihrlich behandelt.
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Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

Aufgabe 1.4

Gib den Ereignisraum fiir folgende Versuche an und bestimme die Wahrscheinlichkeit

der beobachteten Ereignisse. Welche dieser Versuche sind Laplace-Versuche?

a) Werfen einer Miinze, Ereignisse: Zahl (z), Bild (b) (bzw. Kopf)

b) Werfen von 2 Miinzen, Ereignisse: Summe der gewiirfelten Zahlen (Bild=0,
Zahl=1)

Aufgabe 1.5

Zwei Wiirfel werden geworfen; x sei die Augenzahl des ersten Wiirfels, y die Augen-
zahl des zweiten Wiirfels.
Berechne die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:

a) x+y=28
b) Die geworfene Summe x + y ist eine Primzahl
¢) Die geworfene Summe x + y ist keine Primzahl

d) Doppelwurf (x =y)

Aufgabe 1.6
Eine zweistellige Zahl wird zufillig ausgewdahlt. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit,
dass diese

a) keine 9 b) genau eine 9

b) genau zweimal eine 9 d) mindestens eine 9

enthalt.

Aufgabe 1.7

Regentropfen (als Punkt betrachten) fallen auf ein Quadrat
mit Seitenldnge 1, dem ein Viertelkreis mit Radius 1 einbe-
schrieben ist. Wir betrachten das Ereignis A: Ein Regen-
tropfen, der auf das Quadrat fallt, fallt sogar in den Vier-
telkreis. Da jeder Punkt im Quadrat mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit von einem Regentropfen getroffen wird,

kann der Versuch als Laplace-Versuch betrachtet werden.
Das Flachenverhiltnis von Viertelkreis zum Quadrat ist
deshalb der Wert P(A), dem sich die relative Haufigkeit
fiir das Ereignis A anndhert, wenn man geniigend Regen-
tropfen fallen lasst, also die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.

a) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A?

b) Beschreibe, wie Aufgabe a) benutzt werden kann, um die Zahl w angendhert mit
der relativen Haufigkeit zu berechnen, z.B. durch Werfen von 100 Reiskornern
auf das Quadrat. Man nennt diese Methode ,,Monte-Carlo Methode zur Berech-
nung von 1"

¢) Auf dem TI-Nspire kann die Methode von b) mit Hilfe einer Notes-Datei durch-
gefiihrt werden (Eintippen gemass Bild unten oder die Datei A 107.tns verwen-
den).
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Mehrstufige Zufallsversuche

Erklarung: In der 1. Zeile wird mit n:= 100
die Anzahl der ,Reiskdrner”, bzw. ,Regen-

M= 10

n Punide erzeugen (als Lisie)

tropfen” definiert. x ~rand n} ¥ ~mand(n

Mit rand() wird eine zufillige reelle Zahl zwi- |*
schen 0 und 1 erzeugt, rand(n) erzeugt eine g
Liste von n solchen Zufallszahlen. Damit defi- | .
ausserhath O]

nieren wir die beiden Listen x und y, die zum |Punki= im Viesteloes berechaen (1

segiwherx]i |y | 51,0804, 1n)

besseren Verstandnis noch angezeigt sind. In |traffer

der nachsten Formel wird fiir alle Punkte (x[i] :

, V[i]) gepriift, ob sie im Viertelkreis liegen (1) Hr———
oder ausserhalb (0). Das Resultat ist wieder |Melatwe Haufghed ":

eine Liste ,treffer=seq(...,i,1,n)”. Die Summe
der Listenelemente von ,treffer” gibt gerade die Anzahl g der giinstigen Falle. Die rela-
tive Haufigkleit % muss dann noch mit 4 multipliziert werden, um einen Naherungs-

wert von T zu erhalten.

Die Listen x und y kénnen zusétzlich als Streudiagramm
dargestellt werden.

Setzt man nun die Schreibmarke in die Formel zur Erzeu-
gung der Listen x und y (3. Zeile), dann wird mit , enter”
eine neue Simulation gestartet und alle abhangigen For-

meln und auch die Grafik werden angepasst. Andere auch
n um eine bessere Genauigkeit zu erreichen.

1.3 Mehrstufige Zufallsversuche

Bisher hatten wir einen Zufallsversuch meist nur einmal durchgefiihrt. Wir wollen nun
die Wahrscheinlichkeiten von Experimenten betrachten, bei denen der Versuch mehr-
mals hintereinander wiederholt wird (wie bereits in Aufgabe 1.1 und Aufgabe 1.7).

Musterbeispiel

Aus einem Becher mit 2 roten (r) und 3 gelben (g) Kugeln wird
dreimal hintereinander eine Kugel herausgenommen. Wie gross
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A: Es werden genau 2
rote Kugeln gezogen.

Losung

Die Aufgabe ist mit diesen Angaben nicht eindeutig 10sbar. Nachdem die erste Kugel
herausgenommen wurde, stellt sich ndmlich die Frage, ob die Kugel zuriickgelegt
werden soll oder nicht. Damit ergeben sich zwei mogliche Falle:
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Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

1. Fall: Die Kugel wird zuriickgelegt

Ein giinstiges Elementarereignis fiir ,genau 2 rote Kugeln” ist z.B. grr (gelb-rot-rot
wird gezogen). Alle Elementarereignisse bilden den Ereignisraum Q.

Q={rrr, rrg, rgr, rgg, grr, grg, ger, gggl

Die Elementarereignisse konnen auch graphisch in einem sog. Baumdiagramm darge-
stellt werden, dabei entspricht jeder Ast einem Teilversuch (eine Kugel wird gezogen).
Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind bei den Asten angegeben.

Betrachten wir z.B. den Pfad grr (gestrichelt im Baumdiagramm), welcher einem Ele-
mentarereignis entspricht. Was ist die Wahrscheinlichkeit P(grr) fiir diesen Pfad?

Fiithrt man den Versuch sehr oft durch, z.B. 1000-mal, dann wird in der ersten Ver-
suchsstufe etwa g 1000 = 600-mal gelb erscheinen, in der 2. Stufe é davon rot, also

%- 600 = 240-mal rot und in der 3. Stufe % - 240 = 96-mal rot, also gilt fiir diesen Pfad

P(grr) = % = % = g % E . Die Wahrscheinlichkeit fiir den Pfad grr ist also % oder

gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten langs des Pfades grr.
Fir die Wahrscheinlichkeit, genau 2 rote Kugeln zu ziehen (Pfade fett eingetragen,
namlich rrg, rgr und grr), werden die Wahrscheinlichkeiten der entsprechenden Pfade
zusammengezdhlt, denn jeder Pfad entspricht einem Elementarereignis.

2 23,232 ,322_ 12 12 12 _ 36

P(genau 2malrot) =c-c-c+ oo oo s s =t v m T

Aus obigen Bemerkungen folgt die Regel:

Die Wahrscheinlichkeit eines Pfades ist das Produkt der Wahrscheinlichkeiten ldangs
des Pfades (Produktregel).
Die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Pfade werden addiert (Summenregel).
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Mehrstufige Zufallsversuche

2. Fall: Die Kugel wird nicht zuriickgelegt
O-frrg, 181, 188, 81T, BTG, BET, 8ES!

Wie auch im 1. Fall sind die einzelnen Pfade nicht gleichwahrscheinlich, d.h. der Ver-
such ist kein Laplace-Versuch. Im Baumdiagramm fallt ein Pfad weg, da der Pfad rrr
nicht mdglich ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A ergibt sich aus Produkt-

und Summenregel (Pfade rrg, rgr, grr):

P( 2mal t)—1+1+1—3
genau Zmalrot) = —+ o+ 7o = 75

Bemerkung

Im 1. Fall sind die Wahrscheinlichkeiten eines Versuches unabhidngig vom Ausgang
des vorhergehenden Versuches. Man spricht von unabhingigen Versuchen.

Im 2. Fall hangen die Wahrscheinlichkeiten vom Ausgang des vorherigen Versuches
ab. Man spricht von abhingigen Versuchen.

Aufgabe 1.8
Ein Jasskartenspiel besteht (im allemannischen Raum)
aus 9 Rosen, 9 Eicheln, 9 Schellen und 9 Schilten. Ich B "-E-' o o
darf 3 Karten aus den 36 Karten ziehen. L P IIIIIl." ' d
. oo W
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ziehe ich nur : - J L

Eicheln. _""_-t_;- h_ W
e) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ziehe ich min- = il ;" 1

destens eine Eichel.

Es sind zwei Félle zu unterscheiden: Die gezogene Karte wird zuriickgelegt oder nicht.
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Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

Aufgabe 1.9

Meiers mochten 4 Kinder haben. Gemass Statistik ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Knabengeburt P(K) = 0.52 und fiir eine Madchengeburt P(M) = 0.48.
Berechne die Wahrscheinlichkeiten fiir folgende Ereignisse:

a) Das élteste Kind wird ein Madchen.
f) Meiers werden 3 Knaben haben.
g) Meiers werden mindestens ein Madchen haben.

h) Das dlteste und das jiingste Kind sind vom gleichen Geschlecht.

Aufgabe 1.10

In einer Mathematikklasse mit 13 Madchen und 11 Knaben wéhlt die Lehrperson zufél-
lig vier aus um die Hausaufgaben vorzufiihren.
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass

a) alle Madchen sind
i) nur ein Madchen ausgewahlt wird

j) 2 Madchen und 2 Knaben ausgewahlt werden.

Aufgabe 1.11 (Probleme des dés)

Antoine Gombaud, Chevalier de Méré, hatte beim Wiirfelspiel bei vielen Versuchen
gemerkt, dass er bei den folgenden Spielen mit der ersten Variante etwas ofter gewinnt
als bei der zweiten:

a) Beim Wiirfeln mit einem Wiirfel in 4 Versuchen mindestens eine 6 wiirfeln.

k) Beim Wiirfeln mit 2 Wiirfeln in 24 Versuchen mindestens eine Doppelsechs wer-
fen.

Er glaubte aber, dass eine Doppelsechs mit 2 Wiirfeln mit sechsmal mehr Versuchen
gleich haufig auftreten sollte wie eine Sechs beim Wiirfeln mit einem Wiirfel. Er wand-
te sich mit diesem Problem an seinen Freund B. Pascal (siehe Einleitung).
Wir konnen dieses Problem ohne Miihe mit den bisherigen Kenntnissen 16sen. Priife,
ob die Wahrscheinlichkeiten bei beiden Versuchen gleich sind oder nicht.

10 © Texas Instruments 2012





Produktregel

2. Kombinatorik

Dieses Kapitel befasst sich vorwiegend mit Laplace-Experimenten. Die Wahrschein-
lichkeit fiir ein Ereignis A berechnet sich in diesem Fall als

|A] Anzahl giinstiger Fille
Q| oder Anzahl moglicher Fille

Die Anzahl der moglichen Félle ist in der Regel leicht ersichtlich (siehe Musterbeispiel
auf Seiten 4 und 5). Das Abzihlen der giinstigen Falle ist bei komplexeren Problemen
aber oft sehr aufwandig. Deshalb werden wir in diesem Kapitel systematische Metho-
den kennen lernen um die Anzahl der Moglichkeiten bei Versuchen oder bei Anord-
nungen von Objekten zu bestimmen. Diese , Kunst des Abzdhlens” ist ein Teilgebiet
der Stochastik, das eng mit der Wahrscheinlichkeitstheorie verkniipft ist und wird
Kombinatorik genannt. Die in der Kombinatorik untersuchten Fragestellungen beginnen
typischerweise wie folgt: Wie viele Mdoglichkeiten gibt es ...? Zum Beispiel: Wie viele
Moglichkeiten gibt es mit 5 Wiirfeln die Augensumme 7 zu werfen? Oder: Wie viele
mogliche Passworter mit 6 Buchstaben oder Zahlen gibt es, welche nicht mit einer Zahl
beginnen.

2.1 Produktregel

Musterbeispiel

a) Anna hat 2 Rocke und 3 Blusen. Wie viele Moglichkeiten hat Anna sich zu klei-
den?

b) Wie viele Moglichkeiten der Zusammenstellung gibt es, wenn Anna zusatzlich
4 Hiite und 6 Paar Schuhe hat?
Losung

Analog zu den Wahrscheinlichkeitsbdumen, kann man die Mdoglichkeiten bei einem
Mehrstufenversuch auch als Baumdiagramm aufzeichnen:

a) Zeichnet man den Moglichkeitenbaum auf, sieht man, dass es fiir die 1. Stufe
(Rocke) 2 Moglichkeiten gibt. Fiir jede dieser Moglichkeiten gibt es in der 2. Stu-
fe 3 Moglichkeiten, also insgesamt 2 - 3 = 6 Moglichkeiten.

2% )

-l’f \\"‘1 L
Rl R2 R

b
& /P k" [ » -u ¥
B! B2 B3 Bl B2 B3 B
Da Anna bei der Wahl der Blusen keine Riicksicht auf den gewahlten Rock

3
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Kombinatorik

nehmen muss (unabhdngige Ereignisse) kann der Baum auch in vereinfachter
Form dargestellt werden (Figur rechts).

b) Hier wére es sehr aufwandig den ganzen Moglichkeitenbaum zu zeichnen. Da
aber die Auswahl der Hiite und Schuhe unabhédngig von der Wahl der Rocke
und Blusen ist, gentigt es, den vereinfachten Baum zu zeichnen (hier horizontal
dargestellt).

v Rock e———= Bluse = = - = Scieh
2 i = i}

Aus der Skizze sieht man, dass es total 2 - 3 - 4 - 6 = 144 Moglichkeiten sind.

Bemerkung: In der Kombinatorik wird an Stelle eines Mehrstufenversuches eher eine Formulie-
rung mit , Auswihlen” oder , Verteilen” gewihlt:

Auswahl: In einem Behdlter (in unserem Fall z.B. eine Schublade) hat es 2 Ricke, in einem
zweiten Behilter 3 Blusen, in einem dritten Behilter 4 Hiite und in einem vierten Behilter 6
Paar Schuhe. Aus jedem Behdlter wird je ein Element (Kleidungsstiick) herausgenommen. Auf
wie viele Arten ist dies moglich.

2 ¥ | + | | & |
.":'.Jr.' | .".;ul'.' .J .';r'l.‘.' i Piat: 4
Verteilen: Es sind 2 Elemente (Rocke) auf Platz 1 (Unterteil) zu verteilen, 3 Elemente (Blusen)

auf Platz 2 (Oberteil), 4 Elemente (Hiite) auf Platz 3 (Kopf) und 6 Elemente (Schuhe) auf Platz
4 (Fuss) zu verteilen. Wie viele mégliche Verteilungen gibt es?

Produktregel
Gibt es k; Moglichkeiten, den Platz mit der Nummer i (i =1, 2, ... n) mit Elementen zu
belegen, so gibt es insgesamt k; - k; - k3 - ... -k, Moglichkeiten, die n Platze mit Ele-

menten zu belegen.

Aufgabe 2.1

In einem Gourmet-Restaurant werden bei einem Menu mit 4 Gangen folgende Aus-
wahlmoglichkeiten angeboten: Zuerst ein Salat oder eine Suppe, anschliessend 4 ver-
schiedene Vorspeisen, 3 Hauptspeisen und 5 Desserts. Wie viele verschiedene Bestell-
moglichkeiten gibt es, wenn kein Gang ausgelassen wird?

Aufgabe 2.2

Ein Fuhrunternehmen hat 4 Fahrer, 3 LKWs und 2 Anhénger.
Wie viele Moglichkeiten hat der Chef um den ersten Lastzug (bestehend aus einem
Fahrer, einem LKW und einem Anhédnger) zusammenzustellen?

Aufgabe 2.3

Samuel muss auf seinem Schulweg drei Fliisse {iberqueren. Uber den ersten Fluss fiih-
ren vier Briicken, iiber den zweiten Fluss sechs und iiber den dritten Fluss funf Brii-
cken. Auf wie viele Arten kann Samuel zur Schule kommen?

Aufgabe 2.4

Wie viele der vierstelligen natiirlichen Zahlen sind gerade und > 50007
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Permutationen (ohne Wiederholung)

2.2 Permutationen (ohne Wiederholung)

Der Basler Mathematiker Jakob Bernoulli (1655-1705) hat eine Ab-
handlung , Ars conjectandi” (Die Kunst des Vermutens) geschrieben,
die erst nach seinem Tode 1713 veroffentlicht wurde. Diese enthielt
grundlegende Ergebnisse zur Kombinatorik. In seinem Werk tritt zum

ersten Mal der Begriff ,, Permutation” auf (permutare ist lateinisch und
heisst vertauschen oder tauschen).

J. Bernoulli
1655-1705

Musterbeispiel

Familie Meier (Vater, Mutter und 4 Kinder) will sich fiir ein Familienfoto in eine Reihe
stellen.

a) Wie viele verschiedene , Aufstellungen” gibt es? J
Wir nehmen an, die Aufstellung zum Familienfoto pas- Rl' ? . &
siere rein zufallig. i R

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit steht Marili aussen rechts?
¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit steht der Vater neben der Mutter?

Losung

a) Auf den ersten Platz konnen alle 6 Personen platziert werden, auf den zweiten
Platz noch 5 usw. Gemass Produktregel damit:
6:-5-4-3-2-1= 720 Moglichkeiten.
Fiir das Produkt der ersten 6 natiirlichen Zahlen verwendet man die Abkiirzung
6! (gelesen 6 Fakultiit).

b) Alle Aufstellungen sind gleichwahrscheinlich. Die Wahrscheinlichkeit kann
deshalb als E2SUEe P 1o et werden. Mogliche Falle hat es 720 (Aufgabe a).

Bei den giinstigen Fallen ist der Platz von
Marili fest reserviert. Fiir die restlichen Platze
gibt es gemass Produktregel 5-4-3-2-1 =

120 = 5! Moglichkeiten. Die Wahrschein-

lichkeit ist also 120 _ 51 % =0.167 oder

720 ~ 6!
16.7%.
Das Resultat kann auch direkt eingesehen
werden: Eine von 6 moglichen Personen steht

mogliche Fille

aussen rechts.

¢) Das Paar Vater/Mutter kann fiir die Platzierung als ein Element betrachtet wer-
den. Also gibt es 5! Moglichkeiten. Da aber bei jeder Aufstellung Vater und Mut-
ter auch noch vertauscht werden konnen, gibt es 2 - 5! = 240 Moglichkeiten.
Die Wahrscheinlichkeit, dass Vater und Mutter nebeneinander stehen ist damit
240 _ 1
—=-=20.333.
720~ 3
Es sind n verschiedene Elemente auf n Platze zu verteilen (oder anzuordnen). Jedes
Element kommt genau einmal vor. Dann gibt es dafiir
n-n—=1)-(n—2)-(n—3)-..... 2- 1 = n! (sprich n-Fakultat) Moglichkeiten.
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Kombinatorik

Eine solche mogliche Verteilung (Anordnung) nennt man Permutation der n Elemente.

Aufgabe 2.5

a) Wie viele Worter (auch solche ohne Sinn) kann man mit den 5 Buchstaben des
Wortes ,K O M B I” bilden? (Jeder der 5 Buchstaben soll genau einmal vorkom-
men, d.h. keine Wiederholung der Buchstaben).

K] o] M |B] |1 L] M K] o) |2

b) Von allen moglichen Wortern mit den Buchstaben von ,,K O M B I” wahle ich
zufallig eines aus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit beginnt es mit einem Vokal?

Aufgabe 2.6

Franziska hat sich den Sportwagen vom Vater geliehen und will ihre 4 Freundinnen
zu einer Ausfahrt einladen.

a) Auf wie viele Arten konnen sich ihre 4 Freundinnen ins Auto setzen (eine vorne,
drei hinten)?

Wenn die Damen sich zuféllig ins Auto setzen, mit welcher Wahrscheinlichkeit
b) sitzt Vreni hinten?

¢) sitzen Therese und Vreni hinten?

Aufgabe 2.7

Es haben sich 8 Teilnehmer fiir den 100m WM-Final qualifiziert (3 Amerikaner, 3 Afri-
kaner und 2 Europder).

a) Wie viele Startaufstellungen sind moglich?

Wir nehmen an, die Aufstellung geschehe durch Losentscheid. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit

b) startet der Schweizer Burkart auf Bahn 3?

c) stehen die drei Amerikaner nebeneinander?

Aufgabe 2.8

a) Wie viele Zahlen kann man mit den 6 Ziffern 3, 8, 2, 5, 1, 9 bilden?
(Jede der genannten Ziffern soll genau einmal vorkommen.)

Die 6 Ziffern werden zuféllig angeordnet. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die ent-
stehende Zahl

b) durch 5 teilbar
c) grosser als 50070007

Beachte: Bei den Permutationen (ohne Wiederholung) sind alle Elemente verschieden und die
Reihenfolge ist wichtig. Wenn man nur von Permutation spricht, meint man Permutation ohne
Wiederholung. Permutationen mit Wiederholung werden in Kapitel 2.5 behandelt.
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Variationen ohne Wiederholung

2.3 Variationen ohne Wiederholung

Musterbeispiel
Es haben sich 8 Teilnehmer fiir den 100 m WM-Final qualifiziert (3 Amerikaner, 3 Afri-
kaner und 2 Europaer).

a) Wie viele Medaillenverteilungen sind mdoglich (Gold, Silber, Bronze)?

Wir nehmen an, alle Finalteilnehmer seien gleich stark und hétten die gleichen Chan-
cen zu gewinnen. (Wir wissen alle, dass diese Annahme nicht der Wirklichkeit ent-
spricht, wir machen sie nur der Mathematik zu liebe.)

Mit welcher Wahrscheinlichkeit

b) gehen alle Medaillen an die Amerikaner?

c) gewinnt mindestens ein Européaer eine Medaille?

Losung

a) Fiir den 1. Platz (Goldmedaille) gibt es 8 Moglichkeiten, fiir den 2. Platz (Silber)
noch 7 Moglichkeiten und fiir den 3. Platz 6 Moglichkeiten, also nach der Pro-
duktregel 8 - 7 - 6 = 336 Moglichkeiten. Wenn wir dieses Produkt mit % multi-

50 _ 8! '

51 5l

b) Mogliche Félle: 336 (Aufgabe a).
Glinstige Falle: Fiir den 1. Platz (Gold) kommen alle 3 Amerikaner in Frage, fiir

plizieren, erhalten wir 8 -7 - 6 -

den 2. Platz noch 2 und fiir den 3. Platz der tibriggebliebene Amerikaner, also
321 = 6 Moglichkeiten.
Die Wahrscheinlichkeit dass alle 3 Medaillen an die Amerikaner gehen ist somit

= =-=10.018

c) Wir berechnen die Gegenwahrscheinlichkeit:
kein Europder gewinnt eine Medaille.
Mogliche Falle gibt es wieder 336.

(Un)gtinstige Falle: 6 - 5 - 4 =120.

120 _ 5

336 14

Mindestens ein Europder gewinnt eine Medaille:

P=1-2>=2_0.643.
14 14

Kein Europaer gewinnt:

Es sind n verschiedene Elemente auf k (k<n) Pldtze zu verteilen (jedes Element kommt
hochstens einmal vor), so gibt es dafiir

|
n-(-1)-m-2)-M=3) .. (—k+1)=—"

(n—Kk)!

Moglichkeiten.

Eine solche mogliche Verteilung (Anordnung) nennt man Variation ohne Wiederholung.

Bemerkung: Bei Variationen ohne Wiederholung ist die Reihenfolge wichtig und jedes Element
kommt hochstens einmal vor.
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Kombinatorik

Beachte: Die Permutationen sind ein Spezialfall der Variationen ohne Wiederholung fiir n = k.
In englischsprachigen Lindern werden Variationen ebenfalls als Permutationen bezeichnet,
deshalb wird die Bezeichnung nPr verwendet.

Aufgabe 2.9

In einem 20-kopfigen Verein wird der Vorstand neu gewahlt. Es wird zuerst der Prési-
dent, dann der Aktuar und schliesslich der Kassierer bestimmt.

a) Wie viele Wahlausgange sind mdglich?

Der Verein beschliesst, dass die Besetzung der Amter durch das Los bestimmt werden
soll. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass

b) von den Bisherigen keiner wieder gewahlt wird?
¢) der Vorstand wieder derselbe ist, aber die bekleideten Amter nicht gleich sein
miissen?
Aufgabe 2.10

Die Klasse 1W hat 22 Studierende (10w, 12m). Es sollen ein Klassenchef, sein Stellver-
treter, ein Klassenbuchfiihrer und ein Kassierer bestimmt werden.

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es die 4 Amter zu verteilen?
Die vier Amter werden per Los verteilt.
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der Kassierer mannlich?
c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird mindestens ein Amt durch eine Frau be-
legt?
Aufgabe 2.11

Santa Claus kennt alle seine 12 Rentiere beim Namen.
Vor seinen Schlitten spannt er insgesamt 8 Tiere.

a) Wie viele verschiedene Gespanne kann er bilden?
Santa Claus setzt das Gespann zufallig zusammen.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind Dasher und
Blitzen ganz vorne?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Dasher nicht eingesetzt?

Aufgabe 2.12
Das Alphabet hat 26 Buchstaben, davon 5 Vokale.

a) Wie viele ,Worter” mit 5 Buchstaben (auch solche ohne Sinn) kann man mit den
26 Buchstaben des Alphabetes schreiben? (Jeder Buchstabe soll hochstens ein-
mal vorkommen)

Die Worter werden durch den Zufallsgenerator bestimmt.
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht ein Wort nur aus Konsonanten?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit beginnt das Wort mit A und endet mit Z?
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Variationen mit Wiederholung

2.4 Variationen mit Wiederholung

Musterbeispiel

Bei der Sportwette , Totogoal” muss ich 13 Spiele voraussagen (und zusétzlich noch ein
Resultat raten, das wir hier weglassen). Ich habe pro Spiel 3 Tippmdglichkeiten:

1: die Heimmannschaft gewinnt

x: die beiden Teams spielen unentschieden
2: die Gastmannschaft gewinnt.

a) Eine Tippkolonne besteht aus 13 Voraus- | !'*l=m KA - L
sagen (je 1, 2, x). Wie viele Tipps sind fiir [ 3 Fc e £ o s1 i B
eine Tippkolonne moglich? | L e s LN e | 2
| ¥ Beyss Liwesnge = . - [ x
Ich tippe rein zuféllig. Wie gross ist die Wahr- | frmsemesy e 23 &
SCheinliChkeit : A ..."- |".-. u:,:, Y B
| — A7 g L x
b) alle Spiele falsch zu tippen? I 1Y AL N  Mage ER!E
| 2 F Gl T r 3 B 3
c) genau ein Spiel richtig zu tippen? L9 fubews  SShmbwesies T 2 VN 5

d) mindestens 2 Spiele richtig zu tippen?

Losung

a) Beijedem Spiel hat man 3 Tippmoglichkeiten.
Gemass Produktregel also
3-3-3-....-3=3"1=1594323.

b) Mogliche Flle: 313 (Aufgabe a).
Giinstige Falle: Bei jedem Spiel hat man 2 Moglichkeiten falsch zu tippen, also
213 Moglichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit alle 13 Spiele falsch zu tippen ist also

13
2 0.00514 oder 0.514%.

313

c) Giinstige Falle: Fiir den richtigen Tipp haben wir 13 Moglichkeiten. Fiir jeden
dieser Tipps haben wir zusatzlich 12 mal die Moglichkeit fiir 2 falsche Tipps, al-
so 13 - 212 Mglichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit genau ein Spiel richtig zu tip-

012
pen ist —r— = 0.0334.

d) Wir benutzen die Gegenwahrscheinlichkeit: P(mindestens 2 richtig) = 1 —
13413.212

P(genau 1 richtig) + P(keine richtig) = 1 — = 2 0.961.
(P(g g g

313

Es sind n verschiedene Elemente auf k Pldtze zu verteilen. Jedes Element darf beliebig
oft vorkommen). Dann gibt es dafiir
n-n-n-....n=nk Moglichkeiten.

Eine solche mogliche Verteilung (Anordnung) nennt man Variation mit Wiederholung.

Bemerkung: Bei Variationen mit Wiederholung ist die Anordnung der Elemente wichtig und
das gleiche Element kann mehrmals verwendet werden.
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Kombinatorik

Aufgabe 2.13

In einem 13 stockigen Gebadude steigen 4 Personen im Parterre in den Lift und steigen
irgendwo aus.

a) Wie viele Moglichkeiten des Aussteigens gibt es.
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass
b) genau eine Person im 5. Stock aussteigt?

c) alle im gleichen Stock aussteigen?

Aufgabe 2.14

In der Gartenwirtschaft "Heller Ecken" hat es 6 Lampen, die man unabhéngig vonei-
nander ein- und ausschalten kann.

a) Wie viele Beleuchtungsmoglichkeiten gibt es?
Bei jeder Lampe wird zufallig entschieden, ob sie brennen soll oder nicht.
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit brennen genau 5 Lampen?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit brennen mindestens 2 Lampen?

Aufgabe 2.15

Bei einem Multiplechoice-Test hat es 10 Fragen mit jeweils 4 moglichen Antworten (A,
B, C, D). Genau eine Antwort ist richtig.

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es den Fragebogen auszufiillen?

Schiiler Pigro hat sich tiberhaupt nicht auf die Priifung vorbereitet und entscheidet bei
jeder Frage rein zufallig.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit beantwortet er alle Fragen falsch?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit beantwortet er mindestens 2 Fragen richtig?

Aufgabe 2.16

Giovanni mochte die 8 Gitterstidbe seines Gartentors mit den Farben rot, weiss oder
griin anmalen. Fiir jeden Gitterstab wahlt er eine der drei Farben.

a) Wie viele Anstreichmoglichkeiten gibt es?
Giovanni entscheidet bei jedem Gitterstab zuféllig, welche Farbe er wahlt.
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist genau 1 Gitterstab rot?

¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommen nur die Farben rot und weiss vor?
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Aufgabe 2.17
Ein Zahlenschloss an einem Fahrrad hat 4 Ringe, jeweils mit den

Ziffern 0 bis 9.

a) Wie oft muss ein Dieb hochstens probieren, bis er das
Fahrrad klauen kann?

Ein Dieb probiert rein zuféllig mdgliche Nummern.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann er das Fahrrad
klauen, wenn er pro Versuch durchschnittlich 4 Sekun-
den benétigt und er eine halbe Stunde ausprobiert?

c) Das Fahrrad gehort seiner Ex-Freundin. Er erinnert sich,
dass genau 2-mal die Zahl 5 vorkommt. Wie gross ist so die Wahrscheinlichkeit,
dass er bei 100 Versuchen das Schloss 6ffnen kann?

2.5 Permutationen mit Wiederholung

Musterbeispiel
Wie viele Worter mit

a) 5 Buchstaben kann man mit den Buchstaben aaabc bilden?

b) 9 Buchstaben kann man mit den Buchstaben aaaabbccc bilden?
Ich wahle zufallig eines der Worter in Aufgabe b) aus.

c) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die 3 Buchstaben c beisammen sind?

Losung

a) Da hier 3 Buchstaben gleich sind (der Buchstabe a kommt dreimal vor), féllt ein
Teil der 5! (= 120) Moglichkeiten der Permutationen ohne Wiederholung mit 5
Elementen weg, weil sie mehrfach gezahlt wurden. Bezeichnen wir die unbe-
kannte Anzahl der Worter mit x. Unterscheiden wir nun die 3 gleichen Elemente
a kiinstlich (a1, a2, a3), so erhélt man zu jeder der x Moglichkeiten noch die

3! (= 6) Moglichkeiten durch die Permutation der 3 Elemente dazu und wir er-
5!

halten damit die 5! Permutationen, d.h. x - 3! = 5! = x = 27 = 20 mdgliche Wor-
ter mit den Buchstaben aaabc.

b) Nach gleichen Uberlegungen gilt: x - 4! - 2! - 31 = 9! = x = 4!;;3! = 1260.
Mit den Buchstaben aaabbc konnen also 1260 verschiedene Worter gebildet

werden.

¢) Glinstige Falle: Die 3 Buchstaben c konnen als 1 Buchstabe betrachtet werden,

7! ot . 105 _ 1
also =~ = 105 Moglichkeiten. P = == = = = 0.0833.
Oder ccc kann an Position 1 bis 7 bei den andern 6 eingefiigt werden, also
6 _ 1
75 =13 = 0-0833.
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Es sind m Elemente auf n Platze zu verteilen (oder anzuordnen). Das erste Element
kommt k; — mal vor, das zweite Element k, — mal ..... und das m te Element k,, — mal
und
ki +k, + K3 ...+ Kk =1n = Y%, k; (d.h. es hat total n Elemente).

|

Dann gibt es dafiir Moglichkeiten.

n!
kqlkolks!... Koy
Eine solche mogliche Verteilung (Anordnung) nennt man Permutation mit Wiederholung.

Bemerkung: Bei Permutationen mit Wiederholung ist die Reihenfolge wichtig. Die einzelnen
Elemente kionnen mehrmals vorkommen (Wiederholung). Die Summe aller Elemente ist aber
gleich der Anzahl Plitze n.

Aufgabe 2.18

a) Auf wie viele Arten kann man die Buchstaben , MISSISSIPPI” anordnen?
Ich wahle zufillig eines der obigen ,Worter” aus.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit beginnt das Wort mit M?

¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit stehen die beiden P unmittelbar nebeneinander?

Aufgabe 2.19
8 weisse und 4 schwarze Spielsteine sind auf 12 Pldtze zu verteilen.
a) Wie viele Anordnungsmoglichkeiten gibt es?
Die Spielsteine werden zuféllig verteilt
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit steht an 1., 3. und 5. Stelle ein weisser Stein?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegen die weissen Steine nebeneinander?

Aufgabe 2.20

a) Wie viele verschiedene Zahlen mit 6 Ziffern gibt es, die zweimal die 4, dreimal
die 5 und einmal die 8 enthalten?

Ich wahle eine der obigen Zahlen zufallig aus.
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die ausgewahlte Zahl kleiner als 500'000?
c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die ausgewéhlte Zahl durch 5 teilbar?

Aufgabe 2.21

Eine Basketballmannschaft (7 Spieler, inklusive 1 Ersatzspieler) bezieht eine Hotelun-
terkunft. Es wurden ein Vierer und ein Dreierzimmer reserviert.

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es die Zimmer zu beziehen?
Die Zimmer werden zufallig verteilt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind
b) René, Adi und Lorenz im selben Zimmer?

¢) Kari und Hans nicht im selben Zimmer?
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2.6 Kombinationen ohne Wiederholungen

Ein Spezialfall der Permutationen mit Wiederholung spielt im Folgenden eine wichtige
Rolle und wird deshalb separat behandelt.

Musterbeispiel

Das Gymnasium Jubilus feiert Jubilaum. Aus den 12 Schiilerinnen der Klasse 1W sollen 3
in den Festausschuss gewahlt werden. Wie viele Wahlausgénge sind theoretisch moglich?

Losung

Wir stellen uns vor, wir hatten eine alphabetische Liste dieser Schiilerinnen.

- L1 L1 L] o - L1 L1 L L] ] L1 L
3 — ey - e i — — — - = —
Amrm Haw Bayis Dords  Bwa Eadii el H 2T L Hia Barm Fla

Jetzt geben wir bei allen Schiilerinnen an, ob sie gewé&hlt werden (j) oder ob sie nicht
gewahlt werden (n).

Ein moglicher Ausgang ist: jnnnjjnnnnnn (12 Buchstaben, 3 davon j, 9 davon n)

Es handelt sich also um Permutationen mit Wiederholungen, d.h. es gibt 31'—29" = 220
mogliche Wahlausgange. Dabei spielt es aber keine Rolle, in welcher Reihenfolge die
Mitglieder des Festausschusses gewahlt wurden. Das

Resultat der Wahl wird {iiblicherweise alphabetisch ge-

ordnet bekannt gegeben.

12!

Y The 220 wird abgekiirzt mit (132), gelesen 12 tief 3

(oder 12 tief 9)

Allgemein

Es werden k Elemente aus n verschiedenen Elementen ausgewahlt (d.h. n-k Elemente
werden nicht ausgewdhlt). Die Reihenfolge der Wahl ist nicht wichtig. Dann kann die
Anzahl Moglichkeiten wie oben als Spezialfall der Permutationen mit Wiederholung
berechnet werden:

Werden k Elemente aus n verschiedenen Elementen ausgewahlt, wobei die Reihenfol-
ge nicht wichtig ist, dann gibt es dafiir

n! _ n:(n-1)-(n—2)...-(n—Kk+1)
Kl-(n—-Kk)! K!

Moglichkeiten.

Auch die Formulierung mit ,, Verteilen” ist moglich:

Es sind n Elemente auf 2 Platze zu verteilen. Auf dem 1. Platz hat es k Elemente (die
ausgewdhlten) und auf dem 2. Platz n-k Elemente (die nicht ausgewdhlten). Die Rei-
henfolge ist nicht wichtig. Dann gibt es dafiir

n! _ n:(n-1):(n-2)..-(n-k+1) .. .. .
K-l w Moglichkeiten.

Eine solche Moglichkeit nennt man Kombination ohne Wiederholung.

.. n!
Fr k!

(D nennt man Binomialkoeffizienten. Auf dem Rechner nCr(n,k)

verwendet man das Symbol (E) (sprich n tief k).
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Fiir weitere Eigenschaften der Binomialkoeffizienten und den binomischer Lehrsatz
siehe Abschnitt 3.1.

Bemerkung:

a)

b)

Da die Reihenfolge der ausgewahlten (und der nicht ausgewéhlten) Elemente
unwichtig ist, benutzt man auch die Formulierung: Aus n verschiedenen Ele-
menten werden mit einem Griff k Elemente ausgewahlt. Wie viele mogliche

Auswahlen gibt es?
Ordnet man die k ausgewahlten Elemente zusatzlich, so erhalt man zu jeder der
n! n! n!
. ' == -
k!-(n—k)! k!-(n—k)! T (m-k)’ al
so Variationen ohne Wiederholung.

Moglichkeiten nochmals k! Moglichkeiten, also

Die Permutationen mit Wiederholungen konnen auch mit Kombinationen ohne
Wiederholungen beschrieben werden.

Beispiel: Wie viele Worter konnen aus den Buchstaben aaaaabbbbccc gebildet
werden?

Wir wiahlen aus den 12 moglichen Pldtzen in einem ersten Schritt 5 Platze fiir die
12
5

die 3 Platze fiir die Buchstaben b, dies geht auf (;) Arten. Flir die Buchstaben ¢
bleiben dann die 3 verbleibenden Plétze (1 Moglichkeit). Also

(152) . (Z) 1= % . % = % , also Permutationen mit Wiederholungen.

5 Buchstaben a aus, dies geht auf ( ) Arten. Dann von den restlichen 7 Platzen

Aufgabe 2.22

Bei der Swisslotto-Wette werden (in der einfachsten Varian-
te) 6 aus 45 moglichen Zahlen ausgewdhlt.

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es 6 aus 45 Zahlen anzu-

Die 6 Zahlen werden gezogen. Hans hat einen Tipp abgege-

ben.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Hans keine einzi-

<)

kreuzen?

ge Zahl richtig getippt?

= %} B2 %] =

= . 5] [ o

= b ¥ = = tn
= un w =~ =

. %] (] 5] ._, B

%] o (=1 e = b2

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erzielt Hans einen
Fiinfer. (Er hat 5 der 6 gezogenen Zahlen richtig vo-
rausgesagt.)

. W %] %] B P =
[*%] ] [ un w [*%]
He= [*%) [*] L 5]
= B o L
W= [7%) b %] B2 [ L
n Vel La -1 [ [4)]

Aufgabe 2.23

Bei der Gemeinderatswahl in Dingsda bewerben sich 11 Kandidaten (4 SVP, 3 GP, 2 SP,
1FDP, 1 CVP) fiir die 5 Platze im Gemeinderat.

a) Wie viele Wahlausgénge sind theoretisch moglich?

Wir nehmen an, alle Kandidaten hatten die gleichen Wahlchancen

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird kein SVP-Vertreter gewahlt?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden alle drei Griinen Kandidaten gewahlt?

22
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Aufgabe 2.24

Beim Jasskartenspiel (36 Karten, je 9 Karten aus Rosen, Schellen, Schilten, Eicheln) er-
halte ich 9 Karten.

a) Wie viele verschiedene Kartenkombinationen sind moglich?
Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalte ich
b) alle 4 Bauern?

¢) 7 Rosen und 2 Eicheln?

Aufgabe 2.25

Lena studiert in einer amerikanischen Stadt mit gitter- T TT T TT T 17T T ;

formigem Strassennetz. Sie wohnt in W(0,0) und studiert | | | [ [ Tkl [ [ [~

an der Universitat U (11,7). Sie mochte auf dem kiirzesten : |

Weg vom Wohnort zur Universitdt fahren (ein moglicher { 111011 _'i_ [ 11
[ T

kiirzester Weg ist eingezeichnet). (1T
a) Wie viele mogliche kiirzeste Wege kann sie neh- .4 &

men?

Lena wahlt zufallig einen kiirzesten Weg von W nach U. Wie gross ist die Wahrschein-
lichkeit, dass sie einen Weg wahlt, der

b) bei der Kollegin Eva im Punkt E(11/0) vorbeifiihrt?

¢) beim Freund Renato im Punkt R(5,5) vorbeifiihrt?

2.7 Kombinationen mit Wiederholungen

Musterbeispiel

Wie viele Moglichkeiten gibt es 5 (nicht unterscheidbare) Apfel auf die 3 Kinder Anna,
Bea und Celine zu verteilen?

Losung

Wir bezeichnen die Apfel mit dem Symbol 0 und legen diese nebeneinander. Wir tren-
nen die zu verteilenden Apfel mit Trennstrichen, hier wird dafiir die 1 genommen. Im
Folgenden sind 4 mdgliche Beispiele von Verteilungen, je mit 5 Apfeln und 2 Trenn-
strichen:

0001001 Anna 3 Apfel, Bea 2 Apfel, Celine 0 Apfel
0010100 Anna 2 Apfel, Bea 1 Apfel, Celine 2 Apfel
1000010 Anna 0 Apfel, Bea 4 Apfel, Celine 1 Apfel
0000011 Anna 5 Apfel, Bea 0 Apfel, Celine 0 Apfel

Egal wie ich die Apfel verteile, es gibt immer eine Folge mit 5 Nullen und 2 Einer. Mit
dieser Darstellung konnen die Anzahl Moglichkeiten als Kombination ohne Wiederho-
lung berechnet werden:

o - [7]= 21 Moglichkeiten.
51.2! 5
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Werden k Elemente aus n Elementen ausgewahlt, wobei jedes Element beliebig oft
ausgewahlt werden kann und die Reihenfolge nicht wichtig ist, so gibt es

(n - 5 - 1) = (n -Ilc_ f I 1) Moglichkeiten (n Elemente, k-1 Trennstriche).

Eine solche Moglichkeit nennt man Kombination mit Wiederholung.

Aufgabe 2.26

Konditorei Bosshard hat schwarze, braune und weisse Truffes. Heidi hat eine gute
Mathepriifung geschrieben und darf 8 Truffes auswahlen.

a) Wie viele Auswahlmoglichkeiten hat sie?

b) Wie viele Auswahlmdoglichkeiten hat sie, wenn sie mindestens eine schwarze
Truffe haben mochte?

Aufgabe 2.27

Ich werfe 3 nicht unterscheidbare Wiirfel. Wie viele verschiedene Augenzahlbilder
sind moglich? (Beachte: Die Augenzahlbilder 116, 161 und 611 sind gleich.)

Aufgabe 2.28

In Grossvaters Obstgarten hat es 2 Birnbdume und 3 Apfelbaume. Auf wie viele ver-
schiedene Arten konnen sich 10 nicht unterscheidbare Spatzen auf die 5 Baume vertei-
len?

Aufgabe 2.29
Das Eishockeyspiel Lions — Flyers endet 7:2. Wie viele Drittelsresultate sind moglich?

Bemerkung
Zu den Aufgaben 2.26 — 2.29 haben wir keine Wahrscheinlichkeitsaufgaben hinzuge-

fiigt. Der Grund ist, dass die Moglichkeiten nicht gleichwahrscheinlich sind, also nicht

glinstige Falle

gemass berechnet werden kénnen.

mogliche Fille
Zur Erlauterung schauen wir uns Aufgabe 2.27 an:

1. Fall: Waren die Wiirfel unterscheidbar, so gébe es 63 = 216 Moglichkeiten und diese
sind gleichwahrscheinlich (siehe Kapitel 1).
2. Fall: Wenn die Wiirfel nicht unterscheidbar sind, so haben wir berechnet, dass es

(g) = 56 Moglichkeiten gibt. Diese Moglichkeiten sind aber nicht gleichwahrschein-

lich.

Der Wurf 111 z.B. tritt im 1. und im 2. Fall nur einmal auf, die Wahrscheinlichkeit ist
also 2—16.

112 tritt im 2. Fall nur einmal auf, denn die Wiirfe 112,121 und 211 werden als eine
Moglichkeit gezdhlt (alphabetisch geordnet, da die Reihenfolge nicht wichtig ist). Im 1.

Fall sind dies aber 3 verschiedene Ereignisse, je mit Wahrscheinlichkeit 2—16 . Die Wahr-

scheinlichkeit fiir 112 im 2. Fall ist deshalb Zilé - % .

Es wére so auch bei den obigen Aufgaben moglich die Wahrscheinlichkeit von Ereig-
glinstige Falle

nissen zu berechnen, aber nicht mit Hilfe von =——— —
mogliche Falle
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2.9 Vermischte Aufgaben

Die nachfolgenden Ubungsaufgaben (2.30 — 2.39) eignen sich als Repetition oder als
Vorbereitung fiir einen Test (ca. 120 Minuten).

Aufgabe 2.30

4 Ehepaare kommen an eine Drehtiire. Sie passieren die Drehtiire nacheinander
(immer nur 1 Person)

a) Auf wie viele Arten konnen sie die Drehtiire passieren?

b) Wie viele Arten verbleiben, wenn die 4 Damen den Vortritt haben (zuerst pas-
sieren)?

c) Auf wie viele Arten ist dies moglich, wenn die Ehepartner die Drehtiire nachei-
nander passieren?

Aufgabe 2.31

An einem Skirennen mit 30 Lauferinnen (davon 5 Schweizerinnen) werden die Start-
nummern 1 bis 30 zuféllig gezogen.

a) Auf wie viele Arten lassen sich die 30 Startnummern auf die 30 Skilduferinnen
verteilen?

b) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Schweizerin Startnummer 1 zu-
gelost bekommt?

c) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass erst mit Nummer 12 eine Schweizerin
starten darf?

d) Nach dem Rennen werden 8 zuféllig ausgeloste Skifahrerinnen zum Dopingtest
bestellt. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine der Schwei-
zerinnen zum Dopingtest antreten muss?

Aufgabe 2.32
Aldo startet in A (0, 0) und will zu Berta in B (8, 5) gehen. (Das Strassennetz ist gitter-
formig.)

a) Wie viele kiirzeste Wege gibt es?

b) Wie viele davon fiihren tiber C (3, 2)?

c) Wie viele kiirzeste Wege von A nach B gibt es, wenn die Strasse zwischen
D (2,1)und E (3, 1) gesperrt ist?
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Aufgabe 2.33

Eine Farbstiftschachtel mit 6 Fachern soll mit 6 Farbstiften (rot, blau, gelb, griin, oran-
ge, violett) aufgefiillt werden. Es stehen gentigend Farbstifte von allen Farben zur Ver-
fiigung.

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn jede der obengenannten Farben genau

einmal vorkommen soll?

b) Wie viele Moglichkeiten sind es, wenn jedes Fach mit einer der obigen Farben
aufgefiillt werden soll; keine muss vorkommen, jede darf bis zu 6-mal vorkom-
men. (z.B.auch rrrrrroderrbrbrb, ...)?

c) Wie viele Moglichkeiten sind es, bei denen nur eine Farbe fehlt, eine andere da-
fiir doppelt vorkommt?

d) Die Schachtel wird rein zuféllig aufgefiillt (es stehen geniigend Farbstifte von al-
len Farben zur Verfiigung). Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle Far-
ben in der Schachtel enthalten sind?

Aufgabe 2.34

Der Grossvater hat Geburtstag und schenkt jedem seiner 8 Enkel (5 Knaben und 3
Maidchen) einen Gutschein (mit aufgedrucktem Namen), und zwar wahlweise fiirs
Kino, fiir den Zirkus oder fiir den Zoo?

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Gutscheine auszufiillen?

b) Wie viele Moglichkeiten sind es, wenn Heiri und Marili noch nicht 12 jahrig sind
und somit keinen Zutritt zum Kino haben?

c) Wie viele Moglichkeiten sind es bei b), wenn die drei Madchen zusammenblei-
ben wollen?
Aufgabe 2.35
Jolanda und Robi jassen mit Erika und Kurt (36 Jasskarten, jede(r) erhalt 9 Karten).
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Jolanda 4 Asse?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Jolanda 4 Rosen?
¢) Jolanda hat 4 Rosen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ihr Partner auch min-
destens 1 Rose?
Aufgabe 2.36

Romeo will seiner Freundin Julia telefonieren, hat aber ihre Telefonnummer vergessen.
Er weiss noch, dass die Nummer (ohne Vorwahl) 7-stellig ist (Bemerkung: Eine Tele-
fonnummer beginnt nicht mit 0)

a) Wie viele Nummern kommen in Frage?

b) Wie viele Nummern kommen in Frage, wenn er noch weiss, dass die Nummer
mit 5 beginnt und mit 5 endet?

c) Wie viele Nummern kommen in Frage, wenn er noch weiss, dass genau fiinfmal
die 5 vorkommt.
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Aufgabe 2.37

In einer Schachtel liegen 25 Gummibarchen (12 rote, 8 griine und 5 weisse). Ich darf
(im Dunkel) 3 Gummibarchen aus der Schachtel nehmen.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind alle rot?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist mindestens 1 Barchen griin?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben alle 3 gezogenen Barchen eine andere
Farbe?

Aufgabe 2.38

In Grossvaters Obstgarten stehen 3 Apfelbaume und ein Birnbaum.
Zwolf unterscheidbare Spatzen wollen sich auf die 4 Baume verteilen

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es total?

b) Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn sich genau 5 Spatzen auf den Birnbaum
setzen?

c) Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn auf jedem Baum genau 3 Spatzen sitzen?
Zwolf nicht unterscheidbare Spatzen wollen sich auf die 4 Biume verteilen
d) Wie viele Moglichkeiten gibt es total?

e) Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn sich genau 5 Spatzen auf den Birnbaum
setzen?

f) Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn auf jedem Baum genau 3 Spatzen sitzen?

Aufgabe 2.39
Die Eishockeypartie Tigers — Lakers endete 8:5.

a) Wie viele Torfolgen fiithren zu diesem Schlussresultat? (Eine Torfolge ist z.B. 1:0,
2:0, 2:1, 31, .....8:5)

d) Wie viele verschiedene Drittelresultate sind moglich? (z.B. (2:0, 4:0, 2:5) oder
(3:3, 3:2, 2:3) ).
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3. Weitere Themen

Diese Themen behandeln Erganzungen zur Kombinatorik, welche auch in anderem
Zusammenhang behandelt werden konnen (Potenzen, Wahrscheinlichkeitsrechnung)
oder in einer Sonderveranstaltung (Sonderwoche, Projektwoche usw.).

3.1 Binomialkoeffizienten, Pascalsches Dreieck
Definition

!
(E) = m (gelesen n tief k) heissen Binomialkoeffizienten (k < n mitn,k € N)

Aufgabe 3.1
Berechne alle Binomialkoeffizienten fiir n = 1,2, ... 5 (k=0 ... n) und trage das Ergebnis
in die untenstehende Grafik ein, z.B. (g) = 2‘5—'3, = % = 10. Das so entstehende Zahlen-

dreieck heisst Pascalsches Dreieck. (Beachte: 0! = 1 = 1!)

Pascalsches Dreieck

= =
I I
_ o

=
Il
N
N N N N N/

rULRESAS W AN KA R OO

— I I N N~

n=3 - - - -

n=4 - - _ - -

n=>5 _ _ 10 — _ S

n==6 _ _ _ _ . _ _
n=7 _ _ - - _ - - -
Aufgabe 3.2

Zeige durch Berechnung, dass die folgenden Eigenschaften fiir Binomialkoeffizienten
gelten und tiberlege, was sie im Pascalschen Dreieck bedeuten.

) (0)=G)=1 (1) =(Zq)=n
9 ()= =) D ( 2+ 6=

e) Benutze Eigenschaften a) und d) um die beiden letzten Zeilen im Pascalschen
Dreieck zu erganzen.
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Aufgabe 3.3

Multipliziert man (a + b)" aus und fasst die gleichen Terme zusammen, so erhdlt man
eine Summe der Form k - a” + k; - a® 'b + k, - a"?b? + -+ + k,, - b™.
Wir kennen bereits

(a+b)0 =1, k,=1,

(atb)! =1a+1b, ko=1,k =1
(a+b)? =1aZ+2 ab +1b?, ko=1,k;=2,ky=1

Berechne durch Ausmultiplizieren (a+b)3 und (a+b)? bestimme die Koeffizienten
ko, k1, Kkp, k3, ky resp. ky, ky, k3, ky, ks und vergleiche mit den Binomialkoeffizienten im
Pascalschen Dreieck.

Binomischer Lehrsatz
@+b)" = (p)-a" b0 +(7)-a b+ (D) et b (7) a0 b
n

DXHEE

k=0

Beweis

Durch Ausmultiplizieren des Binoms (a + b)" erhélt man von jedem der n Faktoren je
einen Buchstaben a oder b, d.h. Worter mit k Buchstaben a und n-k Buchstaben b. Die

Anzahl gleicher Summanden ist aber gerade der Binomialkoeffizient (E) = ﬁ'_k)' .
Bemerkung: Ein Binom ist ein zweigliedriger Summenterm, daher der Name Binomischer Lehr-
satz. Analog: Polynom, Monom, Trinom.

Aufgabe 3.4

a) Zeige mit Hilfe des Spezialfalls a=1 und b=1 im Binomischen Lehrsatz, dass die
Summe der Zahlen in der n ten Zeile des Pascalschen Dreiecks 2™ betragt.

b) Bei Aufgabe 2.17 a konnten die 6 Lampen auf 26 Arten ein- oder ausgeschaltet
werden. Zeige, dass dieses Resultat auch mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks ge-
funden werden kann.

3.2 Das Geburtstagsproblem

Musterbeispiel

An einer Party nehmen 30 Personen teil. Jan wettet mit Carlo und behauptet, dass min-
destens 2 dieser Personen am gleichen Tag Geburtstag haben. Wie gross sind seine Ge-
winnchancen. Berechne die Wahrscheinlichkeit auch fiir die Situation in eurer Klasse.

Losung

Wir benutzen die Gegenwahrscheinlichkeit:

P(mindestens 2 Personen am gleichen Tag) = 1- P(alle an verschiedenen Tagen)

— 1 IPES530) 706 = 70.6%
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(Im Zahler, giinstige Falle: 365 Mogl. fiir die 1. Person, 364 Mogl. fiir die 2. Person
usw., also Variationen ohne Wiederholung. Im Nenner, mogliche Falle: 365 Mogl. fiir
jede Person, also Variationen mit Wiederholung.)

nPr?’(SSGZS_(;ZO) = 0.411, bei 50 Personen: P = 0.970,

bei 80 Personen: P = 0.9999.

Bei 20 Personen: P =1 —

Aufgabe 3.5

An einem Roulettetisch im Kasino Gliickshausen sitzen 8 Spieler. Jeder setzt zufallig
auf eine Zahl. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 2 Spieler auf die
gleiche Zahl setzen? (Beim Roulettespiel kann man auf die Zahlen 0 bis 36 setzen)
Aufgabe 3.6

Die Eishockeymannschaft Harmonie hat lauter gleich gute Spieler, d.h. die 9 Feldspie-
ler der Mannschaft schiessen mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein Tor. Im letzten Match
hatte die Mannschaft 7 Tore erzielt. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindes-
tens ein Spieler mindestens zweimal getroffen hat?

3.3 Binomialverteilung

Musterbeispiel
Ich werfe einen Wiirfel 20-mal.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheint
a) eine 6 genau 4-mal?
b) eine 6 hochstens 4-mal
¢) mindestens eine 5 (d.h. 5 oder 6) genau 4-mal?

d) mindestens eine 5 (d.h. 5 oder 6) mindestens 4-mal?

Losung

a) Mogliche Fille: Bei jedem Wurf gibt es 6 Moglichkeiten, also 62° Moglichkeiten
(Variationen ohne Wiederholung).
Giinstige Félle: Von 20 Wiirfen sollen 4 mit einer 6 ausgewahlt werden, dies geht

auf (240) Arten. In den andern 16 Wiirfen hat man je 5 Moglichkeiten (1 bis 5).
20 (20). 516
Total ( 4 ) - 1* - 516 giinstige Fille, d.h. P(4) = 4620 = 0.202.

b) Die Formulierung hochstens viermal eine 6 kann auf den Fall a) zurtickgefiihrt
werden:
P(hochstens 4-mal 6)=P(0-mal 6)+P(1-mal 6)+P(2-mal 6)+P(3 mal 6)+P(4-mal 6)
(20).10_520_,_(20).11_519_,_(20).1,518_'_(20).13_517_'_(20).14_516 2?20(20).11_5204

0 1 2 3 4 i
620 620

AlsoP(<4) =
=0.769
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c) Giinstige Falle: Es gibt wieder (240) Moglichkeiten 4 giinstige Wiirfe (mit 5 oder

6) aus den 20 Wiirfen auszuwahlen (Kombinationen ohne Wiederholung). Zu
jedem dieser 4 giinstigen Wiirfe gibt es 2 Moglichkeiten (5 oder 6), also je 2*
Méglichkeiten, zusitzlich fiir die andern 16 Wiirfe je 4 Moglichkeiten, also 416,
insgesamt damit
(20
4
d) Die Formulierung mindestens (oder hochstens) kann jeweils auf , punktuelle”
Wahrscheinlichkeiten, wie in Aufgabe c), zuriickgefiihrt werden.
P(>4) heisst P(4) oder P(5) oder ... oder P(19) oder P(20). Einfacher rechnet man
hier mit der Gegenwahrscheinlichkeit, also

(20°)~2°.42°+(21°)-21~419+(22°)-22-418+(23°).z3.417

(20),24,416

4 =0.0911.
6

2

) - 2% . 416 giinstige Fille, d.h. P(4) =

PC4)=1-P(<4)=1-

Z?=0(2i0)~2i~42°_"
S —

620

=0.940

Allgemeine Formulierung der Musteraufgabe c) und d)

c) Mehrstufenexperiment mit n Versuchen (oben n = 20). Bei jedem Versuch gibt
es m Moglichkeiten (oben m = 6), davon sind jeweils g glinstig (oben g = 2).
Bei jedem Versuch wahlt man zuféllig eine der m Moglichkeiten. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit genau x (oben x = 4) gilinstige Moglichkeiten zu wahlen

L) g% (m-g)"
P(x) = (X)T .

d) n, mund g wie in a). Es werden mindestens a (oben a = 4) und hochstens b

(oben b = 20) giinstige Elemente ausgewdahlt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit,

Tia(}) g (m-gn

mn

zwischen a und b giinstige zu wahlen

Diese Formel kann auch wie folgt umgeformt werden:
Sia(}) g - (m-gn ny gh(m-g"
Lo g, ()

mn i mi-mn-i

=3n () () (5 = ()@ (-9

. .. . . . iinstige Falle
Da die Versuche unabhéngig sind, ist £ _ ginsdee o e
m mogliche Falle

Wahrscheinlichkeit p fiir ein giinstiges Ereignis bei jedem

Versuch (oben 5 oder 6 zu Wiirfeln), 1 —% =1 —p somit

die Gegenwahrscheinlichkeit.

Die obige Formel ist sehr aufwandig zum Eintippen in den Rechner, deshalb speichern
wir diese in einer Funktion bv mit 4 Variablen:

Binomialverteilung

Ein Versuch wird n-mal durchgefiihrt. Bei jedem Versuch gibt es m Moglichkeiten,
davon sind g giinstig. Ich wahle bei jedem der n Versuche zufillig eines der m Elemen-
te. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein giinstiges Ereignis ist also p = %.

Dann ist die Wahrscheinlichkeit, zwischen a und b giinstige Elemente zu wahlen
n . s
bv(n,p,a,b) = 2}’=a(i) p'-(1-p)"
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Bemerkung: Die von uns gespeicherte Formel ist auf dem TI-Nspire als Funktion abrufbar mit
binomCdf(n,p,a,b) (siehe Bild oben).

Aufgabe 3.7

Bei einer Multiple Choice Priifung werden 20 Fragen mit je 3 Antworten gestellt, wobei
nur eine Antwort richtig ist. Agnes hat sich nicht auf die Priifung vorbereitet und
kreuzt bei jeder Frage eine der drei moglichen Antworten an.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit beantwortet Agnes

a) genau 8 Fragen richtig?
b) hochstens 8 Fragen richtig?

c) mindestens 12 Fragen richtig

Aufgabe 3.8

Bei einem Eignungstest werden 100 Fragen mit je 5 moglichen Antworten gestellt, wo-
bei bei jeder Frage 2 Antworten richtig sind. Es darf nur eine Antwort angekreuzt wer-
den. Wer mindestens 60 Fragen richtig beantwortet wird angenommen. Zwischen 40
und 60 richtigen Antworten kann ein Zusatztest gemacht werden und mit weniger als
40 richtigen Antworten werden die Kandidaten abgewiesen. Gian weiss 20 Antworten
sicher. Bei den andern muss er raten. Mit welcher Wahrscheinlichkeit

a) wird Gian angenommen?
b) muss Gian einen Zusatztest machen?

¢) wird Gian abgewiesen?

Aufgabe 3.9
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Olbohrung fiindig wird, sei p = 0.1 (d.h. bei jeder 10.
Bohrung stdsst man durchschnittlich auf Ol).
Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben 20 Bohrungen
a) mindestens einen Erfolg?
b) genau drei Erfolge?
Wie viele Bohrungen muss man mindestens durchfithren, damit die Erfolgswahr-

scheinlichkeit

c) grosser als 95% ist?

Aufgabe 3.10

Die Hotelanlage Feel-Good-Beach-Club hat insgesamt 120 Doppelzimmer zu vermie-
ten. In der Hauptsaison ist die Anlage ausgebucht. Erfahrungsgemass werden 15% der
Buchungen wieder annulliert, deshalb verkauft Direktor Kax Muoni pro Sommerwo-
che 135 Pauschalarrangements fiir Doppelzimmer.

Wie gross ist das Risiko einer Uberbelegung?
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3.4 Hypergeometrische Verteilung

Musterbeispiel

Es werden 36 Jasskarten verteilt (9 Schellen , 9 Schilten, 9 Rosen und 9 Eicheln)
Ich bekomme 9 Karten.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit, erhalte ich

a)
b)

<)

genau 5 Rosen?
in den ersten 5 Karten, die ich bekomme, mindestens 2 Asse?

Mit welcher Wahrscheinlichkeit, erhalte ich von 9 gezogenen Karten hochstens 4
Eicheln?

d) 3 Eicheln und 3 Rosen?

Losung von a) und b)

a)

b)

Giinstige Falle: Ich erhalte 5 Karten aus den 9 Rosen und dann noch 4 Karten aus
den andern 27 Karten.
Mogliche Falle: 9 Karten aus 36 Karten.

(%)
(5)

Mogliche Falle: 5 Karten aus 36: (

P(5 Rosen) = =0.0234

36
5)
Es sind 3 mogliche Falle: Ich erhalte genau 2 Asse oder genau 3 oder genau 4:

(;)'(332) (g)'(Bzz) (i)'(gf)_ 4 (T)(53_21)=
(356) (356) (356) _Zi=2—36 0.0843

(s)

Die Aufgabe kann auch mit der Gegenwahrscheinlichkeit gelost werden:
©(5) _ @)
36
5 &)

P(=2)=P(2)+P3)+P4) = + +

P(>2)=1-P(<2)=1-P(0)-P(1) =1-

Allgemeine Formulierung von a) und b)

a)

b)

Von n Elementen (oben, n =36) sind g glinstige Elemente (oben Rosen, g =9)
und n- g ,schlechte” (oben, alle anderen sind schlecht, n - g =27).
Ich ziehe m Elemente (oben, m =9). Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind genau

BHE) g reromercagmes

(g) ncr(n,g)

x glinstig? (oben, x=5): P(x) =

Elemente n (n=36), davon g giinstige (g=4) und n-g schlechte (32).

Ich ziehe m Elemente (oben m=5). Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind mindes-
tens a und hochstens b Elemente giinstig (oben

a=2, b=4)?

Da die Formel zum Eintippen aufwandig ist, spei-

chern wir diese als Funktion ab (mit 5 Variablen).

() ()
hv(n,g m,a,b): = 3P ~Am=L oder

(en)

Zb ner(gi)-ncr(n—-gm-—i)
1=a ncr(n,m)

hv(36,4,5,2,4) = 0.0843

34
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Hypergeometrische Verteilung
Von n Elementen sind g Elemente giinstig. Wir wahlen m Elemente aus den n Elemen-
ten aus. Dann hat es mit Wahrscheinlichkeit
b (D)
hv(n, g m,a,b): = ;. A0
(m)

mindestens a und hochstens b Elemente aus den g Elementen.

Losung von c) und d):

¢) Auch diese Aufgabe kann mit der allgemeinen Formel ohne Aufwand gelost
werden, dabeiistn = 36,g=9,m=9,a=0,b = 4.
hv(36,9,9,0,4) = 0.974. Die Gegenwahrscheinlichkeit, ndmlich die Wahr-
scheinlichkeit mehr als 4 Eicheln zu erhalten, ist 1 — 0.974 = 0. 026, also recht
selten.

d) Hier ist keine Einteilung von ,guten” und ,schlechten” Elementen moglich.
Vielmehr werden hier zweimal ,, gute” Elemente ausgewahlt, zuerst 3 Eicheln,
dann 3 Rosen und noch 3 ,,schlechte”. Die Wahrscheinlichkeit ist deshalb:

RGHE)
(5)

P= =0.062

Aufgabe 3.11

Ein Sportgeschift bietet im Internet 50 Tennisschldger an, von denen 10 von Roger Fe-
derer signiert sind. Die Zuteilung der Tennisschldger an die Kaufer erfolgt zufallig.
Luis bestellt 6 Tennisschlager. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind

a) keine signierte Schlager dabei?
b) genau drei Schlager signiert?
c) mindestens 4 Schlager signiert?

d) zwei oder 3 signierte Schlager dabei?

Aufgabe 3.12

Der Kegelclub ,Rainbiiel” besteht aus 12 Herren und 8 Damen. Im Jubildumsjahr soll
ein grosses Fest stattfinden. 4 Clubmitglieder werden in den Festausschuss gewahlt.

a) Wie viele Festausschiisse sind moglich?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind genau 2 Frauen und 2 Manner vertreten?
c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird mindestens eine Frau gewahlt?

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Frau Meier gewahlt?

Aufgabe 3.13

Ein Pokerspiel hat 52 Karten (13 Herzen, 13 Ecken, 13 Kreuze, 13 Schaufeln).
Maya bekommt 5 Karten. Ein solcher Satz Karten nennt man ein , Blatt”.

a) Wie viele , Blatter” sind moglich?
b) Wir gross ist die Wahrscheinlichkeit genau 4 Herzen zu erhalten?

c) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit mindestens 4 Herzen zu erhalten?
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d) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Pokerspiel (d.h. vier gleiche Karten,
z.B. 4 Konige)?

e) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Fullhouse (drei gleiche und zwei
gleiche, z.B. 3 Konige und 2 Neuner)?

Bemerkung

Bei der Binomialverteilung werden n Versuche durchgefiihrt, bei denen es zwei mogliche Aus-
fille gibt (,glinstig” mit Wahrscheinlichkeit p oder , ungiinstig” mit Wahrscheinlichkeit 1-p).
Die Elemente werden wieder zuriickgelegt, d.h. die Wahrscheinlichkeit ist bei allen Versuchen
dieselbe.

Bei der hypergeometrischen Verteilung gibt es wiederum zwei mégliche Ausfille (,,giinstig”
oder ,ungiinstig”). Die Elemente werden aber nicht zuriickgelegt, die Wahrscheinlichkeit der
einzelnen Versuche dndert sich. Es ist deshalb vorteilhaft, die Versuche mit Auswahl aus n
Elementen zu formulieren: Wir wihlen m von den n Elementen aus, zuerst die g giinstigen
Elemente mit einem Griff und ebenso die m-g ungiinstigen in einem zweiten Schritt.

Ob man mit den Formeln der hypergeometrischen Verteilung (ziehen ohne Zuriicklegen) oder
der Binomialverteilung (ziehen mit Zuriicklegen) rechnen muss, hingt stark vom Wortlaut der
Aufgabenstellung ab.

3.5 Vermischte Aufgaben

Die folgenden Aufgaben konnen nur zum Teil mit den Formeln fiir die Binomialverteilung oder
der hypergeometrische Verteilung geldst werden. Die iibrigen Aufgaben erlauben keine Eintei-
lung in giinstige und ungiinstige Elemente (analog zu Aufgabe d im Musterbeispiel zur Hy-
pergeometrischen Verteilung).

Aufgabe 3.14

Aus 36 Jasskarten (4 ,Farben”: 9 Schellen, 9 Schilten, 9 Rosen und 9 Eicheln) ziehe ich
3 Karten. (Ich lege die gezogene Karte jeweils wieder in den Stock zuriick.)
Mit welcher Wahrscheinlichkeit

a) erhalte ich lauter Rosen?

b) erhalte ich mindestens 2 Rosen?

c) sind alle Karten von der gleichen , Farbe”?

d) erhalte ich Karten von genau zwei ,Farben”?

e) erhalte ich Karten von 3 verschiedenen , Farben”?

Beim Kartenverteilen beim Schieberjass erhalte ich in der ersten Runde 3 Karten. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit

f) erhalte ich lauter Rosen?

g) erhalte ich mindestens 2 Rosen?

h) sind alle Karten von der gleichen , Farbe”?

i) erhalte ich Karten von genau zwei , Farben”?

j) erhalte ich Karten von 3 verschiedenen ,,Farben”?
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Aufgabe 3.15

Ein Buch hat 50 Druckfehler, die zuféllig auf die 250 Seiten verteilt sind (d.h. ,alle Sei-
ten haben die gleichen Chancen die Druckfehler zu bekommen”).
Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat es

a) mindestens eine Seite, welche mindestens 2 Druckfehler hat?

b) auf Seite 100 mindestens einen Druckfehler?

Aufgabe 3.16

Fiir die miindliche Maturitatspriifung am Gymnasium Kombinatoria hat Lehrer Streng
30 Aufgaben zusammengestellt, zu jedem Themenkreis je 10 Aufgaben (Analysis, Vek-
torgeometrie und Wahrscheinlichkeit). Die 19 Schiilerinnen der Klasse 4aW mdissen je
eine Aufgabe ziehen.

Die gezogenen Aufgaben werden wieder in den Stapel zuriickgelegt. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit

a) ziehen genau 2 Schiilerinnen die Aufgabe 5?
b) ziehen mindestens zwei Schiilerinnen eine Aufgabe aus der Vektorgeometrie?
c) ziehen Lena und Thomas dieselbe Aufgabe?
d) wird mindestens 1 Aufgabe mindestens 2mal gezogen?
Die gezogenen Fragen werden nicht in den Stock zuriickgelegt:
Mit welcher Wahrscheinlichkeit
e) wird Aufgabe 5 gezogen?
f) ziehen mindestens zwei Schiilerinnen eine Aufgabe aus der Vektorgeometrie?
g) ziehen Lena und Thomas eine Aufgabe zum gleichen Themenkreis?

h) werden Aufgaben aus genau zwei Themenkreisen gezogen?

Aufgabe 3.17

Max besitzt eine Sammlung von 100 Musikstiicken (33 ,Klassische”, 33 aus dem Be-
reich Jazz, 33 aus dem Bereich Rock, 1 Weihnachtslied).

Max will sich sechs verschiedene Stiicke anhdren. Er wahlt sechs zuféllig aus.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit

a) ist mindestens ein Jazz-Stiick dabei?
b) ist dasWeihnachtlied dabei?
c) sind alle Stiicke aus demselben Bereich?

Max will sich sechs Stiicke anhoren. Er wihlt jeweils zuféllig ein Stiick aus den 100. (Er
,riskiert” so, dass er ein Stiick auch zwei oder mehrmals auswahlt.)

Mit welcher Wahrscheinlichkeit
d) ist mindestens ein Jazz-Stiick dabei?
e) ist das Weihnachtlied dabei?
f) sind alle Musikstiicke in einem der 3 Bereiche (ohne das Weihnachtslied)?

g) hort er sich mindestens 1 Stiick mehrmals an?
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4. Losungen

4.1 Resultate
1. Einfithrung in die Wahrscheinlichkeit

1.1  Resultat individuell (geméss Skizze)

12 1:P(Zahl)=0.5 2: P(6) = 0.167 3: P(10)=0.0833
4: P(<11)=0.324 5: P(gelb) = 0.3 6: P(Treffer) = 0.15

1.3 Beispiel fiir einige Simulationen mit n=5000 und n=10000:
n=5000: 0.1708, 0.1636, 0.164, 0.1656, 0.1706, 0.1558, ...
n=10000: 0.1641, 0.1659, 0.1649, 0.1641, 0.1671, 0.1687, ...
Vergleich mit dem idealen Wert 0.1667: nur die 1. Nachkommastelle stimmt immer {iber-
ein, die 2. Stelle ist bereits unsicher. Es braucht also eine grosse Anzahl von simulierten
Wiirfen, um eine Genauigkeit von mehr als 2 Nachkommastellen zu erhalten.

14  a)Q={zb}, P(z)=0.5=P(b), Laplace-Versuch
b) Q={0,1,2}, P(0)=0.25=P(2), P(1)=0.5, kein Laplace-Versuch.

15 a) 0.139 b) 0.417 c) 0.583  d) 0.167
16 a) 08  b) 0.189 ¢ 0.011 d) 0.2

1.7 a) P(A)=2.467
b) Wirft man100 Reiskorner zufallig auf das Quadrat und zahlt die Anzahl k der
Reiskorner, welche auf den Viertelkreis fallen, dann ist k/100 ein N&herungs-
wert fiir P(A).
c) Simulation geméss Anweisung.

1.8  Fall I: gezogene Karte wird zuriickgelegt: a) 0.0156 b)0.578
Fall II: gezogene Karte wird nicht zuriickgelegt: a) 0.0118 b) 0.590

19 a) 048 b) 0270 ) 0927 d)0.501
1.10 a) 0.0673 b) 0.202 c) 0.404

1.11  Wie berechnen jeweils mit Hilfe der Gegenwahrscheinlichkeit

a) 1— @4=o,518 b) 1— (g)4 - 0.491

2. Kombinatorik

21 120

22 24

23 120

24 2'500

25 a) 120 b) 0.4

26 a)24 b) 0.75 ) 0.5

27 a) 40'320 b) 0.125 c) 0.107
28 a) 720 b) 0.167 ) 0.5

29 a) 6840 b) 0.596 c) 0.000877

38 © Texas Instruments 2012





Resultate

2.10
2.11
212
213
2.14
215
2.16
217
2.18
2.19
2.20
2.21
2.22
223
224
2.25
2.26
2.27
2.28
2.29
2.30
231

2.32
2.33

2.34
2.35
2.36
2.37
2.38

2.39

a) 175'560

a) 19'958'400
a) 7'893'600
a) 28'561

a) 64

a) 1'048'576
a) 6'561

a) 10’000

a) 34’650

a) 495

a) 60

a) 35

a) 8'145'060
a) 462

a) 94'143'280
a) 31'824

a) 45

56

1'001

216

a) 40'320

a) 2.653 - 1032
d) 0.815

a) 1'287

a) 6! = 720 Mogl.
d) 0.0154

a) 6'561

a) 0.00214
a) 9'000'000
a) 0.0957

a) 16'777'216
d) 455

a) 1'287

b) 0.545

b) 0.0152
b) 0.309

b) 0.242

b) 0.0938
b) 0.0563
b) 0.156
b) 0.045
b) 0.0909
b) 0.255
b) 0.333
b) 0.143
b) 0.401
b) 0.0455
b) 0.00214
b) 0.0000314
b) 36

b) 576
b) 0.167

b) 560
b) 6° = 46'656

b) 2'916
b) 0.108
b) 100’000
b) 0.704

b) 1732104
e) 36

b) 945

c) 0.932

c) 0.333

c) 0.00154

c) 0.000455
c) 0.891

c) 0.756

c) 0.0387

c) 0.206

c) 0.182

c) 0.0101

c) 0.5

c) 0.571

c) 0.0000287
c) 0.606

c) 0.0000138
c) 0.222

c) 384
c) 0.0215

c) 909
c) 10’800

c) 324

) 0.894
) 1647
c) 0.209

c) 369'600
f) 1 Moglichkeit
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Losungen

3 Weitere Themen

3.1 Koeffizienten des Pascalschen Dreiecks:

n=0: 1
n=1: 11
n=2: 1 2 1
n=3: 1 3 3 1
n=4: 1 4 6 41
n=b: 15 10 10 5 1
3.2 a),b), c), d) Beweise siehe ausfiihrliche Losungen.
e) n=6: 1 6 15 20 15 6 1
n=7: 1 7 21 35 3 21 7 1

33 n=3:k0=1,k1=3,k2=3,k3=1
n==4: kO =1,k1 =4ky = 6,k3 =4,ky=1
34 a) 1+Dh=20=%0_ (E)

b () +()+ Q)+ G+ () + Q)+ () =2 =6

3.5 0,557

3.6 0.962

37 a)0.148 b) 0.809 c) 0.0130

38 a) 0.0445 b) 0.954 c) 0.00166

39 a) 0.651 b) 0.0574 ¢) 29 Bohrungen

3.10 0.0781

3.11 a) 0.242 b) 0.0746 c) 0.0110
d) 0.333

3.12 a) 4’845 b) 0.381 c) 0.898
d) 0.2

3.13 a) 2'598'960 b) 0.0107 c) 0.0112
d) 0.000240 e) 0.00144

3.14 a) 0.0156 b) 0.156 c) 0.0625
d) 0.5625 e) 0.375 f) 0.0118
g) 0.148 h) 0.0471 i) 0.545
j) 0.408

3.15 a) 0.995
b) 0.182

316 a) 0.107 b) 0.995 c) 0.0333
d) 0.999 e) 0.633 f) 0.99997
g) 0.310 h) 0.000'001'10

3.17 a)0.196 b) 0.06 c) 0.00279
d) 0.910 e) 0.0585 f) 0.00387
g) 0.142
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Ausfiihrliche Losungen

4.2 Ausfiihrliche Lésungen
1. Einfithrung in die Wahrscheinlichkeit

1.1  Resultat individuell (gemaéss Skizze)

12 1:P(Zahl)= > =0.5 2:P(6)=<=0.167
3: total 36 Mogl. , Summe 10: 3 Mogl. (6+4, 5+5, 4+6), P(10) = 33—6 = % = 0.083
4: total 37 Zahlen (0 — 36), 12 sind <11, P(<11) = g =0.324
5: total 10 Kugeln, 3 sind gelb. P(gelb) = 13—0 =0.3
6: Total 100 Lose, 15 Treffer. P(Treffer) = £ -0.15

1
100
1.3 Beispiel fiir einige Simulationen mit n=5000 und n=10000:
n=5000: 0.1708, 0.1636, 0.164, 0.1656, 0.1706, 0.1558
n=10000: 0.1641, 0.1659, 0.1649, 0.1641, 0.1671, 0.1687
Vergleich mit dem idealen Wert 0.1667: nur die 1. Nachkommastelle stimmt immer tiber-
ein, die 2. Stelle ist bereits unsicher. Es braucht also eine grosse Anzahl von simulierten
Wiirfen, um eine Genauigkeit von mehr als 2 Nachkommastellen zu erhalten.

14  a)Q={zb}, P(z) =0.5=P(b), Laplace-Versuch
b) Q=1{0,1,2}, P(0) = 0.25 = P(2), P(1) = 0.5, kein Laplace-Versuch.

1.5 Benutze Q, vom Musterbeispiel (auch mit ; moglich, durch Abzéhlen).
5
a) P(x+y=8) === 0.139 2 .
b) giinstige Falle: x+y=2,3,5,7,11. P(x+y = Primzahl) = — + = + — 4+ — + = = = = 0,417
36 36 36 36 36 12
¢) P(x+y=keine Primzahl) =1 - P(x+y=prim) = 0.583

d) giinstige Félle (siehe ; vom Musterbeispiel): (1,1), (2,2), ... (6,6). Mogliche Félle: 36
P(Doppelwurf) = 36—6 = % =0.167

1.6 Total 90 zweistellige Zahlen (10 — 99).
keine 9: In jeder der 8 Dekaden von 10 bis 89 (10 bis 19, 20 bis 29,..., 80...89) hat es je 9
Zahlen ohne 9, also 72 Zahlen ohne 9. Mindestens eine 9 haben daher 18 Zahlen und
zweimal eine 9 eine Zahl (99)
a) P(keine 9) = % = g =0.8 b) P(genau eine 9) = % =0.189
¢) P(genau zweimal eine 9) = % =0.011
d) P(mindestens eine 9) = ;—s = 0.2 (oder 1-P(keine 9) =1 — % = %)

2

1.7 a) P(A) = “T = 2.467 (Flache Viertelkreis : Flache Einheitsquadrat)
b) Man wirft 100 Reiskorner zuféllig auf das Quadrat und zéhlt die Anzahl k der Reis-
korner, welche auf den Viertelkreis fallen. k/100 ist dann ein Naherungswert fiir P(A).
¢) Simulation gemdss Anweisung: Die Reiskorner werden durch Punkte ersetzt.
Auch hier braucht es eine grosse Anzahl von Punkten um mt auf wenige Stellen

genau zu bekommen.

1.8  Fall I: gezogene Karte wird zuriickgelegt

9 9 9 11 1 1
= — e — . — = === = — = 0 0156
a) 36 36 36 4 4 4 64

b) Benutze die Gegenwahrscheinlichkeit

P(mind. 1. Eichel) = 1 - P(keine Eichel)=1—2.2.2=1 -2 =¥ _ ¢ 578
4 4 4 64 64
Fall II: gezogene Karte wird nicht zuriickgelegt
a)P=—-2.1-0.0118
b) P=1- g . z—z . g = 0.590 (Gegenwahrscheinlichkeit)
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Losungen

1.9

1.10

1.11

21
2.2
23
24

25

2.6

2.7

a) P=0.48

b) P =4-0.52%-0.48 =0.270 (4 Pfade erfiillen die Bedingung (KKKM, KKMK,
KMKK, MKKK), bei allen Pfaden: 3 K (0.52), 1 M (0.48))

¢) P(mind. 1M)=1-P(4K) =1—-0.52* = 0.927

d) P = 0.522 + 0.482 = 0.501 (1.Kind /4. Kind: K/K oder M/M, die mittleren
spielen keine Rolle, d.h. es wird mit Wahrscheinlichkeit 1 ein K oder ein M)

24 23 22 21
13 11 10 9

b)p=4.—-—=.—. = 0.202 (4 Pfade erfiillen die Bedingung (MKKK, KMKK,
24 23 22 21

KKMK, KKKM), diese haben die gleiche Wahrscheinlichkeit)

oP=6- (13 12) (11 . 1—0) = 0.404 (6 Pfade mit gleicher Wahrscheinlichkeit erfiillen die
24 23/ \22 22

Bedingung (MMKK, MKMK, MKKM, KMMK, KKMK, KKKM))

Wir berechnen jeweils mit Hilfe der Gegenwahrscheinlichkeit
4 4
aP=1-(3) =0518 b P=1-(Z) = 0.491
Die Gewinnwahrscheinlichkeiten liegen tatsdachlich nahe beisammen, aber im ersten Fall
sind die Gewinnchancen etwas grosser.

Kombinatorik
2:4-3:5=120
4-3-2=24
4:-6-5=120

5:10-10-5 = 2’500 (5 mal tausend Zahlen, mit je 10 mal 100 Zahlen, mit je 10 mal 10
Zahlen, mit je 5 geraden Zahlen. Oder 5000 Zahlen, die Hilfte gerade)

a) 5:-4-3-2-1=5!=120 (dies sind auch die moglichen Fille fiir b))

b) Es gibt 4! =24 Worter, die mit O beginnen, 4! =24 Worter, die mit I beginnen,
total 48 Worter (oder 2 Moglichkeiten fiir den ersten Buchstaben, 4! fiir die
weiteren). Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewahltes Wort mit einem

Vokal beginnt ist P = — = =04
120~ 5

a) 4-3-2- 1 = 4! = 24 (dies sind auch die moglichen Faille fiir b) und c)).

b) P = 3—3| === 0,75 (Eine von 3 sitzt vorne. Die anderen 3 verteilen sich hinten.

Oder. Vreni belegt einen der 3 hinteren Platze, die andern die restlichen 3.)
Die Losung kann man auch direkt einsehen: Vreni belegt einen der 3 hinteren

Sitzen von insgesamt 4.

c) P= 22 0.5 (Fir Therese 3 mogl. Plétze, fiir Vreni noch 2, fiir die anderen

blelben 2! Moglichkeiten)

a)8-7- 6 5 4-3:-2-1=28!=40320
b) P == === 0.125 (Auf Bahn 3 Burkart, fiir die restlichen 7 Sprinter bleiben 7 Bahnen.

Die Losungen kann man auch direkt einsehen: Wahrscheinlichkeit, dass Einer von 8
auf Bahn 3 steht)

c) P= % E = 0.107. (Die 3 Amerikaner als ein Element betrachten, 6 Elemente, d.h.
6! Moglichkeiten. Die Amerikaner konnen zusatzlich auf 3! Arten untereinander per-

mutiert werden.)

42
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Ausfiihrliche Losungen

2.8

a) 6-5-4-3-2-1=6! =720

b) P = z—: = % = 0.167. (Die 5 muss an letzter Stelle sein, 5 Platze fiir die restlichen 5 Zif-

fern. Die Losungen kann man auch direkt einsehen: Wahrscheinlichkeit, dass eine

(die 5) von 6 Ziffern an letzter Stelle steht.)
c) P= 3;—?! = 0.5. (An erster Stelle 3 Moglichkeiten, ndmlich 5, 8 oder 9, die anderen 5 auf
5 Platze verteilen.)

Bemerkung: Bei Variationen ohne Wiederholung benutzen wir meistens die Rechnerschreibweise
nPr, da die mathematisch korrekte Version oft sehr lange oder komplizierte Terme erfordert.

29
2.10

211

212

2.13

2.14

2.15

2.16

a) 20-19- 18 = nPr(20,3) = 6'840
a) 22-21-20-19 = nPr(22,4) = 175’560

) 12-nPr(21,3) = 0.545 b) p= nPr(17,3) =0.596 C) pP= nPr(3,3)
nPr(22,4) nPr(20,3) nPr(20,3)

Kassier 1 aus 12, die anderen 3 aus 21. Kann auch direkt eingesehen werden 12

von 22 fiir den Kassierer P = :—; =0.545)
nPr(12,4)

=0.000877

¢) Gegenwahrscheinlichkeit: P = 1 — — ) = 0.932

a) 12-11:10:9:8:7-6-5 =nPr(12,8) = 19'958'400

b) P= %ﬁlﬁg) = 0.0152 (Dasher links vorne, Blitzen rechts vorne oder umgekehrt,
6 aus den restlichen 10)

c) P= z:g;g = 0. 333 (Kann man direkt einsehen, Dasher ist einer der 4 von 12 die

nicht eingesetzt werden)

a)26-25-24-23-22 =nPr(26,5) = 7'893'600

nPr(21,5) _

b) P = Pres) 0.309 (5 von 21 Konsonanten)

c) P= g:g:g = 0.00154 (2 Platze fix, fiir die restlichen 3 Platze bleiben 24 Buchstaben)
153

a) 13*=28'561b) P=22=0.242 o P=— =0.000455
13 13

a) 2° =64 (Beijeder Lampe 2 Moglichkeiten (ein oder aus). Bei einer dieser 64
Moglichkeiten brennt gar kein Lampe. Wir zdhlen diese Moglichkeit auch.
b) P = 66 = 0.0938 (1 von 6 Lampen brennt nicht, 6 Moglichkeiten)

2
1+6

c¢) P=1-—=10.891 (Gegenwahrscheinlichkeit: 1 - P(hochstens 1 Lampe)
2

=1 - (P(keine ein) + P(genau eine ein))

a) 419 = 1'048'576  b) P =2 = 0.0563
4
10 29
) P=1- 2 +1100 > =0.756 (Gegenwahrscheinlichkeit, 1 — P(hochstens 1 richtig)
4

=1-(P(0) + P(1)), P(1): 10 Moglichkeit fiir die richtigen, in allen anderen Fallen jeweils
3 Moglichkeiten fiir die falschen)

a) 32 =6'561

b) P= % = 0.156 (Einer der 8 Stébe ist rot, bei den anderen 7 Staben hat er jeweils 2
Moglichkeiten)

c) P= 283;2 = 0.0387 (Beijedem Stab 2 Mogl., also 28, doch wenn beide Farben
vorkommen sollen, miissen wir 2 Falle ausschliessen (alle rot, alle weiss)
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Losungen

2.17

2.18

2.19

2.20

2.21

a) 10* = 10000 b) P = 4—50 = 0.045 (In 30 Minuten 450 Versuche)
0 P=22=0.206
69

(Es gibt 6 Moglichkeiten die 5er zu setzen: Positionen 12, 13, 14, 23, 24, 34)

11!

Q) —— = 34'650
Az 3150 1
=—=0.0909

b) Giinstige Falle: /—— = 3150, P = —— = —
(Zuerst ein M, dann 10 Buchstaben, 4, 4 S und 2 P. Man kann die Losung
aber auch direkt einsehen einer der 11 Buchstaben ist vorne (nur 1 Mogl.))

=6300, P=22_-2_0.182

41-41-1111 T 34650 11

(Die beiden P als 1 Element betrachten: 10 Buchstaben, 4 I, 4 S,1 M,1 EL P)

c) Giinstige Falle:

a) —= =495

gl.4!
b) Giinstige Falle: ; =126, P=-2=10.255
(3 Steine fest, restliche 9 Steine (5 w, 4 s) verteilen)
¢) Giinstige Fille: > =5, P = — = 0.0101
4! 495
(Die weissen Steine als 1 Element betrachten: 5 Steine, davon 4 s, 1 El. w)

a) —— =60
312011

b) Giinstige Falle: -—— =20, P = g = % =0.333
(Am Anfang eine 4, es bleiben 5 Zahlen (3 mal 5, je einmal 4 und 8)

Man kann es auch direkt einsehen: zuerst eine 4, 2 von 6 (oder é) sind 4)

5! 30 1
C) m—30 P=5=E=0.5
(Am Schluss eine 5, fiir die restlichen 5 Positionen bleiben 44558 zu verteilen.
Man kann es direkt einsehen: am Schluss eine 5, 3 von 6 sind 5, somit % =0.5)
71
a) m =35
144

b) P =—=0.143 (Die 3 sind im 3-er Zimmer (1Mogl.) oder die 3 sind im 4er
Z1mmer, dann wird ihnen einer der anderen 4 zugeteilt (4 Mogl.))

¢) Giinstige Falle: 2- —— = 20, P = 22 = 0.571
(Kari im 3er, Hans im 4er oder umgekehrt (2 Mogl.), die anderen 5 werden
verteilt auf die restlichen 2 und 3 Platze)

Bemerkung: In den Losungen mit Kombinationen verwenden wir die (einfachere) mathematische

Schreibweise (:) Fiir die Berechnung verwendet man (ausser in einfachen Fiillen) den Rechner

und die Funktion nCr(n,r).

2.22

2.23

2.24

a) (465) = nCr(45,6) = 8'145'060 (mdgliche Falle fiir b) und c))
b) Giinstige Falle: (369) =3'262'623, P = 0.401

¢) Giinstige Falle: (g) . (319) = 234, P =10.0000287. (5 aus den 6 guten, 1 aus den 39
schlechten). Diese Art von Aufgaben wird im Kapitel 3.4 ausfiihrlich behandelt.

a) (151) =462 (mogliche Fille fiir b) und c))

b) Giinstige Fille: (Z) : (g) =21, P = 0.0455. (0 aus 4 SVP, 5 aus restlichen 7)
c) Giinstige Falle: (3) . (g) = (g) =28, P =0.606. (3 aus 3 Griinen, 2 aus restlichen 8)

a) (396) = 94'143'280 (mégliche Falle fiir b) und c))

44

© Texas Instruments 2012





Ausfiihrliche Losungen

b) Giinstige Falle: (i) : (352) = 201'376, P = 0.00214 . (4 aus 4 Bauern, 5 aus den
restlichen 32)

¢) Giinstige Falle: (3) . (2) . (108) = 1296, P =0.0000138. (7 aus den 9 Rosen, 2 aus

den

9 Eicheln, 0 aus den restliche 18 Karten)

225 a) (178) = 31'824 (Total sind es 18 Wegstiicke, ich wahle die 7 aus, bei denen ich nach

oben gehe, die restlichen gehe ich nach rechts. Kann auch mit Permutationen mit
Wiederholungen (Abschnitt 2.5) gelost werden.

b) Giinstige Falle: 1, P = 0.0000314 (von W nach E und von E nach U nurje 1
kiirzester Weg)

c) Giinstige Falle: (150) . (g) = 7056, P =0.222 (Es gibt (150) Moglichkeiten um

von A (0/0) nach R (5/5) zu gelangen, zu jeder dieser 252 Mdglichkeiten gibt es

(g) Moglichkeiten um von R (5/5) nach U (11//7) zu gelangen)

226 a)n=3k=8 (“+§‘1)=(180

werden, Wiederholung moglich, Reihenfolge unwichtig. Formulierung mit Verteilung:

3 Sorten Truffes werden auf die 8 Platze in der Schachtel verteilt, die Reihenfolge ist
unwichtig.)

Oder: (n :EI 1) = (120) =45

b) Gegenereignis: Keine schwarze Truffe (z) =9 =2k=28)
Mindestens 1 schwarze Truffe: 45 — 9 = 36

) = 45 (Von 3 Sorten konnen 8 Elemente ausgewahlt

227 n=6k=3: (g) = 56 (Aus den 6 Zahlen (1,2,3,4,5,6) 3 auswahlen, mit Wiederholung,
Reihenfolge unwichtig)

4

228 n=5k=10: (10

Wiederholung)

) =1'001 (einen der 5 Apfelbdume fiir die 10 Spatzen auswahlen mit

2.29 Versuch mit 2 Stufen:

1. Stufe: Eines der 3 Drittel fiir die 7 Tore der Lions auswéahlen: n = 3,k = 7: (9

7

2. Stufe: Eines der 3 Drittel fiir die 2 Tore der Flyers auswéhlen: n = 3,k = 2: (;}) =6

Da die beiden Stufen unabhangig voneinander sind, gilt nach dem Produktsatz:
Anzahl mogliche Drittelsresultate: 36 - 6 = 216

) =36

2.30 a) 8! =40'320 Moglichkeiten
b) 4!-4! =576 Moglichkeiten
c) 4!-2* = 384 Moglichkeiten (Fiir die Reihenfolge der Ehepaare 4! Mogl. Jedes
Ehepaar hat zusétzlich 2 Mogl. FM oder MF)

231 a) 30! = 2.653 - 1032 Mogl.
b) P = % = % =0.167 (5 von 30 sind Schweizerinnen)

¢) P =" = 0.0215 (nPr(25,11) Mogl. die 25 Nicht-Schweizerinnen

die Platze 1 bis 11 zu belegen, fiir Startnummer 12 gibt es 5 Moglichkeiten,
den restlichen 18 Fahrerinnen werden die Startnummern 13 bis 30 zugelost)
d) Gegenwahrscheinlichkeit: Keine der Schweizerinnen muss antreten
25
P=1- Q = 0.815 (Beachte: Reihenfolge der Auswahl nicht wichtig)

(s)
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Losungen

232 a) (153) = 1'287 (13 Wegstiicke, 5 davon nach oben auswahlen)

b) (g) . (2) = 560 (5 Wegstiicke von A nach C, 2 davon nach oben; unabhangig
davon 8 Wegstiicke von C nach B, 3 davon nach oben)

c) Gesperrte Wege: @) . G) . (g) = 378 (Wege von A nach D, D nach E, E nach B)

Mogliche Wege: 1287 — 378 = 909

233 a) 6! =720Mogl. b) 6° =46656 Mogl.
c) 6- (g) -nPr(5,4) = 10’800 Mogl. (zuerst die doppelt vorkommende Farbe auswéhlen

(6 Mogl.), dann die 2 Platze fiir diese Farbe auswahlen (Reihenfolge spielt keine Rolle),
dann die restlichen 5 Farben auf die 4 verbliebenen Platze verteilen)
d) P=2=0.0154

66
234 a) 3% = 6’561 (fiir jeden Gutschein 3 Moglichkeiten)
b) 2%-3°=2'916 (bei Heiri und Marili 2 Moglichkeiten, bei den andern 6 je 3
Moglichkeiten)
¢) 2-2-3* =324 (fiir Heiri und die Madchen je 2 Moglichkeiten, fiir die andern
4 Knaben je 3 Moglichkeiten)

@C5)
&)
4 Asse (1 Mogl.) und 5 Karten aus den restlichen 32)
(%)
(5)

c) Gegenwahrscheinlichkeit: Keine Rose

235 a) P= = 0.00214 (mogliche Falle: 9 von 36 Karten, giinstige Félle: 4 der

b) P= = 0.108 (giinstig: 4 von 9 Rosen und 5 von den 27 andern Karten)

5\ (22
P=1- % = 0.894 (Jolanda hat 9 Karten, davon 4 Rosen, es bleiben 5 Rosen und
9
22 andere, es werden 9 von den andern gezogen und 0 von den Rosen, Letzteres kann
auch weggelassen werden)
236 a) 9-10°=9'000'000 (1. Stelle: 9 Mogl,, tibrige je 10 Mogl.)
b) 10° = 100'000 (1. und letzte Stelle je 1 Mdgl., sonst je 10 Mogl.)
¢) 5am Anfang: (2) - 92 = 1215 (4 von 6 Plitzen fiir die restlichen 5-er, fiir die
iibrigen 2 Pldtze je noch 9 mogliche Zahlen)
5 nicht am Anfang: 8 - (g) -9 = 432 (1. Ziffer: keine 0 und 5, 5 der restlichen 6

Platze werden mit 5 belegt, fiir die restliche Stelle 9 mogl. Zahlen)
Total: 1215 + 432 = 1647 Mogl.

12
237 a) P= (zi) = 0.0957 (giinstig: 3 aus den 12 roten, mdglich: 3 aus allen 25)

(5)

b) Gegenwahrscheinlichkeit: Kein griines Barchen
%
IhlH
(%)
238 a) 4 =16'777'216 (jeder Spatz hat 4 Moglichkeiten)
b) (152) - 37 = 1'732'104 (5 der 12 Spatzen wihlen den Birnbaum, die anderen haben je 3

P=1- = 0.704 (3 aus den 17 roten und weissen, mogliche wie in a))

c) P= = 0.209 (glinstig: je 1 Barchen von jeder Sorte)

Moglichkeiten)
C) (132) . (2,) . (g) . G) =369'600 (3 fiir den 1. Baum, 3 fiir den 2. Baum der 9 {ibrigen,
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Ausfiihrliche Losungen

2.39

3.2

3.3

34

3 fiir den 3. Baum, die restlichen kommen auf den 4. Baum, 1 Mogl.)
Oder: —= (12 Buchstaben (Spatzen), je 3 mit B, A1, A2, A3 (Baume))

31-31:31-3]
d) Kombinationen mit Wiederholung (n=4, k=12): (4 + 1; - 1) = (g) = 455
3+7— 1)
7

e) n=3, k=7: ( = 36 (5 Spatzen fix, Birnbaum besetzt)

f) 1 Moglichkeit, da die Verteilung von je 3 Spatzen pro Baum eindeutig ist.
a) (153) = 1’287 (betrachte die Moglichkeiten als Wege von (0, 0) nach (8, 5) wie bei
Aufgabe 2.32)
. . (8+3—=1\ (5+3—-1\_ 10\ (7\ _
b) Vergleiche mit Aufgabe 2.29: ( 8 ) ( c ) = ( 8 ) (5) = 945
Weitere Themen

Koeffizienten des Pascalschen Dreiecks:

n=0: 1
n=1: 11
n=2: 1 21
n=3: 1 3 31
n=4: 1 4 6 41
n=5: 15 10 10 5 1
a) (8) = 0?—;‘ =1, (E) = nrll—;‘ = 1, d.h. die dussersten Zahlen im Dreieck sind 1.
(es gibt nur 1 Moglichkeit aus n Elementen keines oder alle zu nehmen)
b) (Ill) == (2!_1)! = n(r(ln__l?(r(ln_;)zzll = n (es gibt genau n Moglichkeiten, 1 Element aus n

Elementen auszuwiéhlen)

n n! n! n . . - .
(n _ 1) = DM e—oD) i (1) , d.h die beiden zweitdussersten Zahlen im

Dreieck sin gleich der Zeilennummer n

n n! n! n . . .
C) (k) = T - aom = (n B k) (statt k Elemente auszuwaihlen, kann ich die n-k be-

stimmen, die nicht ausgewahlt werden), d.h. das Pascalsche Dreieck ist symmetrisch)

n ny n! n! _ knl+(n-k+1)n! _ ntmn+1) _ n+1
d) (k - 1) + (k) T (k-1D)!-(n—k+1)! + kl-(n-k)! ~ kl-(n—-k+1)  kl-(n-k+1) ( k )

(in allgemeine Formel fiir (E) einsetzen, Briiche gleichnamig machen, Zéhler zusam-

menzdhlen), d.h. zwei benachbarte Zahlen in einer Zeile addiert ergeben die Zahl in
der Mitte der beiden auf der nédchsten Zeile.

e) n=5: 1 5 10 10 5 1
n=6: 1 6 15 20 15 6 1
n=7: 1 7 21 3 3 21 7 1

zB.1+5=6, 6+15=21
(@a+b)3=(a+b)2-(a+b)= (a2 +2ab+b2)-(a+h)
= (a3 + 2a2b + ab2 + a2b + 2ab2 + b3) = a3 + 3a%b + 3ab? + b?
ko=1k, =3,k, =3,ks =1
(@+b)*=(@+b)3-(@+b) = (@3 +3a2b+3ab2 +b3)-(a+b) =
(a4+ 3a3b + 3a2b2 + ab3 + a3b + 3a2b2 + 3ab3 +b4) = a% + 4a3b + 6a2b? + 4ab3 + b

ko=1ki =4ky=6kz=4ks=1
a) @+b) =1+ =2"
Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt andererseits:
n_n_n n_n—l_ln_n—z_z n_n—n_()=nr1
@+nr=(g) 1+ (7)1t (o) 22+ (D) 10 =30 (),
also die Summe der Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile.

© Texas Instruments 2012 47





Losungen

b) Anzahl Moglichkeiten, dass x Lampen brennen ist (i)
Es konnen 0, 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 Lampen brennen.

Nach Aufgabe a) gilt: (8) + (i) + (g) + (g) + (Z) + (g) + (2) =26 = 64

35 1- % = 0.557 (Geburtstagsproblem: 37 Zahlen, 8 Personen)
36 1- nPr—(;”) = 0.962 (Geburtstagsproblem: 9 Spieler, 7 Tore verteilen)
9

12

3.7 a) (20) G)B . @) = 0.148. Mit der gespeicherten Formel: bv (20,;, 8,8) oder

blnomcdf(ZO, ,8,8).
b) X8 ( ) ()l (g)zo_i = 0.809. Formel: bv(20,2,0,8) oder binomedf(20,3,0,8)

i=12( %) (ﬁ)t (2)20 ' — 0.0130. Formel: bv(20,2,12,20) oder binomedf(20,2, 12,20)
€

c) »#0 .
s o 5(%)- 00
b) ¥ 20( . ) (2)1 (3)80 '— 0.954 Formel:bv (80,2, 20,39) oder binomcdf(80,2,20,39)
i 8

5 5
80 2 380~ 2
o) 2% ( l, )-(3) -(5)" = 0.00166. Formel: bv(80,Z,0,19) oder binomedf(80,,0,19)

3801

. = 0.0445. Formel:bv(80,,40,80) oder binomcdf(80,,40,80)

Bemerkung: Es gib nur 3 mogliche Ausgidnge «angenommen», «Zusatzpriifung», «abge-
wiesen», deshalb muss die Summe der obigen Wahrscheinlichkeiten 1 ergeben.

39 a) bv(20 ,1,20) oder besser:1 — bv(20 0 0) 0.651 oder 1 — binomcdf(ZO,%, 0,0)
b) bv(20 3 ,3) = 0.0574 oder b1nomcdf(20 3 ,3)
¢) 1. Variante (mit solve): solve (1 — bv (X,E, 0,0) > 0.95, x) =>x = 28.433,

d.h. es werden 29 Bohrungen benoétigt.
2. Variante (Tabelle erstellen, geht auch mit Grafikrechnern)

X 10 20 25 26 27 28 29

1—bv(x,%,0,0) 0.651 | 0.878 | 0.928 | 0.935 | 0.9418 | 0.9477 | 0.9529

3. Variante (von Hand): 1 — — >= 1 — 0.9% > 0.95 = 0.9% < 0.05 = x > ‘;’((" "95))

(das Ungleichheitszeichen wechselt bei einer Division durch eine negative Zahl)

= 28.433

3.10 bv(135,0.85,121,135) = 0.0781. (135 Leute kommen mit Wahrscheinlichkeit 0.85. Das
Hotel ist tiberbucht, wenn mehr als 120 kommen) oder
bv(135,0.15,0,14) = 0.0781. (Hotel ist iiberbucht, wenn weniger als 15 annullieren)

40
311 a) = ( ) = 0.242. Mit der gespeicherten Formel: hv(50,40,6,6,6).

)
(10 _(40)
b) -3 = 0.0746. Mit Formel: hv(50,10,6,3,3).
10(5620 0) (40 , (10Y (40
Q) GGG )S(S ()W) _ 4. 0110, Mit Formel: hv(50,10,6,4,6).
6
10y (40Y, (10y (40
o ORI _
)
6
312 a) (240) 4'845
)G
b) 2(20)2 = 0.381. Mit der gespeicherten Formel: hv(20,12,4,2,2)
4
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Ausfiihrliche Losungen

3.13

3.14

12
c) 1— % = 0.898 (Gegenwahrscheinlichkeit: keine Frau wird gewdhlt, d.h. 4 Méanner)
4
Mit der Formel: 1 — hv(20,12,4,4,4) oder hv(20,8,4,1,4).
1'(139)
20
(4)

Mit Formel: hv(20,19,4,3,3) oder hv(20,1,4,1,1)

d) = 0.2 (Fiir Frau Meier nur 1 Moglichkeit, 3 aus den andern 19 auswéhlen)

a) (552) = 2/598'960

(13)_(39)
b) St = 0.0107. Formel: hv(5213544
5
13\ 139\ (13} (39
% =0.0112. Formel: hv(52,13,5,4,5)
5

0)

—~

13.(4).(48
d) % = 0.000240. Mit der gespeicherten Formel 13 - hv(52,4,5, ,4,4)

(5)

(13 mogliche Pokervarianten, alle 4 wéhlen und die 5-te aus den restlichen 48)
4 4
13'(3)'12'(2)
52
(5)

(z.B. die Koénige), 3 von 4 auswahlen, dann noch 12 Moglichkeiten fiir den 2er, 2 von 4

e)

= 0.00144. (13 Moglichkeiten, von denen wir den 3-er auswahlen kénnen

auswahlen.

a) (g) (93 G)O _ G)3 = 0.0156. Mit der Formel: bv(3,i, 3,3) oder binomcdf(3,i, 3,3)
b) (;) ) (%)2 G)l n (93 = 0.156. Formel: bv(3,i, 2,3) oder binomcdf(3,%,2,3)

3
C) (Ll}) . G) = 0.0625. Mit der gespeicherten Formel: 4 - bv(3,i, 3,3)

(eine von 4 Farben auswahlen, Wahrscheinlichkeit V4 fiir jede der 3 Karten)

d) (g) . (G)Z -i+ i G)z) = (;}) . G)3 = 0.5625. (2 von 4 Farben auswahlen, nun miis-

sen von der ersten Farbe 2 und von der zweiten Farbe 1 Karte gezogen werden oder
umgekehrt, 2 Moglichkeiten, fiir jede Karte Wahrscheinlichkeit 1/4)
e) 36'3267; *® — 0.375. (fiir die 1. Karte 36 Mogl., damit ist eine Farbe besetzt, fiir die
2. Karte 27, fiir die 3. Karte 18 Moglichkeiten)
Wenn man drei Karten zieht, gibt es nur obige 3 Verteilungen, (1 Farbe, 2 Farben oder 3
Farben), d.h. die Summe der oben errechneten Zahlen muss 1 sein.
Kontrolle: ¢)+d)+e)= 0.0625 + 0.5625 + 0.375 =1

@)

f) (36) = 0.0118. Mit der Formel: hv(36,9,3,3,3).
3
9\ (27, (9) (27
g) % = 0.148. Formel: hv(36,9,3,2,3)
3
+(3)
h) =% = 0.0471. (1 von 4 Farben auswihlen, dann 3 aus 9 Karten ziehen)

22()G)

= 0.545. (2 von 4 Farben auswahlen, dann 2 Karten von der ersten

Farbe und 1 Karte von der zweiten Farbe oder umgekehrt, 2 Mogl.)
4 g3
)] % = 0.408. (3 von 4 Farben wéhlen, dann je 1 Karte aus den 9 Karten der 3 Farben)
3
Wenn man drei Karten zieht, gibt's nur obige 3 Verteilungen, (1 Farbe, 2 Farben oder 3
Farben), d.h. die Summe der oben errechneten Zahlen muss 1 sein.

Kontrolle: h)+i)+j)=0.047 + 0.545 + 0.408 =1
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Losungen

3.15

3.16

3.17

a) 1-— % 0.995 (identisch zum Geburtstagsproblem, 1. Druckfehler hat

250 Mogl., 2. Druckfehler 249 Mogl. usw.)

50
b) 1—(22)" = 0.182 (Fiir jeden Druckfehler gilt: Er ist mit p = 1/250 auf Seite 100, mit

= 249/250 nicht auf Seite 100. Wir rechnen iiber die Gegenwahrscheinlichkeit, d.h. mit
welcher Wahrscheinlichkeit alle 50 Druckfehler nicht auf Seite 100 sind)

2 17
a) (129) . (%) . (g) = 0.107. Mit der Formel: bV(19 2 ,2) oder b1n0mcdf(19 2,2)

(2 der 19 Schiilerinnen auswihlen, Aufgabe 5 fix, 17 aus den Ubrigen)
b) Gegenwahrscheinlickeit: 1-P(hochstens 1 Aufgabe aus der Vektorgeometrie)

19\ (1) (2\*® _ . 1 _ 1

1- (3) +( A )-(3)-(3) =0.995. Formel: 1 - bv(19,2,0,1) = bv(19,3,2,19)
(P(z2) =1-P(0) - P(1), 19 Versuche, 10 giinstige aus 30)

C) i =0. 0333 (Lena zieht eine Aufgabe, dass Thomas dieselbe zieht ist 1: 30)

Oder — (Lena hat 30 Mogl., Thomas nur noch eine)

d) 1- npr(30 9 — 0.999. (siehe Geburtstagsproblem)
1\ /29

e) G) (18) = 0.633. Formel: hv(30,1,19,1,1) (1 Mogl. fiir die 5, fiir den Rest
G

18 aus den tibrigen 29 Karten. Kann man direkt einsehen: Bei 19 gezogenen Aufgaben
von 30 ist die Wahrscheinlichkeit fiir jede Karte 19/30 gezogen zu werden)
f) Gegenwahrscheinlichkeit: 1- P(hochstens 1 Schiilerin 1 Aufgabe Vektorgeometrie)
(10).(20)+(10).(20)
R DACT AL WAST:V
30
(10)

Mit der Formel: 1 —hv(30,10,19,0,1) = hv(30,10,19,2,19)

0.99997.

10
g)3- % = 0.310. ( 3 Themenkreise, dann 2 aus 10 auswéhlen)

(%)

oder 3 - % (Lena wahlt eine Aufgabe aus 3 Themenkreisen aus, Thomas zieht mit 9/29
eine Aufgabe aus dem gleichen Themenkreis)
{010
h) @) . (1(03—0)9> = 0.000'001'10. (zuerst 2 von 3 Themen auswéahlen, dann
19
sind 19 Aufgaben von 20 auszuwéhlen, d.h. 10 vom einen Thema und 9 vom
andern, 2 Moglichkeiten)

()
6
Mit der gespeicherten Formel 1 — hv(100,67,6,6) oder direkt hv(100,33,6,1,6)
Q)
(100)
6
an, dies ist auch die Wahrscheinlichkeit fiir ein einzelnes Stiick)

Mit der Formel: hv(100,1,6,1,1)

(%)

100) = 0.00279. (zuerst einen der 3 Bereiche auswahlen, (i) Mogl.)

a)l— = 0.196. (Gegenwahrscheinlichkeit: kein Jazz-Stiick dabei.

b) = 0.06. (kann man auch direkt einsehen, 6 von 100 Stiicken hort er sich

c 3

—~~

Mit der Formel: 3 - hv(100,33,6,6,6)
0
4 1-(2) (ﬂ) = 0.910. Formel: 1 — bv(6,—=, 6,6) oder direkt bv(6,~~,1,6).

100 100
> 6, )oderbv( ’R'1’6)

e) 1—(R)6 —o 0585. Oder: 1 — bv (6,

oder bv(6 1 ,5)

f) (i) . (%) =0.00387. Formel 3 - bv (6,%, 6,6) (einen Bereich auswahlen,

50
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Ausfiihrliche Losungen

(:i) Moglichkeiten)

nPr(100,6)

g) 1 —— 5 = 0.142 (Geburtstagsproblem)
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